内容简介 


本书是学习数学分析课程的一本极好的辅导书，分上、下两册，编写顺序 
与一般的数学分析教材同步，本册内容包括实数与数列极限，函数、极限与连 
续性，导数与微分，微分中值定理与利用导数研究函数，不定积分，定积分及 
其应用等，在归纳内容、释疑解难的基础上，用大量、全面的例题为读者诠释 
概念，演绎技巧，举证方法，通过学习它，读者可以循序渐进地融会知识，理解 
概念，熟悉技巧和掌握方法.因此，读者有必要认真学习本书，通过它化教科 
书上的抽象概念为自己的切实有用的知识. 


希望本书能成为你的良师益友，欢迎你选用本系列丛书. 
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刖 m 

数学分析是高等学校数学专业的主要基础课程.对初学者来 
说，数学分析课程的概念难懂，方法抽象，解题难以人手，思维难以 
展开.为了帮助大家学好数学分析，解决学习中的困难，指导学习 
的方法，提高学习的效率，我们编写了本书. 

为了使读者能循序渐进，扎扎实实地从理论上、思维上、方法 
上掌握数学分析的概念与内容、方法及技巧，我们采用与教材同 
步、以章节为序的方法，对问题逐个地进行讨论、分析、举例、归纳， 
在提升知识、解析疑难的基础上，用大量的例题为读者诠释概念、 
演绎技巧、举证方法，使读者通过例题边分析、边练习、边讨论、边 
总结，从而更好地融会知识、理解概念、熟悉技巧和掌握方法，将书 
本上的抽象理论真正化为自己的切实有用的知识，更为后续课程 
打下良好的数学基础. 

本书不像某些重点讲授方法的参考书那样，以问题归类来讨 
论方法.因此希望读者学习以后，自己做一些归纳提高、整理加工 
的工作，以增强自己的实践能力. 

数学分析的题目浩如烟海，编者只能选编其中一小部分比较 
普遍的和比较典型的献给读者.有些例题是为了举证方法而选用 
的，因此不一定是该例的最佳方法.本书以较多的篇幅来讨论命题 
的论证，这是数学分析的理论基础，但也用了相当篇幅来叙述计算 
方法，希望能以此提高读者的计算和证明能力. 

本书的编写出版得到了华中科技大学出版社的热心支持和帮 
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助，在此向他们表示衷心的感谢.在本书写作中，曾参阅了一些作 
者关于数学分析问题的著作，本人借此向他们表示诚挚的谢意. 

由于经验不足和学识所限，本书的失误之处望同行和读者热 
心指正. 


孙清华孙昊 
2003年1月 
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第一章 实数与数列极限 


第一节实 数的表 示与实 数系的连续性 


主要内容 


一 、实数的表示 

1. 全体有理数与全体无理数所构成的集合称为实数集合，记 
作 

R = 是有理数或无理数 }. 

2. 任何一个实数都可用无尽小数表示.其中任何有理数都可 
以表示为无尽循环小数（有尽小数视作后面有无尽个零的循环小 
数），任何无理数都可以表示为无尽小数. 

3. 实数分为非负实数与负实数.任何非负实数大于任何负实 
数. 

对任意两个实数 a 和6,必有且只有以下三种情形之一（称为 
三歧性）： 


a b f a = b ， a <C b- 

4. 有尽小数在实数系中处处稠密. 

设 a 和6是实数，《 <6,则存在有尽小数 c ， 满足《 < c < 乂 

5 . 实数 I 的绝对值定义为 


kl 


若1是非负实数， 
若^是负实数. 


称为 . r 的相反数，零的相反数是零本身. 




二、实数系的连续性 

1. 对于实数集合中的任何的分割 （Dedekind M | / T ，存在产 
生这个分割的实数/?，这个数/?：1)或是下类/ I 中的最 大数; 2) 或 
是上类 W 中的最小数. 

此性质称为实数系的连续性，或完备性、密接性. 

2. 实数集 R 的各种子集，简称为数集. 

设 E 为一非空数集，若 3 Me R, 使 V £：，有，则称 
M 为 E 的一个 上界； 若 3 m e K ， 使 V 1 e 芯，有，则称 w 为 
E 的一个下界 • 既有上界又有下界的数集五，称为有界集 . BP 

E 为有界集^3 又>0,使\/1€ £ ，有 | x | 

E 的上界中的最小数，称为数集£的上确界，记作 sup £：;£ 的 
下界中的最大数，称为数集£的下确界，记作 inf £. 

3. 确界存在定理 —— 实数系连续性定理非空有上界的数 
集必有上确界，非空有下界的数集必有下确界. 

4. 非空有界数集的上（下）确界是惟一的. 

疑难解析 


1. 数集的最大数与最小数同数集的上确界与下确界有什么 
关系？ 

答设 E 为 一 数集，如果 3 £，使 V /^，有了^/^则 
称夕是£的最大数；如果 3 a e £， 使 V e £， 有则称是 
E 的最小数. 

与 E 的上、下界定义比较，知其区别 在于: a 与/?是属于£的， 
而 E 的上、下界是属于 K 的，可能不属于£所以，上、下确界可能 
不属于 £. 

E 的上界的全体不可能有最大数，一定有最小数，即上 确界； 
^的下界的全 体不可 能有最小数，一定有最大数，即下确界. 

2. 为什么要引入确界概念？ 
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答 因为，对有限数集£，必有最大数 max £ :和最小数 minK ， 
它们分别为数集 E 的上边边界和下边边界.但当数集为无限集时, 
最大数与最小数就有可能不存在.因此，需要找出一个数作为它的 
上边（下边）边界. 

若无限数集上方（下方）无界，则没有上边（下边）边界.若无 
限数集有上（下）界，且存在最大（小）数，则此最大（小）数即为此 
数集的上边（下边）边界；若不存在最大（小）数，则可以用其上 
(下）确界来作为上边（下边）边界.如无限数集+ l)\n 6 
N } 没有最大数，但有上界，则其上确界 sup{»/U + l)| w 6 N }- 
1 可作为数集的上边边界. 

另外，求开区间（《，6)长度的问题也要利用上、下确界来解 
决.因为，开区间 u ，6) 是有界的无限集，没有最大数，也没有最小 
数，也有上确界6和下确界 a . 以“和 6作为数集的下边边界与上边 
边界，就可求得开区间(〜幻的长度 d 为 

d = sup{:r |a <C x < b} — inf {j ： I^ <C x <C b} 

=sup{_y — x 丨 V x，jy 6 (a ，厶）， 3 , 〉 ： r} = b — a. 

由上可见，引入确界概念可以更好地描述实数的连续性，并且 
给证明问题带来许多方便. 

3. 试叙述上（下）确界的等价命题， 

答数集£的上确界 sup£ = p 有三种等价命题，它 们是： 

(1) i V X ^ < /?; 

(v £ > 0,3 X 0 6 £=>/? — e < JT 0 . 

(V ^ 6 E=>jc < 

( 2 ) < 

[V < /?,3 6 E=>x < jt 0 . 

(3) /? = min{j|V -r 6 j } ，即数集 £ 的上确界 沒是数 

集 E 的上界所构成数集中的最小数. 

类似地，可写出下确界 inf £ = a 的等价命题. 
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方法、技巧与典型例题分析 


本节的例题绝大多数是证明题，因此必须对概念十分熟悉和 
理解.证明可以从正面进行，也可以从反面进行.一般，当问题从正 
面不易入手时，可考虑利用反证法证明. 

一 、最大数与最小数 

例1 设 c 为正整数，而不为整数的平方，且分割 . mb 确定实 
数 c . 其中 B 类包含所有合于 6 2 > c 的正有理数类包含所有其 
余的有理数. 求证: 4类中无最大数, B 类中无最小数. 

证在 Z 类中任取有理数 a > 0,则 a 2 < c . 设 r = c — 选 

取有理数 * r ， 使0 < :r < 1，且 (a + : c ) 2 < c •这在0 < x < 

时即可实现，因为 

c ~ {a -\- x) 2 = r — 2ax — x 2 〉 r — (2a + 1 )j: 〉 0. 

取孑 = 则在 (0, 幻中任取一有理数都有 (a + 

■ r ) 2 O , 所以属于 Z 类，且《 + 即4类中无最大数. 

在5类中任取一有理数6,设 s = 6 2 — c . 选取有理数: y , 使0< 

心且 (6 _ jo 2 > c 这在 o < y < 泰 时即可实现，因为 

(b — y) 2 — c = s ~ 2hy + y z 〉5 — 2^y 〉 0 ， 

取£ = 则在 ( 0 ， e ) 中任取一有理 数力有 0 一 

> (，所以 A — 夕属于 B 类，且 6 — 3；<办，即 B 类中无最小数 • 

例2 设4= {•2^<0或1>0，且1 2 <2，*1*€0}， 

B = {* r |: c >0， S < x 2 >2， J '6 Q }， 

其中 Q 为有理数.证明 M 类中无最大数， S 类中无最小数. 

证利用例1,令 n 2,即可证出.请读者一试. 

例3 设 a 证明： 卜| < max ( k |,|/;|}. 




证 因为 


max {\a \ ^\ b \) \ b \ > c ， 

— max { I« I ， 1 I} < — M < a < t ， ， 

所以 | c | < max { |“|, |6| }. 

例 4 设 max { I “ + /; I ， j a — 61} < 1/2 ， 求证： 

i«l < 1/2, |6| < 1/2. 

证 用反证法.设 kl > 1/2, \ b \ > 1/2. 

(1) 设 0 <a <6,则 

1/2 < |a! < + ^|» 1/2 < !^| < |a + 6|, 

从而 max {I a + 6 |，|a — 引出 矛盾. 

(2) 设 a <6<0,则 

1/2 < |a I < |« + ^| * 1/2 < |/?i < \a + , 

从而 max { \a + 6 |，|a — } > 1/2,引出矛盾. 

(3) 设 《 < 0 < 6,则 

1/2 <C |a I <C |<a b \ y 1/2 <! \ b \ *< \a — 6丨， 

从而 max { \ a + 6 |，|a — 6丨} > 1/2,引出矛盾. 

综上所述可知，必有 max { |a + 6|, |a — } < 1/2. 

例 5 证明^〜6 6 1^，有 

max { \a + 厶|，|“ 一 6 |，jl — b \} ^ 1/2. 

证 用反证法.设 max{|a +6 |,|a — 6|，丨1 — 6|} <1/2. 

由例4知，此时有|«| < 1/2, \ b \ < 1/2,因而 

11 — ^1 ^ 1 — 1^1 > 1/2» 

与所设矛盾.故命题必成立. 

二、上、下确界的命题 

例6 证明： 若数集五的上（下）确界存在，则它必惟一存在. 
证 用反证法.设/»和^是£:的上确界，且/>关 e 。 = 
(q — />)/2,则 V 工芒 E ^jt p <C q — G / — 户）/2 = <7 — £ 0 ,这与 
(! 为 E 的上确界矛盾.故必有/> = 即数集£的上确界是惟一的. 





类似可证，数集 £： 的下确界也是惟一的_ 

例 7 设 £ = { 如吾 ，… 、 T i ， … } ，求 SU P 五 “nfE’ 问 : 

miii £ 与 max £ 是否存在? 

解 因为 V ",1 — 丄<1，且 V 任 e >0,3 " 。，使 1 — 丄€ 

n n 0 

( 1 —丄}，1 一 丄〉1 — £，仅当丄，所以 ， sup £ = 1, 

{ n ) n b 

类似可证， inf £ = 

由£ = |l — 是单调增加的知， mini ： = 存在. 

例8 设£= UUe Q ， 且•:^<2，1>0}，证明：£有上界， 

但在 Q 内没有上确界. 

证 E 有上界是显然的.例如，2就是£：的一个上界. 

用反证法证明£:在 Q 内无上确界. 


设五在 Q 内有上确界， sup £ = i ( w ，《 e N +, 且讲，》互质）， 

m 

则有1 < ( 兰) 2 < 3. 因为有理数的平方不可能等于2,就出现下列 
两种可能. 


( 1 ) 1 < 


ij 2 <2, 若记2—丨列 2 

m m 




，，则 0 <f < 1•令 


n —" , 〜^ it u 


r ^ Q. 


由于 


3 6 川 


〈忐，且普 


得 



- 2 


2 /i 


/ < 0 . 


由此可知，^ + re Q ， 与盖是 Q 的上确界矛盾 • 

(2) 2<丨上广<3,若记义1 2 — 2 = “则0<£<1.令 r = 

\ 川 / m / 





由此可知， ^ — r 也是 Q 的上界，与 ^ 是 Q 的上确界矛盾. 

综上所述知，£在 Q 内无上确界. 

例9 设 £ = {.r | jt 2 < 2 ，x 6 Q } ，验证： 

sup = -/2 » inf = — 

证 因为 V 6 £，由 . r 2 <2 可得 / T 是五的 一 
个上界.又取任 “ < 2知，依有理数集的稠密性，在 ( a , / T ) 中一 
定存在有理数/，使(/) 2 <2,从而知 〆 € £，且不是 
£：的上界.于是，依定义知 sup £= / Y . 

类似可验证 ， inf £：= — 

注意例9与例8并不矛盾.例8是指£:在 Q 内无上、下确界, 
即确界定理在 Q 内不成立. 

例10 设{_工}是一数集，所含数是与 : r 6 { x } 符号相反的 
数， 证明： 

(1) inf {— j:} = — sup {x} ； (2) sup{ — j:} = — inf {x). 

证 （1) 设为有限实数.因而， V 数集中的所有 
• r ， 有 r <心又对任给的 e > 0,数集中必有 _ r ， 使 x > 6 - e . 

由于故一 b 《 —^又3 1，使*3：；>/; — £则必3 — Xy 
使一 x <C ~ b 因为数集{一 4具有上述性质，所以 

inf { — .r} = — b sup {jt}, 

同理可证 6 =+ CO 的情形. 


(2) 类似可证， sup {— x } = — inf{x}* 




例 11 设有数集 /1 ，艮若 £ = X U 方， 证明： 

(1) supE = max {supi4 ,sup,B }； 

(2) inf£ = min{inf/l,infi?}. 

证 （1) 若 A t B 中至少有一个无上界，则 £ 也无上界，等式 
变为 + oo =+ oo . 

若4,3都有上界，并设£:的上界为 supE , 则由 £ = A U 
6 /1(或 *r e B)^x G R . 于是，‘: sup £ ，即数 sup £ 是数集 A ( 或 

B ) 的一个上界，而数 sup / l ( 或 sup 方）是乂（或 B ) 的最小 上界. 故有 
su P /l (或 supS ) < sup £. 从而证得 

supE ^ max { sup / l , supS }. 

又由 V : e £， 有 /U 或 ： r 6 BX sup 乂（或 x < 
supE )， 即 x < max { sup / l ， supi ?}. 从而证得 

sup £ ^ max { sup / l ， supB }, 

综合上面两个不等式，知 sup£ = max{supi4,supJB} 成立 . 

(2) 类似可证. 

例 I 2 设 U + y } 为所有 I + _ y 这些和的集合，其中 { j ：} 
及 :V € ，证明： 

(1) inf{:r + jy } = inf { jc } + inf { jy }； 

(2) sup{:r + i y }= sup { x } -h sup {_ y }. 

证 （1) 考虑下确界为有限的情形. 

设 inf { x } =«， inf { 3 '} = b . 由定义知，，有 V 任 e >0, 彐 jc 

使了<« + 音; 且 V 任 e >0,3 ，使 y <6 + 音.从而知， 

对于集和 b '} 中的工和力恒有 a + 6< o ： + _ y ，又 ：c + 3 ,<“ 
+ 厶 + £，故 inf{x 4- — inf { x } + inf {^} 成立. 

(2) 类似可证•只考虑上确界为有限的情形. 

例 I 3 设 {. rj ，} 为所有乘积的集合， 其中: r e { j ：} 0 - e 
0，}，且^>0，)，>0.证明等式： 

• R • 



(1) inf{*rjy} = inf{x} • inf {^}； 

(2) sup{x)，} = sup{:r} • sup{^y}. 

证 （1) 设下确界为有限值， inf { x } = 6. 由定义 

知 x ><3>0，： y >6>0, 且 V €>0,3工6{了}，3 ; 6{30，使得 


x<^ + - + -^ 不 i ， y <& + ^ ： | ~ + 7 ，所以 又数集 

U ，： y}3 数 ，使 


ooy < 


a 



e 


a 



ab + 


b + 1 


(a + b)e 


I 


b + 


e 


a -\- b 1 j 

e 2 ’ 


a + b + I 1 (a + 6 + l) 2 ’ 

所以，当 e< 1 时 ， + e . 即证得 


inf { x 4 y } = inf { x } inf {^}. 


(2) 类似可证 • 但要考虑上确界为无穷大和有限值两种情形 . 
特别是，若 {i} 仅含元素 0, 而 sup{jy} =+ 00 , 则 sup{x^} = 
SlipU} • sup{^} 不成立 . 

例 14 设是非空有界集，证明： 

(1) A £ B=>MB < inM < sup ^； 

(2) 如果 V a e A,\f be B,\a-b\ <e ，则 

|sup/l — sup61 < e ， \lnlA — in(B \ ^ e, 

证 （ 1) 依定义 ， V J" 6 Z ， inL4< x<supi4 , 又因为 AGB ， 
所以 ， V x e A，jt >infi ?， 即 mlA > inlB. 

又 V 1 € / ，了 <& 叩 3<5 叩 5 ，故命题成立 _ 

(2) 依定义 ， V ,iniA < x < sup^l ； V ^ 6 B ， infB<x 

< supB. 不妨设了 。 = inM.x, — sup^4,x 2 = infB,jr 3 = supB , 则由 
V ^ 6 A,h e B,\a-b\ <e , 可得出 

|.r 2 — ,r 0 1 ^ l,r 3 — j < e, 

即 |sup/A — supB I < e，|inM — infB | ^ e t 




第二节 实数的四则运算与实数系的基本性质 


主要内容 

1. 设 a 和6为实数，则存在惟一实数〜使得对于满足 条件： 
a < a < a ' ，/? < 6 〆 的任何有尽小数和 戸，卩 , ，都有 +卢 
<«<«'+#，于是实数《称为实数《与实数6的和，记作<2 + 6. 

实数 a 与实数6的差定义为 a 与 一 6之和，即 = a + 
(- 6 ). 

2. 设 a ，6 为非负实数，则存在唯一实数 I ；,使得对于满足条 
件的任何有尽小数和 
都有句3<7；<«'#，于是实数^称为非负实数^与实数6的乘积， 
记作 

任意实数 a 与实数6的乘积 

, I kl i ^ l , 如果同号， 

ab = { 

1- \ a \\ b \, 如果 aj 异号. 

3. 实数集 R 是域.在实数集上定义了加法与乘法，且 满足： 

(1) 加法交换律 V x^y G R,x + ：y = ：y + x . 

(2) 加法结合律 V € R，（x + 30 + z = + ( jy +2). 

(3) 存在零元素0,使 x + 0 = 工. 

(4) 存在负元素一 X ，使 a : + ( — x ) = 0. 

(5) 乘法交换律 x * y ^ y * x . 

(6) 乘法结合律 Or • _ y ) * z ~ x • {y * z ). 

(7) 存在单位元素 1, 使： r • 1 = a 

(8) 存在逆元素 X — 1 ，使 x • 工- 1 = 1. 

(9) 乘法分配律 x • iy -h z ) ^= x * y -\- x * z . 

• 10 • 





4. 实数域是全序域， 满足： 

(1) 三歧性 V T.y 6 R ，下列三式中有且仅有一式成立: 

( 2 ) 传递性 <b ， b < 

( 3 ) 顺序性 ^ < f) ^ a + c <b + c. 

a 〈 h ， r 〉 0^^ * c <C h * c. 

第三节 不等式 


主要内容 

1. 三角形不等式设为任意实数，则 

| <2 1 — | /^ | ^ 1 “ 丨 < I a | + 1 6 1 ， 

|«| — |/,丨 < |a -6| < |«| + |/^!. 

2. 伯努利 （ Bernoulli ) 不等式 设 x >—1，》6 N + ，《 > 2, 
则 

(1 + jcY ^ 1 + nx. 

3. 柯西 (Cauchy) 不等式 设 A ， … ， Ui ，)’2 ， …，％ 为两 
组实数，则 

t = \ / — 1 1 

4. 平均值不等式设々，々， _•• ， : ^ 为 " 个正实数，则 

V " 《 去(工 1 + 了2 + …+ 工"). 

当且仅当所有 A 都相等时，等号成立 • 

5. 赫尔德 (Holder) 不等式设实数 /> W 满足 + + + = 1 ， 
且〜 A 为非负实数，则 

• 11 • 


时， 2>, a <(2> T (2>)' 

i=1 r = 1 /= 1 

当 a < i 时， 

i=i i=i 

仅 当义与 & 成比例时，等号成立. 

6. 闵可夫斯基 (Minkowski ) 不等式对任意的实数 r 乒0, 
1; a, , bi ^ 0 (/' = 1，2,…，《)，有 

当 r > 1 时， ( 2 (“/ + biY ) r < ( r + ( " » 

1 = 1 /=* 1 I — 1 

当 r < 1 时 ，(念 (… + 从) 7 > ( 芝» 7 + ( 袁；《) ' 

1=1 i J= 1 I s= 1 

仅当 a, •与&成比例时，等号成立. 

方法、技巧与典型例题分析 

在数学分析课程中，不等式是证明许多定理与公式的 工具; 而 
数学分析中的一些定理和公式又可导出许多不等式.不等式表达 
了许多数学分析问题的结果，而不等式的证明又蕴涵着许多数学 
分析的技巧，所以掌握不等式与不等式的应用对学习数学分析是 
十分重要的. 

例1 证明三角形不等式 

|a| — \b\ ^ |a±6| < 丨 + |6|. 

证因为一 |a | ^ ^ ^ |a | , — |6 1 ^ 6 ^ |^|, 

所以 一 （|a| + |6|)=^( a +6)<| a | + |6|, 

即 \a+b\^ \a\ + \b\. 

将式中6改为一 6,上式仍然成立，所以 

|« ~6| < |^| + \b\. 

由于 — 

因此 1“1 < |<2 — b\ -j- |6|=> I — |6| ^ \a — b\. 





将式中 6 改为一 上式仍然成立，所以 

I«I — 1^1 ^ ^ I • 

综上所述，即得三角形不等式 

lal — |厶| < l«a 士 jal + I 心 j ， 

(1) 由于 \a —■ b\ = \b — a \ ^ |6| ― |^| ( |<3 | — |^|) » 

\a b\ — \h a \ ^ \b\ — \a { ^ — {\a \ — | 々|)， 

所以得到绝对值不 等式： 

(a I — |^| ^ |<a 土办 1 < | a | + 

(2) 利用数学归纳法，可以将 k +M < | a | + |6|推广到》个 
实数的情形，即 

\ a x + a 2 + …+ «„ | ^ |«i | + |« 2 1 + …+ 丨 | • 

例2 证明不等式 

|.r + + x 2 + …+ X,, j > \x I — ( I + 丨工 2 1 + ••， + I 工 B I ). 

证 因为，由三角形不等式，有 

\x + ( x t + x 2 + …+ x „) I > | x | — lx ! + jt 2 + .*• + JT „ 11 

又 Ia + x 2 + … + I < \ jo x 丨 + U 2 1 + … + Ix „ I , 

所以 IA + 了 2 + …十 I > | o : I — ( Ia I + | j : 2 1 + … + jx H I ). 

例 3 证明伯努利不等式 

(1 + jcY > 1 + m ， 〉_ 1. 

证用数学归纳法.当《 = 1时，上式成立.设对《_1，有 
(1 + x ) n_1 ^ 1 -|- (/I — l)x 成立，则 

(1 + Jr) n = (1 + jt) w_1 (1 + x) > [1 + (« — l)*r](l + *r) 

=1 + (« — l)ar + j : + (« — l ) x 2 > 1 十 ， lz ， 

即对一切自然数〜当 1 时，有 


(1 + j ： r>i + m_ 
例 4 设《€义 证明： 





n ^ 2. 
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证 利用伯努利不等式 a + xr > 1 + m ， 有 


n 


+ 


" -1 


>1 


n 


"— 1， 


+ 


n 


/ i+i 


>1 


w + 1 


n 


因为 


n 


/z + 1 n 2 — n 2 + 1 


n —— 1 


n 


n (/? — 1) n (« — 1) 


>0 w >2 .所以 


1 


n —— 1 


> 


1 + t 


//+! 


例 5 设实数满足 < 1，|6| < 1 •证明 


a b 
l ab 


证若要不等式成立，应有 


< L 


— 1<^4<1， 


1 + cih 


即式 1 — f^b > 0 和 1 + 0应同时成立. 

因为 k 丨<1，|6| < 1， 所以以 < 1$1 +以>0,将上述两式 

化为 


\+ab — a~b = (1— a) (1 — 办 ）> 0 ， 
l+M + “+ 6=(l+ ^)(1 + 厶） > 0 ， 

显然，当|“丨< 1，|6| < 1时，上两式成立，从而所证不等式成立. 

例6证明柯西不等式：设 • r l ，. r 2 ,”.，: c „ ; 3 / i ， 1 > W » 为两组 
实数，则 


n 


2>,) 2 <(2> 2 )( S 4 


证法1用配方法.由 


n 


rt 


n 


( s : 




rt ft 


n 


n 
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• 丨 a _ 








^ 0, 


当 n = 〜时，等号成立 • 

证法 2 用二次三项式的判别式法 • 由于 




/i 


o < E ( 

i - 1 

所以，判别式 




y^jjrj)^ + 2 ( 卜 + y^jyf 


2㈣ ) 2 -(2>mi>)<0. 


从而所证命题 成立. 


例 


设 : Vl ，)〜，_••，）《 是实数> x 2 > …> A > 0.又 

…十工走 < h +…+ A ， 足 ’ = 1 ， 2 ，…，《， 


证明： 



令 X , 


*•* + ^ < yl + yi + •- + yt 

0,以心 一 乘不等式两边可得 


心 一 ^ + + JT 


+工 *) 


^ — 了出 ）（），1 + )，2 + …+ : V /.). 


对 ■々作 1到《的和，得 


2 x * ^ 2 ： 


r k yt ^ 


两边平方，利用柯西不等式结论，得 


n 


S ^) 2 ^ ( 2 x ^) 2 < ( 2 ^) ( S ) 旬 


k 


k^i 


k 


XT A ^ 


yi 


k 


例 8 证明平均值不等 式:设 而，^，…， a 为”个正实数，则 


. w "; <-(^ 


Jr 2 + 




证 当〃 =1，2时，不等式显然成立. 
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暑 


參 


设对任意〃 一1 个正实数，命题成立. 

对《个正实数情形，我们重新排列它们，使 A 为其中最大的一 
个，则有 


x n ^ A 


n 




1 


(x x + x 2 + 


• « • 



- 1 ) 


1 ' 


XiX 2 ***X n ^ Xm 


于是 


卜 1 一 

h x 2 + … + x " 、 


~ (?2 — l)A - 

h 


« J 


- n . 


n 


I T — A » 

=d + -~~ - = A fl + W 1 
w，+ nA rI ~ l [ 5 — 1 = A”- 1 ; 


JOn — A 

n 


― ^ # « # 


即 


V 平 2 … 工 " < +々 + •••+ x n ). 


当且仅当所有的 A 都相等时，等号成立. 
例9 利用平均值不等式证明 


t 1 \« 

1 + - 
n 




< 1 


« + 1 


打=1，2， 


* * • 


证令平均值不等式 


中 A 


"+ 1 



+ i ； 

V 工 

JC n JC 1 

= x 2 = .彳 

_ _ 

■ ■ ■_■■ * / ■■ ■■ 

^ n 

/ j 

n 

1+- 

• 1 < - 


" + 1 


(^*1 + x 2 + …+ + :r 


l 


1 + 7, 


，则上式成为 


n 


n 



«|1 + T 1+1 


1 + 


n 



r 


两边〃 + i 次方，即得 


1 + 


n 


n 


< 


1 


w + 1 


«+i 


例 10 设々，々，…， a 是正数，且 《 > 1 ，证 明: 


n j 

V 


X 








.r, + ^ + 


• • _ I - - 

JT 
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证 在平均值不等式中，令 A = +，得 



即为所证（只需将 G 改写为X,). 


例11 证明赫尔德不 等式： 设实数/满足 j +丄=1，且 

P q 

为非负实数，则 
当户 > 1 时，$>々 < ( 

|=1 i=i i=i 

当/> < 1 时，; i>A > (S>r) 含( 2付 )（ 

1=1 i= 1 i= 1 

仅当 a. 与6,成比例时，等号成立. 

证 利用下列不等 式：对 00,有 

f — otf + of — 1>0 0>1或“<0)， ① 

t a — at a — 1^0 (0 <C ^ <C 1). ② 

当 r = 1时等号成立（利用函数单调性与极值证). 


在式①，式②*，令一 7 ，i -« =含，并以，代替，，得 


、 I 工 

>77 



f y 


^ 1一 i x 



2 

q 


即 


I i a b 

+ P>1, 

P q 

II a b 

^ p y q > — H - , p <1. 

P q 


③ 


④ 
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在式③中，令 


af/A, 


bl/B, 


n 


其中 A = Yj u ^ B = H 时，则当 A > 1 时，有 


aj?i 〆 a? M 

p [ 十 ㉛ ， 


1 ， 2 ，…，《, 


n 


n 


于是 YM < 


2^ 

1 

pA 


p 




qB 


= A l/p B l/q \ — + — 

P 9 

类似可证 / ><1 时的不等式 . 




例 12 证明闵可夫斯基不等 式:对 任意的 r 关 0,1 及 … ， b) 
0(/. = 1 ， 2 ,… ，”） ，有 


« 


当 r > 1 时， （ ( 〜+ ^y) Vr ^ 



n 


当 r<l 时，(乏>,+从广 >(E“: 

I /-I 

当且仅当〜与成比例时，等号成立 . 

证 当 r > 1 时，令 /, = «, + 匕,有 


( 1 >广， 
/ = 1 

( 1 >广 


n 


NT 


r » ，+ 

2 (“' + b- t Y = 2 (。, + & 广七 " + 乂 ) 


r« tm 

厂 1 + 2 bitr 1 . 


i’= 1 


又令户 


二1’则7 + 7 


，应用赫尔德不等式，得 


2 “（ 2 >吖 (2 

/=1 t— 1 /=1 

= [(so 


"―1 


( 5 >广(》::厂 
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73 


不等式两边同 乘（ 


1 / 厂 一 1 


(>0)，得 






(2>广. 


/-I 


类似可证 r <1吋的不等式 • 

例 13( 加权平均值不等式）设…， 心为” 个正数 


n 


〜，…，〜为满足=1的正数，贝 1 J 有 


n 


ri， < 

j =1 1 

当且仅当 a 都相等时，等号成立 • 

证 用数学归纳法 • 当 ” = 2 时，对:^ > 0,x 2 > 0 及 0<a 


< 1，以 


1 代人例11之式②，得 


— | —— a : - Ha— 1<0, 

JTo X 9 


即 


ct 1 — 


^ ax l + (1 — 


故，当《 = 2时，不等式成立 • 

设对 w — 1，不等式成立. 

设对《个正整数 A ，: r 2 , …， x „， 正数〜，％ ，_••，〜 满足 y〆 


.又令 


工 * ， a ~ a i 1 


1,2，…， h — 2 




打 ―1 n — 1 


， 1 


— 1 



n — 1 


则 


3 V > > 0 且 2^* 


故 r _ 


« 一 1 


«—1 


Ybf< Sm 


i 


r* 4 , 

2 ° iXi + (〜-l + a ^ jr l^\ ?n ~ l 


a * p 

r m tt 一 J 

乂 /I 


<2> 


jr t 
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即对 〃，不 等式也成立.所以，加权平均值不等式成立. 


例 14 证 明：若 . r t ，. r 2 , …，均为正数，且…= 1，则 

+ X 」 + …+ jt„ ^ n. 

当且仅当 x , 均等于1时，等号成立. 

证用数学归纳法.对《 = 1，命题自然成立.设对《 _ 1，命 
题成立. 

对《的情形.设…: r „ = 1，且 x , 不全相同.重新排列诸 X /， 
使 工1 > 1< 1•记 x x x ti = h ， 则由 ax 2 …= 1和归纳法假 

设知 : Vi + 了 1 + 了 2 + …+ A- 1 ^ n — I . 因此 

了1 + 工2 + …+ A 

= ()1 + 工1 + 工2 + …+ 尤,,-1) + X ! + X n — X x X n 
^ 4" — X x X n — 1 

=« + ( X " — 1)(1 — 々 ）>«• 

可见，对 W 的情形，命题也成立. 

例 15( 契比雪夫不等式）设 A >心 > … >6 2 > … 

> b n M 

i = 1 / = 1 * = 1 

当且仅当 a , 都相等或6,都相等时，等号成立. 

证 因为 

” tt ft n n 

- 2 … = 22 地 — “a) 

i ii ii 

”” ^ n n 

= (“A — a A) = + ~ a ^i ~ “A) 

ii ^ i t 

- n >t 

= — — bj) > 0* 

4 i i 
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第四节数列极限与收敛数列的性质 


主要内容 

1. 从自然数集 N 到 R 的一个映射 &N — R , 称为实数数列, 
可以记作 

{ j ： B } : ••- yX ni 

或称为整标函数 fin). 

2. 对数列 UJ ， 若存在 M 6 R ， 使得 V 则称数 

列有上界， M 是它的一个 上界; 若存在 W e R , 使得 V W e N , 

，则称数列 { x „} 有 T 界， m 是它的一个下界. 

若数列有上界也有下界，则称数列 { xj 有界. 

3. 设 U ,,} 是一个数列， a 是一个确定的数.若 V e <0, 3自然 
数 iV ， 使当 《> W 时，都有 

\oc„ — a \ < e, 

则称数列 ( A } 收敛于 a . 称 a 为数列的极限，记作 

lirnj：,, = a. 

ft-*oo 

4. 若数列 { ： r„} 收敛，且以零为极限，则称为无穷小数列. 
数列 U ,,} 收敛于 a 的充要条 件是： — d 是无穷小数列. 

5. 收敛数列有如下重要 性质： 

d 

(1) 惟一性若数列 { x ,,} 有极限，则极限值是惟一的. 

(2) 有界性若数列收敛，则{心}为有界数列. 

(3) 保号性若数列 Cr ,,} 收敛，且 linn ,, = a > 0( 或 <3 < 0) , 

，|—► oo 

则对任一满足不等式 a >“' > 0( 或 o> V > “) 的V ，3自然数 
W ， 使当” > AT 时 ， Y > 0( 或 A < a ' < 0). 
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(4) 不等式性 若数列和 ou 都收敛，且3某自然数 
入「。，当》> N 。 时，有 X ,, < >， 则有 

lim.r w ^ limjy,” 

-+ L'C /»—►c-o 

(5) 迫敛性设数列 {. r ,,} 与 {_ y „} 收敛于同一极限 a ，若3某 

自然数队 ， 当，， > V 。时，有 a,, < <久，则对数列 ， 有 

limc fl = 

rt-^oo 

6. 数列极限的四则运算法则 若 UJ ，{ 3 U 是收敛数列，且 

limx„ = a , lim3 ; „ = 办，贝 1 j 

rt — ►oo /i—►oo 

(1) 数列 { 工《 ± 3\ 丨也收敛，且 lim(x w 士 3O = a 士 6 •即 

N — CO 

liTnCr fl 士 y n ) = lim^ ± lim),” 

#1-^00 尨 ― ►OO ” 一 ►OQ 

(2) 数列 • 3U 也收敛，且 limCA * )，J = 政即 

"― oo 

lim(x„ m y fl ) = lim^ • lim),, 

rt—►oo «—«—^00 

(3) 若％ # 0, 且 lim^ 0, 则数列{士 } 也收敛，且 lim 士 = 

\ yn } M-^OO y n 

f 即 



疑难解析 


L 如何理解数列极限的定义？ 

答数列极限的 e - JV 定义反映了数列 u n } 的数值 A 与数 A 
的下标《之间的变化关系.读者应理解以下 几点： 

(1) e 的任意性 e 是用来衡量与常数《的接近程度的，若 
U >以 a 为极限，则应该有 | .1： «丨 — 0 . 因此， e 是可以任意选定 
的无论多小的正数.选定 e 反映了我们对 A 与 a 接近程度的要求， 
当然， e 越小越好.另一方面，要求一旦提出，是不可更改的，所以 e 
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又是取定的，可以根据 e 求出相应的 A 「. 

(2) W 的对应性 N 的大小由 e 确定，故通常记作八「反 
映了要使 U ,, — W e 时〃的取值大小.所以 V 有最小值，没有最 
大值，从而可以有很多值.在实际问题中，只要能证明 N 存在就 
行，不一定要求出以，更不一定要求出最小的通常，由 

< N(e) ，从而知 N 是对应于 e 的，但不要认为是 e 的函数. 

(3) 几何意义定义中“当〃 > N 时，都有 \x„ — a \ < e ”反 

映这样一个几何事实 ：在数 轴上，凡下标 W 的点: r „， 都落在点 

a 的£邻域内，而在此邻域外，至多有数列 U „} 的八飞 有限） 个点 
(项) . 

2. 证明数列极限时怎样确定 7 V T ? 

答此时只要证明 V 存在，而不要求求得的是最小 iV ， 所以， 
只需将 l ^— a | 变形，通常用加强不等式“放大”，从 | x „- a | 中分 
离出 ” ，然后由 k „ - < e 确定 iV . 

例如，证明 ：lim YV = 1,其中 a > l . 

— ►oo 

令 a l/H _ 1 = «，则 tt >0, 依伯努利不等式，有 

a = (1 + ^ 1 + ;?a = 1 + n (a l/ft — 1) , 

即 ，一1 < 

n 

要丨 II = h 1/w — 1| ，只要 < e . 所以，有 

[^^"1，则当">^时，就有 

L t J n 

— 11 < e. 

方法、技巧与典型例题分析 


一、 关于数列极限的概念 

利用这部分例题加深对极限概念的理解，运用数列极限的 



e - N 定义来讨论问题、分析问题，并作出结论 - 

例1 求数列{^} = 的最 大项. 

解 利用 U,,} 的通项公式，对前后项的比进行分析.因为 

x„ _ 2 ff _i _ n z 

工 , ，一 1 2 n in — l) 2 2(n — l) 2 ’ 

若单调增加，则 i > 1 ， 故有 

~-~~> 1=»« 2 > tin — \) 2 =>n 2 — + 4 < 2 1 

2 (« — 1 ) 

即 (« — 2) 2 〈 ^ 3* 

若 A 单调减少，则< 1，故有 

工 《_1 

2’二 i)2 < 1=^” 2 < 2(« — 1) 2 => m 2 — 4« + 4 > 2， 

即 in — 2) 2 > 2=>« ^ 4. 

综上可知，数列当《 < 3时单调增加，4时单调减少, 
在》= 3时取得最大值. 

故最大项为^3^3 = |? ~ y- 

例2 设X" = ，求 linuv 又求出 iV ，使当” W 日寸 

/2 

A 与其极限之差的绝对值小于 e> 0;当 e = 10~ 3 时，求出相应的 
N . 

解 由于 cos(/m/2) 是有限数，而” — oo, 所以 li mj ：„ = 0.证 
明 如下： 

因为 一 0丨=士 "cosy <+，所以 V £>0,要使士 <e, 

P 、 需 •故 N = [+]. 

当 10_ 3 时， [ y ]= 10 3 .即 V € = 10_ 3 ，当《：>10 3 时， 
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就有 - 0| < 10- 3 . 

例 3 证明： 若数列收敛，则它的任何子数列 G = 
1,2,…）也收敛，且有同一极限. 

证设= a ，则依极限定义 ，V £> 0,3 时， 

rt - P " oo 

就有 [ x n - « I < e . 因为是 { x „} 的子数列，所以〜> 々，故当 
是> A / ■时，必有 《* > 6〉 iV ， 也有 | 、— a | < e .即 

limx „ = a — 

H —#-00 ff—»OC 

例 4 证明 lim 告 = OAim ^ = 0 ,lim ^ = 0. 

证由二项式展开定理，有 


a + ir = 1 + n + —(« - 1 ) 



35 


(” _ 1)(^ — 2) 


+ ^7(” _ 1)(” — 2 )in — 3) + …+ 1. 

根据极限式分子中”的次数，适当放大 一 01，证得与 e 相应的 
N 存在.即证明了极限. 


因为要 S — 0 


< 




— 1)/2! n — 1 


< e ， 只要 


N> 1 + 「香 1 所以 lhn; = 0 _ 

_ ^ J «^*00 Q 


类似地，使 


< 


6/2 


«(« — 1)(« — 2)/3! (« — l)(n — 2) 


< e ， 


< 


一 1)(” 一 2 )(，i — 3)/4 ! 


_ 2An 2 

(w — 1)(« — 2) in 


3) 


<e 


的 W 均存在，所以 Um $ 

rt-^oo q 

这里，利用了不等式 


0 ，lim 


3 




〉 ”(”一1) ，2^ > 一 1)(» — 2) 


2 n > 


w(w — 1)(" — 2) 一 3) 


攀 





利用不等式放大|心 一 a 丨来证明 UmA =〜是证数列极限与 


n m 


函数极限的常用方法，读者应努力掌握，学会使用•如 


证 lim — ^ = 0 ,可利用”！ =1 • > n • 

rt-*oo tl J 

证 lim 士 7 = 0 (< 2 〉 1 )，可令“ =1 + h (九〉 0 )，利用 

fJ-^OO d 

a ” = (1 + A )" = 1 + 办 + … + c * rt + W+i + … + 

> c * +1 A * +1 . 

例 5 设对于数列 {〜} ，有 limx 2 „ = a ， lim^^x = < 2 ,证明 


Hmjr w = a t 


n_ 


证 由 lim 工 2 „ = “，知\/ e > 0,3 

ft—OQ 

\^ 2 n — a \ < e ; 同样，由 = 知 V 0,3 A ^€ N ，使当 

rt—^oo 

” > iV 2 时 ， \jC 2 n-\ — “ I < €• 

取 TV = max { A^，Ay , 则当 „ > W 时，上述两不等式均成立， 
即 \ jr n -a \ < e . 所以 

lirnx „ = a # 


例 6 已知 limx „ = a ， 证明 


lim ^ 


x z + + x n 


a. 


证依极限定义 V e >0,3 况 6N ， 使当”>%时，有 


\ x n — a \ < —. 于是，当 n > N x 时，有 


^1 + x 2 



• • • 


+ JOn 


工1 +工2 + … +工 《 — 


\ x x — a \ + 1^2 ~ ^1 



+ l^jv _ a 



x " i+1 — a| + | 工 '+ 2 — a 丨 + 



x x — a I + \ x 2 — a 


• • • 


+ 




由于 |工1 — “ I + 1^2 — ^ I + … + — ^ I = C 为 一常数，故 


lim — 

H—► OO ft 


于是， v e>o,3 M e n ， 当”>%时，有 


|xj — a I + \x 2 — a \ + … + \x^/ i — a I e 

- 〈 

n 2 

所以，取 iV = max{M} ，则当 《 > iV 时，有 

I ^1 + ^2 + "• + X n I 


c . n — N x e e e 

〈”十 fl 十 2 — C 


即证得 


lim 5 十 ，+ ...+ 工 ” =^ 


类似 可证 : 


(1) 若 lim; =+ oo, 贝 Ijlim 


工 1 + 工 2 + … + A 


+ 


(2) 若 limXrt = a ，则 lim 


XiX 2 t ** X n 


limx, 


It—►oo 


(3) 若 lim ^ 存在 ，且心 >0, 则 lim /7 n = lim ^±1 


»' 


n- 


n 


例 7( 斯笃兹 （ O.Stok) 定理） 证明： 若存在 ：（ l) %+i > % 


(2) lim jy fl = + oo, （ 3) lim 


工 rt+l 工 n 

^n+i — y n 


，则 


证 （ 1) 设 lim 


lim— 

oo y n 

工 《+1 


lim 


工 ; i + l 工 n 

yn+i — y n 


n 


y »+\ ~ y n 


沒（有限数），则 V 6>0 ，当 /2>" 


时，有 a — e 〈 


工 w+l 


% + 1 _ yn 


n -<a + e . 于是，得到一组不等式 


( 办 +1 — 3 ^)(。 一 e) 〈 — x N <i (yN+i — : V")(a + e )， 

( 外 +2 — 外 +iKa —e) <x N+z — xv+i <(^+2 — y^+i)(a +e )， 


(: V« — y n ^0<,a 一 e) < a — x^ x < (y n — y^Oia + e). 
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将不等式组中各不等式对应部分相加，得 

(y rt — — e) < < (y n — + £ ) > 

即 f 1 - (a - e) < ^ - ^ < (1 - ^) (a + £). 

yn I yn yn yn j 

对取定的 e 及相应的 n， 当 w — oo 时，％ -►+ oo, 故 


u — € lim - ^ <2 £. 

oo y n 

由 e 的任意性，得 


X 


n 


lim 

y » 


a 


lim ^ 


X 


n 


tv 


y^x — yn 


(2) 设 lim 


工 《+l 


FI- 


氕 +1 


A 



.则 V A / G R ， 当 ” > iV 时， 


x n 


工 " 一 i 


% 


yn-l 


> M . 故依题 （1) ，得一不等式组，经相同步骤后可得 


-- > M^x n — x N > M(y n — y N ). 

y n — yN 

移项并除以％,得 

l y n f y n 

取 ” 4 °°，则 : Vn — oo , 得 lim — ^ Af . 

» 一 °° yn 

由 M 的任意性，得 

lim 5 =+ oo = lim X " +1 ~ 
fi-^oo y n it^oo y H ^\ 一 y H 

类似可证 Um 三叶 1 — =- oo 的情形. 

”一 ％+1 — % 

铡 8 讨论极限 

lim ^ 期”觸 + + *** + d\n + 

一 00 + 心一 〆- 1 + …+ 60 + 6 0 ’ 

其中尹 0 . 

解若 m =将分子、分母同除以 x 1 •，得 
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lim 

►CO 


a m + a m ^n~ x + + a x n x ~ m + a 0 n^ m 

b k + b k ^n~ l H - h + b 0 n Zm 


分子、分母除第一项外，其它项的极限均为零•故 


y a m n m + *- + a\n + a 0 _ 

b k n k 4* + bin +6 。 b k 、 b m j 


若爪 > 々，将分子、分母同除以/，得 

1 . a m n m ~ k + a m - l n m ~ 1 ~ k + + a x n l ~ k + a 0 n^ k 

"—Co b k + 乂一 … -1 + …+ 6〆-* + b 0 n~^ k ’ 

v 

分子从第川一々+ 1项后均为零，而前川一々项极限是 oo ; 分母极 
限为故 


lim 


a m n m + a m - x n m ^ 1 + + <3^2 + a 


0 


bk ^ i k + + …+ bin + 


若饥将分子、分母同除以/，得 


lim 


a m n 


+ a m -\n n ^ x ~ k + *** + a x n x ~ k + a 0 n 


1- 


bk + + 


» 鲁 « 


b x n l ^ k + b 0 n 


k 


所以，分子极限为零，分母极限为常数，故 


H m amn，H ^ + + a\n + 

#i—oo 6〆!* + 心 ― 1 + … -f- b x n + 6 。 

综上所述，可得 



* 


+ *** + a\n H ~ a 0 
bk ^\ tt k 1 + … b\n - j - d 0 



m = k ， 

?n k j 
m <C k % 


例6、例 7 和例 8 是后面我们计算数列极限的常用方法和依 
据，请读者把它弄懂记熟. 


二、数列极限的求解 

到目前为止，我们已经掌握了一些计算数列极限的方法与结 
论.下面我们来实践和熟悉这些方法与结论. 

1. 利用极限定义求极限 

利用极限定义计算极限的关键是 :将通 项化为一常数与一含 
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n 的无穷小之和，从而得到 — a \ < e ， 并依此求得对应的 TV . 
例 9 求数列 {#} 的极限. 

解令 * r ，, = tit ，因为当《> 1时，> 1，所以 x „ = 1 + 

a " ( > 0 ) ，于是 


” = (1 + a"r > i 一 1)0 — DaU 


即 


0 < ^ < 


打 — 1 


0 < A < 


n — 1 ' 


故 


1 < A = 1 + \ < 1 + 


n — V 


显然 { O 收敛 于零. 因为 V e > 0,3 W = 1 + ^，就有 


n — 1 


— 0 < e •所以，由迫敛性得 lim W 


例 10 设 a 6 R ， k | > 1，求 lim 4. 

rt-^oo d 

解 时，有 


< 


要使 


只需 


M 71 = L 1 + ( k | - 1)， 

nXn — l )(| a | — 1) 2 /2 (由二 项展幵式得) 

_ 2 _ 

(« — 1 ) ( |<2 | — I ) 2 * 

_? _ <£ 

Ol — 1) ( 1^2 | 一 I) 2 ， 

~、 2 … 


n > 


^(\ a \ - 1) 



即若取 AT = — ^^ 1)2 + 2,则当„ > AT 时，就有 


^ <_2_ 〆 

“ 1 Ol — 1 ) ( |<2 | — 1)2 e ’ 


所以!兰= 0 ,数列{会 } ，1“ I > l，a 6 K 是无穷小序列. 
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2. 利用各种运算法则和技巧求极限 

当数列的形式较复杂时，我们可以将其分解后利用四则运算 
法则计算数列极限.同时，问题往往不是孤立的，一个数列极限的 
计算可能要使用几种方法.所以读者在学习时要培养综合运用能 
力，不要将知识割裂得太碎. 

例11若数列 U „} 与{% } 都发散,它们的和数列+ 30是 
否一定发散？ 


解不 一 定.如数.列丨（_ 1)" +含 } 与丨（ 一 l .)” +1 + ~ } 
Q 为常数）都是发散的，但其和数列 


(-ir + — 

n 


+ f (- 1产 
\ 




却是收敛数列， 


例 12 若 limu \ = 0,是否一定有 limjr ,, = 0, limjy « = 0? 

it—<x> F|-*-00 

解 不一定•如 sr tl = 1 + (- l )\ y n = 1-(- 1)%有 
limx ;I 3 ; „ ~ H m {[l + ( — 1)”][1 _ (一 1”]} 

n ^ oo 

= lim[l — ( — 1产]= 0， 

打 —co 

但 limj ：„ 与 limjy „ 均不存在. 

/l-^oc H-^CO 

类似的命题很多，希望读者能认真辨析，并记住一些必要的例 
子（或学会构造一些例子）来说明问题. 


例13 求 lim 


I 2 + 2 



• 參 • 


+ w 2 


n 


3 


1 


2 


解因为 


用例8的结果，得 


2 2 + 


攀 ■ _ 


n 


2 


n (« + 1 ) (2« 


n 


6n 


3 


D ， 所以，利 


lim i Lt - 22 + …+ 沪 = 

" — CO 



3 . 


例 14 求 lim(l + “ + …+ a f, ) (0 < a < 1). 

«一 

解利用等比数列和的公式，得 
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lim(l + a + … + a ,! ) = lim 


n + l 


lim 


lim 


ji+i 


1 — a nA 
l — a 


1 — a 


rt-^co 1 — a oo 1 — a 1 — a 

例 15 求下列 极限： 

(1) Iim(l + a)(l + a 2 ) … （1 +“ 2 ") ( \a I <1); 


(2) lim 1 


1 — 


故 


(3) lim 1 H ™ ~ 

n-^oo 4 

解 （1) 因为 


1 + 


¥ 



2 2 十 


(1 + <3)(1 + ^ 2 ) *** (1 + a 2 ) 


1 — <3 2 1 — a 4 1 + a 2 ' 
1 — o. 1 — a 1 i _ a 


2 «+i 


1 + ^ +1 

l-a J 


lim(l H ~ < 2)(1 + a 2 )."(l + a 2 ) 


(2) 因为 


1 — 


I 

1 


1 - 


i _ _ 

丄 2 

n 乙 


1 + 去 1 _ 去 1 + 


擊♦聋 




1 + 


衫+ 1 



故 


lim 1 — 


1 - 


_ 丄1 

— W 


In 




(3) 因为 





1 + 


1 + 1/2 


T 1 + ? 


1 + 


令 a 


，利用题 (1) 的结果，得 


lim 1 



1 + XT 


1 + 



= = 1 - 1/2 — 3. 

例 16 求下列极限： 

「 I 2 2 2 (n — 1) 2 1 

(1) lim \ + 士 + … + 、 —; 

n—^OO _ PI ti H *■ 

n 「 I 2 丄丄 i (a —1) 2 1 

(2) lim 7 7 + … + ^; 

►oo L ’‘ -J 


(3) lim( j + 备 

rt-»co \ Ct u 

解 （1) 因为 



• 9 _ 




In — 1 


1 + 2 2 + … + (” 一 l ) 2 = 7(” — 1)打（2” 一 1)， 


所以，如同例13,有 


lim 




• V • 


+ 


(« — I ) 2 


lim 


(n — l)n(2n — 1) 


6/2 


(2) 设 


I 2 + 2 2 + …+ ^， 


有 


45, = 2 2 + 4 2 + …+ (2») 2 

S 2n = I 2 + 2 2 + …+ (2/0 2 


则 

故 lim 


S Zft — 45„ 
I 2 t 3 2 t 




I 2 十3 2 + 






+ 


(2n — 1) 


+ (2« - I ) 2 ， 

— \[ m ~ 4兄 I 


lim — [2/1 (2« + l)(4w + 1) — An in + 1)(2" + 1)] 

n—^oo /? 


(3) 设 


有 

则 


Y + 尹 + …+ 

2S„ = 1 + 喜 + • + •" + 


2/1-1 
~~ T ~ ’ 
2n — 1 


25„ — S , 




1 + + 


十 


In 


2 n _ 3 


2/1 — 


2 於一 1 


1 


所以 lim 




— + 
r\ I 


9 


* * ■ 


+ 


2” 一 1 


lim 


/J-* cc 


3 


2" 

2^ — 1 


—1 


lim 


3 - 


2^ + 3 


， T 


3. 


例 17 求下列 极限: 


(1) lim ( v ^~ • … tfz )； 


fr-^co 


(2) lim 


* 


3 … （ 2h — 1) 


2 • 4 … （2/0 


解 （1) 


lim ( v2 • 2 2 ) 


lim 2 




lim 2 l 


- 1 / 2 " 


1、 


/I- 


(2) 利用几何平均值小于算术平均值性质（第三节平均值不 
等式），得 


2 


1 + 3 


> 71*3, 4 > 


3 + 5 


> V 3 - 5 


2” 


(2« — 1 ) + (2w + 1 ) 


〉 (2n — 1 ) (2/i + 1) , 


0 <C x tl 


• 3 … (2n — 1) 


< 


2 • 4 … （2”） 

1 • 3… （2 w — 1 ) 


/l • 3 • • 5 … — 1)(2" + 1) 


^2 n + 1 


因为 lim 




"如 ^2 n + 1 


0,所以，依迫敛性，得 


lim 




鲁 


一 1) 


2 




2n 


0. 


\hi 


例 18 求:⑴ ■二 J+L lim 心 

(3) lirn(sin +~T — sin ，「 )• 



n 


1 


co 


參 


解 （1) 分子、分母同除式中最大项6" +1 ，得 
34 • 



lim 


— 4)" + 6" 


5， ,+1 + 6” 


+ i 


lim 


►oo 


(- 4/6r • 1/6 + 1/6 1 


5/6) n+1 + 


(2) 因为分子、分母中”的最高幂次均为去，由例 8 的结论，得 


lim 



n 


n 


n 


V n \ 


1. 


(3) 用有理化方法，得 


lim (sin n 1 — sin vn 


lim 2 cos 


Vn 


+ 


^-sin 二 


n 


因为 


+ 1 + ， 

/ n 

cos 2 



< 1 ，而 


lim 


vn 


1 — 


n 布理化 




2 


lim 


2( /n + 1 


0, 



n 


所以 

故 


limsin 


yn 1 — Y n 


sinO = 0, 




lim (sin 7 + 1 — sin vn ) 


0 


n- 


三、数列极限的证明 


用迫敛性求数列 Ud 的极限，关键是找出两个有相同极限的 
数列 U ,} 与 {/ U ， 使 {tU < u ,} < { b 丄 一般 U ,} 可利用 U „} 的下 
界确定，取为常数〜而队 } 通过 加强心 得 到匕， 再证明{6„ }-* a . 
例 19 设“ > 0,6> 0, 证明： 


lim a n + b n = max ( a ， 办）. 


因为 


得 


^ [niax Ca \h ) ^ W + b rt 《以 2[max (a ， 6) 上， 

max(^ 9 b) ^ Va fl + b rt ^ \/~2 max(<^ ,6). 


由于 lim ^2 = 1，则依迫敛性，得 




lim a n 'Y b n — max(a f b ). 
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例 20 求 lim 




解 因为 


n 


1 • 2 … 


[f] 


2 J 


2 



1 


n 


为偶数， 


[f]- 






2 


为奇数， 


所以有0< 


Vn \ 



< ，由 



0,依迫敛性，得 


lim 


vn ] 


0. 


例21 证明 ： lim 


1 + v^2~ + …+ 


证用放大法，得 


* 1 < 1 + v2 + …+ yn V 

*4 立邊 一 


而 lim 7 




1( 见例 9) .依迫敛性，有 


lim 


1 + + 


# ■ _ 





h 


此题也可由例6结论直接写出.类似可得 


lim 





1 \/” 2 — 2 


* | • • . ■ ^ I 


vn 



lim 



7t 



2n 



m m m 


+ 



例 22 设 { x ，} 是正实数数列 , lim ; 


O , 

tin 

i 

:>0,证明 


lim yx 


x X 2 '^ X n 


螓 


证 由平均值不等式，有 


X x Xi ^ % X n ^ — (Xi 十 + 





1 1 1 ^ 1 f 1 1 1 I 

2^1 工2 工《 打\工1 ’2 


+ Z ， 


所以 


丄^_ ± _|„…_|—— — 

工 1 X 2 X n 


^ V x x x t *^x n ^ — (x x + 

n 



工 》)‘ 


因为 


5 + G + 


+ 


^im 



+ … + 


1 1 
工 ij 」 


—(A +…+ x „) — a (均依例 6 结论）， 

n 


依迫敛性，得 


lim 


x 1 x 2 ***^ l 


IT 


例23 证明 ： limn(a 


l/n 


1) = lna (a > 0), 


(1) 设 a > l ， 令 A = a 


l/n 


1 ，则 A > o ，且 


\na 


ln(l + 〜）. 于是，有 


n(a l/n — 1) 


lrw 

ln(l + x n ) 




因为 A — 0,依极限定义，当 《 > AT 时 ， o < A < 1. 所以对每一确 
定的〃，3相应的七，使 


T<^<r ^ 


利用不等式 
f 由 1<(1 + 


,7 TT <ln 1 + t <t 


«+i 


< e * e < 1 十 f 两端取对数可证，故 


k ^~2 < ln l 1 + ^ rFTj <ln(1 + Xn)<ln [ 1 ^ ¥„)<¥/ 

逐项相除得 
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A < k tl + 2 
1 < ln(l + a) k n 


l + h 


由々 , oo, 依迫敛性，得 


Umn (a 


\in 


1) = \ na . 


(2) 设 0 <a < 1，则丄 > 1，依题 （1) 得 


lAi 


limn 


- 1 


而 Um/i 


\in 


\!n 


- 1 


lim — 

/i—oo \ d 

lim — 


In — 专 

a 


n 1 —— 


— \/n 


\h 


n (a 


Un 


1) 


lim/K， - 1) (lim =\). 


rt 1 


In 


lna 


所以 lim/; (a 


\/n 


1) = lna 也成立 • 


(3) “ = 1 时， lim ”( a 1/rt _ 1) 显然成立. 

四、应用斯笃兹定理求数列极限 

斯笃兹定理的证明见例 7. 斯笃兹定理实质上是已知数列 
与正无穷大数列 bU 的各自相邻两项增长率之比的极限，来 


求^的极限.因此利用斯笃兹定理求极限的关键是，将所给数列 


% 


0 C tl 


1 


化为符合定理条件的2形式，再求出 lim ^- 

y ^\ — y » 


例24 证 明：若 />为自然数，则 


(1) lim 


(2) lim 


1 户 + ~h •*• + h 


产 +i 


9 

1’ 


1 户 + 2 夕 +…+，〆 




(3) lim 


P + 1 

+ ( 2« _ Dp 


/>+1 


2P 

/> + 1’ 


证 （1) 令 = ]/ + 2’ + …+ n p ^ y tl = n 


产 +i 


，故 
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- 1) 户 


%+1 — % Oi + 1 )户 


户 (p + 1)，〆 + 


(1 + l/ny ^ 1 

/ > + l+o(l/") / > + 1* 


依斯笃兹定理，得 




+ H 


户 +1 



题（2)、题 （3) 可用类似方法证明，请读者一试 • 

例25 设屮 > 0,^ rt+1 = a n + l/〜，n = 1，2, …‘ 证明： 

lim 0,1 = 1* 

V2n 


证 — a 2 rt , y„ = 2 



.若 lim 岩 

n-*oo 4^/i 


则 lim 


a n 


n-^co 


/in 


1 .对 A ，％ 应用斯笃兹定理，得 


了 "+ 1 


心1 


y fi +i — y n 2(/j + 1) — 2n 


7( 心1 


al ) 


W + 



2-al 


A fy J- 

-- - f I I 

2 al 


因为 lim &= + oo ( 事实上，如果 lim 〜=“为有限数，则依 a 


«+1 


n -*■ 


A + 丄有 a = a + 丄，而这是不可能的），所以 


lim^i 

rt-*oo y n ^l 


y fi 


lim t 


故 


例 26 


1 

am ——： 
v 2 n 

设 a 为任意实数，求 


lim 




a+i + y+l + … + ; 广 +1 

«( r —+ 2 A + … + " a ) • 


解将原式分解，得 


r + l + 严 + …+ 
: "(1* + 2 a + 


rt -► 
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lim r 

ii—oo 峰 


0+1 



2 朴 1 + … + n Q+l / r + 2" + …+ Vi 


n 


«+2 


n 


*+i 


利用例 24(1) 的结论（由斯笃兹定理证得）即得 


原式 


1 / 1 _ a + 1 

a + 2/ a + 1 一 a 2* 


n 


例 27 设 & = 2]ln(r;)/w 2 , 求 lim*S„. 


0 


n- 


解 因为 n 2 —+ 00 , 应用斯笃兹公式，有 


«+1 


lim5 


n 


^]ln(r* +1 ) — ^ln(c^) 
lim ^ 


ft' 


n- 


(n + l) 2 — n 


2 ln ^+iA*) +ln(c:ti) 

lim ^_ _ __ 

2w +1 


n 


2> 


w +1 


«**«» 


lim 

W-*co 




n —是 + 1 


2n +1 


(n 


n+l 


lim 


+ l)ln(n + 1) — 是 


再次应用斯笃兹定理，有 


2n + 1 


lim5„ = lim - n l)! n ( n + 1) — nlnn — ln(n 

moo »-co (2n + 1) — (2n 一 1) 

= ii m 1 ^ + y^y = 丄 

_ M. 



l) 


例 28 求 lim 


«■ 


1/2* 


2 2 


2 2 - 1 


2 3 - lj 


1/2 


n—2 


〖 2” -1 
1^"- 1 


1/2 


解 设 A 


2 


2 


Ini " 


T ln 


2 


1 / 2 ” 一 1 

f 2 2 1 

1 / 2 * 1 2 rt ~ i 1 


1 2 3 -11 

••• f - 

\2 n -lj 


1/2 


，则 


2 



2 T^ n 2 1 


2 2 


* 1 


2 


1 


+ … + 4ln J 


-1 



2ln 


2 2 


因为 2 


«—i 



2 2 — 1 _ — 2 3 ▲ 
应用斯笃兹定理，得 


+ …+ 2 H ~ z ln 


2 n - 1 
»-i 


2 n - 


liming- = lim - 2 — 1 


T 


一 1 


2 n 


-2 


lim 


it. 


2 - 1/2"" 1 


In 


J f 
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所以 


原式 = limx* = 

n-^co Ct 

五、用其它方法求数列极限 

求证数列极限的方法还很多，下面再举出几个例子，请读者体 
会这些方法. 

例29 若 lima ^ = a^Yimbn — 6, 证明： 

rt—co if-*oo 

lim 土 x ^-i. + ；■ = ab 

it 一 oo ft 

解本题可用变量代换方法求解.因为 

x n = a ^ a Hf % = 6 + /?„, 

MA^n) 是无穷小数列（见本节主要内容 4), 故 



供30设 limx , = a , 求 lim 1+ 仏 + 2 … 

n _oo H-»00 ft 

解令 = a + A ， 則 { ft } «►(). 

+ 2^2 + … + nx 9 
^~ — 

—( a + A) + 2ia + fe) + … + n(g + A) 

n 2 

=+ (+A + 吾爲 + … + ~^)/«. 
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而 







依例6的结论，丨丄 A + +…+ A 1 一 0 •故 


lim 


Xi 


2 jc 


+ nx n 


n 


例 31 求 lim $ 


解 


1 + 2 + 

利用自然数求和公式 


n 

Si 


f 1 十 2 + 


1 + m +1 + 2 + 3 


lim H 

n-^oo 乙 fl 


+々• 



+ 


1 + 2 H~ … "h，2 


1 + 2 T 3 + 3^ + 


1 + 2 


'( l _ _ 

. T 


+ 


+ 1) 

1 I , , 1 1 

— r 十…十- - t 

4 / n « 十 1 


故 


^ rn ， 


lim 2 1 — 


, x ~9 J - XT = lim2 f 1 - xt ! = 2 - 

H^CO 1 + 2 + …十々 /I^OO « 十 1/ 

例 32 证明 ：数列 { sin «} 不存在极限. 

证 用反证法.设 limsin « = a ， limsinO ! + 2) = a ，则 

rt—^oo /(—►co 

lim [ sin (/; + 2) _ sin ； i 3 — lim 2 sinlcos(/z + 1) = 0, 




故 

于是 

即 

从而 


limcosO + 1) — limcos/z 


limsin 2 w = lim 2 sin « cos /! = 0, 


» 


limsinn = limsin 2 n 




lim ( sin 2 /i + cos 2 n ) 


而这是不可能的.所以数列不存在极限. 
其它方法还有很多，不再 一一 列举. 
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第五节 数列极限存在的条件 


主要内容 

1 . 若数列各项满足关系式 

a „ < a„ +l . a „ ^ a n+l ) ^ n = 1,2,***, 

则称数列为递增（或递减)数列，统称单调数列. 

2 . 单调递增数列收敛的充分必要条件是它有上界，单递递减数 
列收敛的充分必要条件是它有下界.即，单调有界数列必有极限. 

3. 柯西收敛定理数列收敛的充分必要条 件是： 对任给 
的 e > 0 , 存在 W 6 N ， 使当时，都有 \ a m — a n \ < e . 

4 . 维尔斯特拉斯 ( Weierstrass ) 聚点定理直线上的有界无 
限点集至少有一个聚点. 

波尔察诺-维尔斯特拉斯致密性定理 有界数列，必有 

收敛子列. 

5. 如果一列闭区间 {[UJ } 满足 条件： 

( 1 ) ， 6 ”+ 1 ] Cl [ fl" ，办"] ’ n — 1，2,…， 

(2) lim (6„ _ < x „) ~ 0 > 

n-*-co 

则称这列闭区间形成一个闭区间套. 

如果 {[ a„ ，乂 ]} 形成一个闭区间套，则存在惟一的实数$属于 
所有闭区间，且 S = Vima n = lim6„ .称此结论为闭区间套定 

fl—OO JI—OO 

理. 

又若 {a „} 收敛于 a， 则其任何子数列{〜 4 }都收敛于同一极限 a. 
常用结果 liml + lj = e . 

n-^co 、 W J 

6 •有限覆盖定理设 5为直线上的一个点集，若 S 中任何一 
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点都含在开区间集 H 中至少一个开区间中，则称 只 为 S 的一个开 

覆盖. 

海涅-波莱尔 ( Heine - Borel ) 有限覆盖定理设 0 , 6 ] 是一个 
闭区间，//为[«，幻的一个开覆盖，则在//必存在有限个开区间， 
它构成 0 /] 上的一个开覆盖. 

疑难解析 


1 . 为什么单调有界是数列收敛的充分条件? 


答单调有界是数列收敛的充分 条件. 因为一个数列若 
满足以下两个条件：（ 1 )有界， （2 ) 单调，则必 收敛； 但若只满 


足其中一个条件，则 { aj 不一定收敛.如 

<^n — (— 1)”，有界但不单调不存在. 

n—oo 

dn — 2〃，单调但无界， lima „ 不存在. 

rt^-OO 

但，若 恤„}收敛，则必有界，却不一定单调.如 
收敛于零，有界但不单调. 


从几何角度看，在数轴上对应单调数列的点〜只能向一个方 
向移动•如果加上有界这个条件，则数列的全部点都落在数轴上某 
区间[— M ， A /] 内，且无限趋向于某一定点也就是 数列恤 趋 
于一个极限，且这极限的绝对值不会超过儿 

2 . 怎样理解柯西收敛定理？ 


答柯西收敛定理的条件反映了这样一个事实 :收敛 数列的 
各项愈到后面，愈是互相接近，因此它们之间差的绝对值可 以小于 
任何预先给定的正数.从几何角度看，数列的项越到后面越是挤在 

一起，因此它们之间的距离趋向于零.因而可以确定数列收敛于某 
一 极限值 A . 


3 . 怎样应用有限覆盖定理证明命题？ 

答有限覆盖定理与其它描述实数系连续性定理的不同在 
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于:有限覆盖定理着眼于区间的整体，而闭区间套定理、确界定理 
等着眼于一点的局部.有限覆盖定理的作用是从覆盖某闭区间 
0,6]的无限个开 E 间中选出有限个也能覆盖闭区间[〜幻的开 
区间，化“无限” 为“ 有 限”. 通过这种方法，将闭区间 [ a ，6] 上每点 
所具有的局部性质转化为整个闭区间上的整体性质.因此当要证 
明闭区间上的整体性质时，可考虑使用有限覆盖 定理; 要证明闭区 
间上某一点的局部性质时，可考虑使用闭区间套定理、致密性定 
理、确界定理等.它们之间又可以相互证明. 

应用有限覆盖定理证明命题的基本步骤 是：由 所要证明的整 
体性质 A ， 在阉区间 6] 上每一点找性质 A *. 然后构造一个开区 

间集 U 使 0,^)(= Oa ,， 且在每个开区间^上性质 A * 都成立. 

i = l 

于是由有限覆盖定理知，存在有限个开区间使 0,6] Clijan 

i=x 

再证明在区间|>，6]上性质 A 成立（见例17、例 18). 

方法、技巧与典型例题分析 

用单调有界来确定极限存在并不要求求出极限，一般只是征 
明极限的存在•这里的技巧在于确定单调性的技巧，可 以由； r„ +1 

一 A 或者与 t 来确定，读者要通过多看例题来掌握，判别有界则 
比较简单，一般可以通过加强不等式得到. 

例 1 设 A-i + —— = 1 ， 2,… • 

乙 \ 工 n — l J 

证明 

n-^oo 

/ /1 2 1 
证 由丨 + 十 > 2 (，> 0)，知 

r — ^3 X n-\ , J - CM 

— o 一7 = 十 7~ ^ v a J « G N. 

L L a/ <2 _ 
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得 


工 "+1 


1 +含 I < 1 今工 


«十1 




故数列 {〜} 单调递减且有下界，极限存在•设 lim 心 = A , 则 


A ^ V ^ o " > 0. 


且 

即 


A 


2 


a 




lirrur ” = 


例 2 设 a 〉 0 ，求极限 lim 




n 


cT 


解设心 = h ， 则 0，《 e N . 当 n 充分大时，有 


a 


n 


1 


< 1. 


于是 


x n 


or ^ or 

—〉 — 
n\ n\ 


a 


n + 1 


X „ +l ， 72 6 N . 


所以 {^*} 有极限 • 记 limx „ = A ， 则由 


x. 


a 




a 


i+l 


n + 1 




n 


w + 1 


= 0 • 乂 = 0 ， 


即 


lim 


cT 


n 


0. 


例 3 利用单调有界性求极限. 


(1) 设 a > 0，％ 


va 9 


cl H - \^a~ 9 


，工 / i+i 
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工”， 求 limx ” 


⑵求 lim ( yy • yy … 2^ Y ). 

解 （1) X „ 单调增加是显然的，现 证明心 有界 . 用归纳法证 
明< a . 


对召= /7，： c 2 = Va + /~a < yv + 1 是显然的. 
设 A < * J~~a + 1，则 

工 《+1 = 4 a Y x n 《 ^[a \- ^Ta + 1 < >/^ + i, 
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故数列 { 单调有界必有极限.设 = A ，由 

x " +1 — v a x^A — \/ a A 

解 一 /\ — “ = 0 得 




即 Hm 打 • yr … vr = 2. 

n-^oo 

例 4 利用单调有界性 证明： 

(1) 若0 < a < 1 ， 且 x ft ^ l = ^(1 — x n ), n — 1，2，“•，则 
lirnna :,, = 1. 

n-^co 

( 2 ) 设乃 = 。 > 0 ，：^ = 且 jr n _ hl = ^ho rt y n , 九 +1 = 

去 O” + 乂)，《 = 1 ， 2,"• ，贝 Ijlimx" = limjy", 

Cd «—►oc «，oo 

证 （1) 因为 

J- M+1 — .r„ = J-„(l ― jr n ) — x„ — — x,^ < 0, 

所以彳 . r „} 单调减少.又由 0 <4 < 1, 由归纳法可证0 <心< 1，从 
而 U ,,} 有下界. 

设 lim.r„ = A ，在 jr„ +l = _r„(l — .r„) 两边取极限，得 

A = A(l — A)^>A — 0, 

即 lim : r „ =儿 

於一 ， co 
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(2) > 0，％ > 0 是显然的•由 


= 



工 H +1 > 


得 


A +1 = 



)Wl = 


^,1 + yn 



< 


% + % 



* 


知 u ,} 单调增加，{%}单调减少，又 

y rt < : y ” ： y « > 工 w > 而， 

所以 { x rt }， {)，„} 有界 • 即 limjr „ = A f \ imy n = B 存在- 

jj-*oo n—►oo 

对 ％ +1 = ^ L ± yi 两边取极限，得 

B 二 \{A + B)-=>A = B . 

Cd 

由以上例题 得知： 

证明数列有界常用下列方法 ： a ) 观察法.从已知条件与通项 
公式 得出； （2) 数学归 纳法； （3) 利用已知命题与公式判断，如 
|sinw 丨 < 1 ，< a 2 H - 6 2 ^ 2 1 a | 1 6 1 等等. 

证明数列单调常用下列方法：（1)观察法，考察通项公式或项 


的结构； （2) 数学归 纳法； （3) 判断 A 的 符号； （4) 考察 
与1的关系. 

例 S 证明 ：数列 Ul + - V ) 单调增加，数列 

U n ) 

((l + 单调减少，两者收敛于同一极限， 

1 n / 1 «+1 

证记心=1 +丄，％= 1 +丄，由平均值不等式 

n \ n 

ya x a z ^-a n ^ 丄 (A + a 2 + …+ “ ， 

n 


知 
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< 


，Kl + 1//Q 4~ 1 
« + 1 


«+1 


Iw + 1 





/ l+l 




1< 


(/z + 1 ) • n/(n + 1 ) 

w + 2 



/i + 2 


% U + 1 / ▲ 、 L « 十 Z 

即 { x „} 单调增加， b ， J 单调减少，且 

1 = 工 1 < a < % < = 4_ 

所以 {〜} ， {%} 单调有界，必定收敛•由％ = ^41 +，知它们 


有相同的极限.即 


«+1 


lim 1 H - 

it-^oo \ 92 


lim 1 — 

M—^OO 


例 6 证明：若 A = 1 + j +…+ 7 — In ”， 则数列 {‘} 收 


敛. 


证由上例知丨 1 十去 r < e < 丨 1 ++厂 +1 ，两边取对数 


得， 


/Iln 1 + ^ <1<(/I + 1)ln 1 + _| 


即有不等式 
则 


— -7— < In 1 -1 - 〈 一 • 

w + 1 \ n J n 

b„ +i — b„ = ― ~~ — ln(n + 1) + lmi 

w 十 1 

= - 4—r — Inf 1 H ——〈 0, 
« + 1 \ n 



~7 T + 


+ — — In, i 
n 


> In — + In — + •**+ In 

丄 c $ 

= \n(n + 1 ) — ln/i 〉 （)• 

即 { 6J 单调减少有下界，所以 0 rt } 收敛 • 


+ 1 


Inn 


lim 1 



+ 


H - Inn 

n 


57721566490 — 


称为欧拉 ( Euler ) 数. 


例 7 求^ ; m + ;m 


+ 


2 n r 
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解将通项表示成欧拉数形式，有 


m 七 



+ 


• * « 


+ 5 



—+ 
n I 


—— 2 -4*- — —* * * -4 -— 

2n 丄卞 2 卞 卞 ” * 


两边取极限，得 


lim 


n + 1 


+ ^ T 2 + 


+ 士 =\im(J? 2 n +ln 2 « 

乙 fi *oo 


h n lnw) — ln2 • 


例 8 利用欧拉数 证明: 


(1) lim 1 — 



—：••• + (— 1)” 


+ i 




ln2; 


(2) lim j — 1 

n—oo ill 7? 


+ … + 


证 （1) 记尤 


1 — — I — - 


1+ Y + 7 + 


+ 


+ (- 1 ) 


丄_ 


n +\ 


•又 



n ——1 n 


lrm ， 


1 + -^ + 



2n 


+ b2w 


将乂 的第汉 项减去 的第々 项，得 


bln — b fl — \ -\- 


+ 丄_上 
2n n 


+ — +丄—丄+ 

! n 1 A A I 


\n2n + Inn 


2n 


所以 


即 


1 - ^ -…+ (— 1/+ 1 - 

I 6 n 

d n 一 In 2. 

limJ rt = lim(ln2 + b 2n — b n ) — ln2, 


ln2 


lim 1 ——- 



-… + ( —! 严引 


ln 2. 


⑵卜 + Y + … + 7 T 


lim j (b n lnw) = 1 (\imb n = r). 

n-^OO ln/2 «-*nn 
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例 9 求下列极限 


(1) lira 1 + ； 


(2) lim 1 



co 


(3) lim 1 H - ; 

—► -O \ /z / 


(4) !L n il 1 + 7 七 


解 


利用极限 lim 1 + — 

#|—►GO 1 fZ 


e 的形式性求解.因为 


1 + T 是底为 1 加无穷小含、指数为同一无穷小的倒数，所以 


将所求极限写成这一形式，即可直接写出极限. 


(1) lim 1 + — 

/j—►oo \ i/( 




lim 1 + 


2« 


e 1/2 . 


(2) lim 1 


lim 1 + 


o 


(3) lim 1 + — 

/j—►co yx 




lim I 1 + 

—►oo L 


1 1 « ― n 

n 


+ oo. 


(4) lim 1 + 


iim 1 


jr _ »±1 

"+ 1 1 


例 10 设 a 


1 + 忐 


+ 


* * • 


9 


，证明收敛. 


证 因为 


k 七 - = 0l + 1)2 + ( „ + 2 ) 2 + •“ + (« + P y 

< nin + 1) + (« + IHn + 2) + … 

4__ I _ =丄 _ 3_<r 丄 

H~ p _ 1 ) (« + />) n n p n * 

所以 ， V €>0,当 ”>7 V = 「士]及 /) e N ， 恒有 < e . 

* ^ J 

依柯西收敛原理，数列收敛. 

例 11 设 A = a 。 + + …+ a n q n , \a k \ < M,k = 0,1,2, 

…，且 kl <1，问{心}是否收敛. 

解 设/>为正整数. 
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x n+p — x ft \ = 丨〜/屮 1 + … + a H ^ p q 


«+ 夕 


< M ( lg | rt+1 + … + \ q \ n+p ) 

\a\ n+l 


故当 ”> iV 时有 kl ” +1 < & .故当 n > AT 时，对任意正 整数户 ，有 


n~\-p 


x n \ < e . 依柯西收敛原理， { x fl } 收敛. 


例 12 设 A = 1 +去 


+ 士，证明 U } 发散. 


证 设£ 


取/> =〜则 


I x 1 * 一 X I = - -4 - - -4- ••• - — = _z_ 

1 n+ " « + 1 十 ” + 2十十2”#2打2， 

所以，不满足柯西收敛定理条件,故数列 {&} 发散. 

例 13 设 A = a , x z = b ， jo n = y ( x ^! + i «- 2 ) (w > 3) •利 
用区间套定理证明 Ud 收敛，并求 limx w . 


n- 


证 因为 


工 ” 一 1 = - — x n - z ) f n = 3,4 ,…， 


求积得 


H - n p n I - l 

口 Cr , — ] 71|_~~2 ^<-1 —^ i - z ) = p | -Yj ( X, 




化简得 






ft 一 2 


( x 2 — J 0 Y ) 




I—+ 


n — 2 


(A — a ), 


求和得 


即 


(6 — u ) 


-(- 1/2广 1 
一 ( — 1/2) ， 


x n 


7(6 — a)[l — (— 1/2) - ' 1 ] + <2, 


故 


limx „ = —{a + 26). 


例 14 证明：（1)卜 in 发散； 

(2) 给定： r 。* 设工 1 = cosx 0 , x 2 ― cos ( cos : c 。）， •••, x„ = 
coscos … （cos : r 。）， 则 {：!：„} 收敛. 

证 （1) 若取 《* = = 8々+ 2，则 jsin ^} 的子列 

{ sin ( f … j } 收敛于零，子列 { sin ( j « i | } 收敛于 1. 由于的两 

个子列分别收敛于不同的极限，故发散. 

(2) 不妨设0<々<1,则0<心<1•由于 cosx 在内 

递减，所以 A 不是单调数列，故分别讨论单调奇子列与单 
调偶子列 U 2 „}. 

若 A < A ，则 

X 4 — 工2 = C0SJ：3 — COSXi 

n . X 3 — X ! . X 3 + Xi / ^ 

=— 2 sin —— 2 —— sm —— 2 —— <0, 

从而工 4 < 工2.又 


x 5 — x 3 = cosx 4 一 cosx 2 

_ Xa — X 2 - Xi + X 2 w 

=— 2sin ~ 2 sin ~ ? > 0, 

故: r 5 >x 2 .依次递推，知{心^}单调递增， {x 2 J 单调递减. 


若 A > : r 3 , 可证得相同结论. 

故 {x 2 «} 与都是单调有界数列，因而都有极限.设 


\\ mx Zrt — a ,\\ mx 2tt -i = /?，则 

n—►oo /t—^oo 

fcosa = 卩， I a ~ cos(cosa ) ， 
Icos 沒 =a ， = cos (COS/S). 

由 a ： — cos(cos:r) 零点的惟一性 : =>a = /?. 


所以， U 2 J 与 U 2rt _] 收敛于同一极限.即收敛. 
例15 求下列 极限： 




(1) lim 


"十 1 
"+ 2 


(2) lim 




n d — 1 
w 3 - 2 


解 同例9,利用 Hm 1 + 1 = e 的形式性 

^-►oo y \ / 


(1) lim 


” + 1 
h + 2 


lim 1 


- 1 




— 3 



(2) lim 






lim 1 


、 (« 3 ~2)-4« 3 /(/t 3 -2) 


e \ 


例 16 设有一对小兔经两个月后成年，从第三个月开始每月 
产一对小兔，新出生的小兔也在出生两个月后成年，每月产一对小 
兔.假设出生的小兔均无死亡 ，求： 

(1) 一年后有几对兔子？ （2) 〃个月后有多少对兔子？ 


(3) 若 "个 月后有 F ,, 对兔子，计算 lim 

n-*oa t „+i 

解若按题示规律递推可得 

月份 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 … 

对数 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233… 


将上表表示为数列 { F „} O 为月数），则 

<尸„}:1，1,2,3,5,8，13广.. 

数列 { F ,,} 称为斐波那契 ( Fibonacci ) 数列. 

由数列观察到 ：氏十 i + F„. ly «>2. 

现要求通项的表达式.构造特征方程 

x 2 = x 4* l =>* r 2 — x 一 1 = 0. 

解得一对特征根 

— y(l + ) , -r 2 = +(1 — ) , 

则 F „ = cj I + . ^ 1" + r 2 ( 1~ 

2 / I 2 / 

将 ， t = 1，2 代入，可确定 




再用数学归纳法证明 G 的正确性. 


厂 -- - - 

” =1 时，厂= -7= 5 — =1 显然正确. 

/yL 2 2 J 

设《 =々时，成立，贝 u 〃 =々+1时，有 





成立.由此可知 


(1) ” = l 3, F ri = 233( 对）; 

(2) n 个月后，有 



(对）； 


(3) lim 


F ti 




例 17 用有限覆盖定理证明闭区间套定理 • 

证 用反证法.设闭区间套定理不成立，即闭区间 i > :~ ] 上 

任一点 I 都不属于闭区间 [ ^, 6 * ] ，则必存在点 X 的邻域 C 7 (: r ， I ) ， 

使 [/(. 1：，1)门 [a ，~] = 但 [ aiA ] c ： u ^ (x ， d. 依有限覆 

- r 6 (“，厶） 

盖定理，有 


La^bJdUUix^^ 

是=1 

其中 （ 7OA t ) n [\，\] = 0 ，k = 1 ， 2 ,…，《;，** e N ， 且 /* > 2 . 

设 max {6 ，/ 2 , ••*,/'„} = >，则由闭区间套的条件(1)，有 

n 

门[\，匕 J =[〜々]• 

k = 1 * * 

V 々6 {1 ，2,…，， 

u n (〜，6)) = 0 ， 

( ju ( jo k ^ x k ) n [〜，~] = 0 . 

^ i 

这样 ，一 方面有!>】 ，〜] ，另一方面， CjUfe ， 〜） 又 

* a=i k 

不包含 [~, 匕 ] c [〜，&] ，从而引出矛盾.故假设不成立. 

惟一性证明只用到闭区间套的条件 (2), 而其它证法相同，不 
再写出. 


于是 

有 

即 


例 18 设 { AU )} 是|>， 6 ]上连续函数列，在0,6]上收敛于 
连续函数 / Or ) •若 {/„ CrM 在上单调减少，证明 {/ Jx )} 在 
上一致收敛. 


证 V £> 0 ,对任 X 。 e [ a ， 6]，3 N 0 ，使 

|/〜（工0) — /( X 0 ) I < e_ 


又由八 Q Or ) 及 /( x ) 的连续性，有 

lim | (jt ) — fix) I = I/a t (^o) _ /( 工 o) I. 

n，o 

从而对所给 e ，3 1。>0,使当 

• 56 • 


工 e (了。 一 \ ， : r 0 + 汐〜 ） 门 [“，厶] 

时，有 IA 0 (-r) - /(-r) I < e. 

由于 {A (.r) 丨单调递减，故当《 > 时，有 

|/„(- r ) 一 /(-r) | ^ | / a - o (-r) — /(x) | < £ 

在 (: r 。 一 + ^) fl [“， 6] 上成立. 

m 

因为 [a ， 6] C 0 ( 了。一 I ， x。 + I ) ， 

k = \ 0 

故由有限覆盖定理，有 

m 

[ayb] C U (A — 汐 JT^ ^ 1 占 ）• 

^ — 3 

设 max{A r 1 ,A r 2 , — ,iV„ l } = e, 

于是，当 》>/ 时，对任意的 *r 6 |>4]， 有 

|/"0r) — /o) I < e 

成立.所以，函数列 {ACr)} 在卩 ，幻上一致收敛于连续函数 /Cr). 

第六节数列的上、下极限 


主要内容 

1. 上、下极限的聚点定义有界数列的上、下极限定义 
为的最大(小）聚点，记作 

lim<3 rt ( = A) ^ lima n ( = a)* 

/T—oo 

2. 上、下极限的 dV 定义 V e >0,3 iV > 0 , 当„> w 时， 

总有 〜 <Z + e ; 又3子列 { aj ， 使 N )， 则有 

lima JI (= A) m 
,1—00 

V £> 0,3 "> 0 ，当”>^时，总有〜>“一£;又 3 子列 
{〜} ，使 a n < a + e (k N ) ，则有 lim “ 〆 = “） • 

K K ■■■ -- - 

CO 
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3. 上、下极限的确界定义 

lima ^ = lim sup ^^ 


n 


lima 


/} 


lim inia 


infsup ^^ 

n h^n 

sup in ( a k 

n k^n 


A ), 


4. 上、下极限的基本性质 
(1) lim^ M ^ lima ”. 


(2) lima 


N = 〃 的充分必要条件是 
\\ ma n = Uma rl ( a 为有限 数或土 


(3) 对 {〜} 的子列有 

lima n ^ lima " ^ ^ Y \ ma n 


n 


tr 


(4) 上、下极限有保不等式性 


^…，若〜 < 么，则 


(5) 


lim^ H ^ lin 成， lima,, < lim^. 

"一 oo ,7^oS rt—oo 

\ima fl + Yimb rl ^ lim {a n + 匕）， 

«—► CO /I-^OO 

lim(< 2 „ + 6 W ) ^ lima n + 


方法、技巧与典型例题分析 


上、下极限的概念比普通的极限概念要更复杂，关于上、下极 
限命题的证明也比普通极限的命题复杂和困难，所以我们只讨论 
数列有界的情况.读者要注意逻辑的正确性与思维的严密性，若遇 
到不等式的情形更应如此. 


例 


证明 


(1) \\ma tl + \lmb fl ^ lim(a^ + t rt ) ^ lima n + Yimb tl ； 

«—*■ co /t —► co n—*^c<> **oo //—►co 

(2) + lin 成 < lim(<3 N + 6„) < lima,, + lim 心 ". 


证 先证 Hm (— 


lima 


设 lim “ 


，则依上极限定义 ， V £>0，数列{〜}中至多只有 
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N 项大于 “ + €， 而有无穷项小于“一 e ; 即对{一 至多有^项 

小于一《 — £，而有无穷项大于 一 <3 + £，所以依下极限定义，有 
lim (— a ft ) =—“， 即 lim (— a n ) = — lim (<^). 


"—►00 


" — co 


(1) 设 linu \ = a , limjy " = 6， lim (“” + b r1 ) 


n-^-co 




用反证法•设 +6 .依下极限定义， V e >0,3 N 、 当 n > 

W 时，有 A + L c + e . 不妨设 e = + 6 — c ) ，贝 ! J 

当 " 时， + 6" c + e 〈 a + b — e . 

又有 lim 〜 = ^, Um ^ = 6,依下极限定义，则 


n 


当” < 八'时，心 < a 


;当"< 时，乂 < 6 


由此推岀矛盾.故 a + 即 

lima Ti - j - limb n ^ ltm ( a rt + b n 、• 

/|—*-00 ^|—*-00 ►CO 

又令 乂 = A + k ， 则； = d t} + ( — ‘） .于是 


limd H + lim (— b H ) ^ lima n , 


由于 

所以 


lim ( — b ft ) 


lin 成， 


^ rnd n = lim(^ rt + 6 J < lima " 十 TTm ^. 

/t > od ► CO /|—►oo ^ ► CO 

( 2 ) 以 — b n 及 一 a ” 分别代替题 （1) 中的与 / 人，有 


lim ( b tt ) + lira ( — a n ) ^ lira — ( a „ + h fl ) ^ lini 

H—.CO /i—^Co H—► CO 




由 _( — a N ) = — lima ,” 得 


即 


lin 成一 lim 〜 limCa,, + b n ) V \ mb tt — lim 〜， 

，一 co n - … ，一 ,7^ 

^ n \ a n + lim^ w ^ lim(“„ + /?")< lim 〜 十 lin 成 • 


n -► 00 


n 


h—► co 


当 {〜} :0，1，2,0，1，2 , …； {/U :2,3，1，2,3，1 
( 2 ) 中仅 不等号 成立.读者可自己举出类似例子. 
例 2 设' > 0 A > 0，《 = 1，2，."， 证明： 
(1) Vnn a „ • \\ mb n ^ Y \ ma tl b n ^ lima ,, • \ imb rt 


时，题 （1)、 题 
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(2) lima,，lim b fl ^ ^ lima ,， lin 成 

}}~*cc « 一 Y w 一 oo «-*co rt —oo 

证 （1) 先证右边不等式.依定义， k „} 存在子列 {%}， 使^ 
— « = \ jma „ > 0;而对{ \ } 也存在子列{、 } ，使 ~*b = ^ nf \ 

oo 

^ 0. 

由 limb < lim 乂 b — M ， 知 M 是数列 { a fJ b rJ } 的一个聚点， 

m k 一 CO h ki 

故 lim (“ 人） < 


由于所以 

Yimia^h^) ^ ab ^ a lim^^ = lima rt * lim/; M * 

n-*co n-*oo 朽一 ►co /i-^oo 

再证左边不等式.当 11^ 〜 = 0 时，不等式显然成立.设 Ubia 

—oo ►oo 

= 办0,依定义， 3 W > 0,当 ， z > N 时，^ > 0 •又 ，依定义， { aA )3 
子数列 { “,，人 } ， 使心入 —Y = \ ima n b tti { a ft } 3 子数列{%}， 使％ 

rt — oo 

一 ► V = lim <3 n . 

- n k 

/ i**co 

因为 // = lima^ > ]ima n = b 0 ,a rt > 0, 所以 

w™^oo *-oo 


即&是队}的一个聚点，即从而知 

^ " n—^oo 

lim (a fl b fi ) = a f ^ b f lim 〜 ^ lim a,, • lim 乂 , 

/j—►co jj—► oc rt 一 *co n —► oo 

(2) 类似可证.请读者一试. 

例 3 证明：若〜 >0, 对{〜}，有 


lim /? 



v 

_ 1^1. 


证用反证法.设 lim 


1 


-1 


<1,则3 ">0，当/2> 


n 


W 时，有 




< 





m + 1 


将一连串不等式中前々个相加，得 


；2 > N . 
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1 , 1 , , 1 ^ <^N 〆 a N , ^ 1 

WTi + + … + WT~k < n~ WT~k <N fk>1 

但事实上，当 OO 时，上式左边 — + 00,矛盾.故 

/1 + a 

limn - 1 > 1. 

rt-^oo U„ I 

例 4 证明： 若〜>0,« = 1,2, …，有 

lima„ • lim 丄 =1, 

/J-^OO «-*00 d2|| 


则数列{~}收敛. 


证 设 lim a = a ， 则 lim - 

x > m^oo d 


tv 


n 


a 


，a > 0. 


e 


依定义 ， V e >0,3 iVe N ， 当” > iV 时，有丄<丄+二•故 

a n a a 


a n > 


a 


1 — E 


a I — 


e 


1 — € 


> a(l — e ) ， 


即 lima fl ^ a. 因为 lim ^ < ，所以 lima rt = 数列 { a „} 收 


«■ 


n- 


h- 


n- 


«■ 


敛. 


例 5 证明：若 〉 0 ，n = 1，2，"•，则 

Tim 

«—►» n—oo €L n 


证 设 a = lim n +1 ，当 a = + °° ，不等式必成立* 

fl-^co d n 

当 0< a <+ oo 时，依极限定义 ， V e >0,3 #>0，当々>尺 


时，有& 



£• 


任取 n > iV ， 令々= N,N + 1 ,…, n — 1，将所得 n — N 个不 


等式相乘，得 


即 


a N ^\ a N ^2 <^ n -\ 


a 


a N ^\ 




n-Z 


a 


-< (a + e ) 


n-N 


n~l 


a 


-< (a + ey~ N ^a n < M(a 

a AT 



er . 
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其 中 M = 十 er iY . 于是+ e )， 得 

lim ^ lim 7 "M (c + e ) = a + e . 

n —► co r }—^ co 

由 e 的任意性知，所证不等式成立. 

例6 设有数列及常数 J > 2,令 

乂 = <3„ 十 da ,, + 1 ， 《 = 1，2,…， 

证明 ：数列 认,}收敛的充要条件是数列收敛. 

证 充分性是显然的.现证必要性. 

设 { U 收敛，则认,}有界 =>{〜} 有界.因为若有 Ihl < M ， 
1^1 < M ，则当 k ,| <%时，有 

— 丄 A 丄 /丨匕丨 I U / 2 “ / 以 

k +1 | — d bn ~ d Un ^ d + d < d M 

所以 { a ,,} 有界. 

又设 lima " = a , Y \ ma n = A ,\ imb ti = 办，对等式 a n = b n — da n+l 

„^*co n-*oa 

两边分别取上、下极限，利用 

lim ( — a fl ) = — lim 〜 ， lira { a n + ft ;t ) = Y \ ma ri + Yimb n , 

r *~^ °° / I —**00 «—►OO fl-^OO H —^00 

lim ( a ” + b n ) = lima ” + 

/ i—►oo > i—^oo n-^oo 

得 A — h — da ^ a = h — dA . 

立即可得^ = A 所以 （〜} 收敛. 
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第二章 函数、极限与连续性 


第一节 映射与函数 


主要内容 


一 、映射 

1. 设为两个非空集合.若对每一个6 A ， 按照某一确 

定法则/,有惟一确定的 ye B 与之对应，则称法则/是从集合 z 

到集合的一个映射（又称算子），记作 

f ： A~* B 或 /：x -► jy — f(jo) , 儿 

其中， J 称为元素 i 在映射 / 下的像，工称为^在映射 / 下的一个逆 
像（原像).集 合/称 为映射/的定义域，记作 £>(/) =儿 A 中所有 
元素 I 的像3,的全体所构成的集合称为映射/的值域，记作 
尺 (/)( 或/(/))，即 

Rif、 = f(A) = {y\y = /⑴， i e A}, 

2. 设 / 是从集合 A 到集合6的一个映射，若对 A 中的任意两 
个不同的元素 A 垆 x 2 ，它们的像力关力，则称/是从 Z 到 B 的一 
个单射；如果似/)=艮即 S 中每一元素3,都 是/中 某元素的像， 
则称/是从 Z 到 A 的满射；如果/既是单射又是满射，则称/为双 
射( 一 . 一 '映射). 

3. 设是单射，则由映射定义，对每一 6 R(fh 有 
惟一的 r ^ A 满足 fCr ) — 3 J - 对应关系 A 定义一个从 
似/)到 X 的映射，称为/的逆映射，记 作广 1 .定义域为 D (广 1 ) = 
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/?(/)， 值域为尺(/ _1 )=九 

4. 设有两个映射 g •: A — — C ， 如果尽 CB 2 , 则对应 
关系 /。尽 : Z C 或 (/ 。 发 ）0) = f \_ g { x)~\^x 6 ^ 定义一个从 A 
到 C 的映射，称为映射/和尽的复合映射. 

二、函数 

1. 设有两个实数集 A 和 B , 若存在一个对应法则/,使集 A 内 
的每一个数 A 都有一个惟一的数: y € B 与之对应，则称/是定义 
在集 A 上的函数.记作/:工 — _y = /(^). y = fM 称为一元实函 
数，简称函数称为定义域. 

函数/给出 x 轴上点集 A 到: y 轴上点集 B 的一个映射. 

2. 函数的表示法即对应法则/的表示法，有列表法、图示法 
和公式法. 

函数的公式法表示除形式^ = fix ) 外，还有分段表示、隐式 
表示与参数表示. 

3. 函数的几个特性 

(1) 奇偶性设/为定义在对称于原点的数集 D 上的函数, 
若对1 6乃,有 一 z € JD , 满足 

/( jc ) — ~ /( — x ) (或 / O ) = /(— x )) ， x D , 

则称 f 为 D 上的奇函数(或偶函数). 

(2) 有界性设 / U ) 在 D 上有定义，若3馗>0，使¥文6 
D ， 有 l / U )| < M ，则称/为 Z ) 上的有界函数. 

(3) 单调性设 /( 工）在 D 上有定义，若 V A ， x 2 € < 

工2时，有 

/( Xi ) < /( x 2 ) (或 / Oi ) > / o 2 ))， 

则称函数/在 D 上单调增加（或减少）.当式中等号不存在时，称严 
格单调增加（或减少). 

(4) 周期性设 / Cr ) 在上有定义，若存在正数7%使对于 
一切 D , f(x + T ) = f ( x ) 成立，则/为 D 上的周期函数 ，: T 
为/的周期.了中的最小值称为最小周期，简称周期. 
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4. 设有函数 yvi — R 与心苔 — R , 若尺 00 G 方，则称复合映 
射9=发。广乂 — R 为片与/的复合函数-*} = #(«)，》= /0)， 
« G 尺 （/) ，则 

3 ( =外工）= ( 尺。/)0) = ^ [/(. r )] , x A , 

其中《称为中间变量，“。”表示复合运算. 

5 . 设有函数尺 (/), 若存在函数 尽:尺 (/) — / I ，使 
贫是/的逆映射，/是可逆的•则贫称为/的反（逆）函数，记作 

g = 广 1 . 

6. 常数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数 
统称为基本初等函数.由基本初等函数经有限次四则运算与复合 
运算得到的可由一个式子表示的函数，称为初等函数. 

疑难解析 

1- 构成一个映射有哪些条件与要求？ 

答 构成一个映射必须具备下列三个基本 要素： 

(1) 集合 A ， 即定义域 D (/) =山 

(2) 集合仏即限制值域的范围：及 (/) C 

(3) 对应法则/，使每个 xe /，有惟一的 j = / Or ) 与之对应. 
在这里，映射有两点 要求： 一是元素的像必须是惟一的.如 

f ： y 2 = ^ 就不是一个映射；凡是不满足像的唯一性要求的对应法 
则，一般只要对值域范围稍加限制，就能使之成为映射.二是不要 
求原像也具有惟 一 性.如 /:：V == x 2 是 一 个映射. 

2. 说明函数与映射的关系？ 

答 在映射的定义中，若 B 是一个实数集，则称映射/:乂 — 
是 泛函； 若都是实数集，则映射 f t A ~* B 是一元函数.若 Z 
方，则/是 Z 到自身的映射，称为 A 上的一个变换.若集4中的 

每个元素都映为自己，则映射称为恒等映射或单位映射，记作 h 
或 J ，即 V I 6 A y I x — x . 
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方法、技巧与典型例题分析 


映射的基本概念必须十分熟悉，才能证明关于映射的一些命 
题•证明中要特别注意元素的任意性，只有任意性才能保证命题的 
普通性.证明技巧中很重要的一点是反证法的运用，用好反证法将 
给我们解题以很大便利. 

例 1 设 z =召=[0,1]，则灼 O ) = 士，丹 (. r ) = sinJTjc , 
仍 Cr ) 都是什么样的映射. 

解 奶是从 X 到万的单射，不是 满射； 仍是从 A 到 B 的满射， 
不是 单射; 奶是从 A 到 B 的 双射. 

例2 设映射 — 方是可逆的， 证明： 其逆映射是惟一的. 
证用反证法.设 A 都是/的逆映射， 且仏关 g 2 , 则彐 y 
€ 方，使得片 1 ()0 00. 由于有 /。貧 2 ()0 =)，得 A a f°g 2 (y) 

= 尽 iCy). 又 a 。 / = /.4 ， 得公 【。 / 。 g 2 (y) = g 2 (y) > 即有 g x (y) = 

/ r 2 Cv ) ，推出矛盾，所以假设不 成立. 映射可逆，则其逆映 
射是惟一的. 

例3 设 /Vi — 5与 hi ?— 4是两个任意映射，若#。/ = 
L ， 证明/是单射 ，片 是满射. 

证因为 V ‘ reA ，3 元素 / Cr ) e 方，使兒 [/ Cr )] = jr ， 所 
以5■是满射. 

用反证法证明/是单射.设有，使 /(.n ) =/0 2 )，则 

尺。 ftr , ) = .CT » / U 2 ) •又尺》/ = ，故工 i = * r 2 ，推出矛盾 • 所以 

/ 一定是单射. 

例 4 设有映射 f : X ~* Y,A C X,B C y ， 证明： 

(1) flf~ 1 (B)2 = B r\ /Or); 

⑵ 广 ^/( vo ) 2， i ， 若 / 是单射，则 /-][ y (4)]= 山 
(3) /[/ _1 (石）]= 召 ㈡ /为满射. 
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证 （1) 几尸⑻] / u ) 是显然的.又由 sn / cr ) 

n / u ) C / [广 HB )]. 

故 / [广 \ ⑴] =bd j \ x \ 

( 2 ) 只需证 /— t / m )]。 凡因为 v . re /— t / m )]，] j'e 
/( v 4) ，使得， = f ~ l ( y ) ，所以 y = / Cr ). 即 /- T / M )] G 儿 

若 / 是单射，则广 T / M )] = A 

(3) 先证充分性.由题⑴知/[广又因为/是满 
射， VjvGB ，3 j ：6 /—Us )， 使 /(X) =)，，故）， = /[广 KS )]， 因 
而 B G / [/- KB )]. 于是 flf-HB)^ = B. 而必要性是显然的. 

例5 设映射 /:/ — 证明： 

(1) f(A [j B) = /(/l) (J fCBh 

(2) f(A n B) ^f(A) n f(B)i 

(3) 若 / 为单射，则题 （2) 成为等式. 

证 （ 1 ) v ) e / C 4 u 召 ），3 x e z u 仏当 x e a 时 ，_y e 
/ m ); 当 _r e 召时 ， j e /( s ) •所以 ）， e f ( A ) u /( b ). 故 

f(A u B) d / M ) u f ⑻. 

又 v j e /( A ) u /( 石），当 j e aa ) 时 ， 3 i e 小使 / u ) 

=力当76/(5)时，3 : re iM 吏 / Cr ) =)， •故 

/(A) U f(B)(Zf(A U B). 

综上所述得， /04 U 扪 =/C4) U f(B). 

(2) 因为 V _y 6 f(A f\B)3 -re AD 月，使 /Or) =)，， 即 x 
6 Z 且 i 6 方，故 jy e / M ) 且 : V 6 /( B ) •故 

f(A D n f(B). 

(3) 因为题 （2)V j，e AA) n f(B ). 有 _>， e fu\) 且 e 
/(B). 所以 3 6 山使 /Oi) = >s3 -r 2 6 仏使 /0 2 ) = )' •又因 
为 / 是单射，所以 a = x 2 , 即 ：c 6 >1 D 又 /M) fl f(B) (Zf(A 

n 5)，故/(4 n 丑） = /( A ) n m 

例 6 证明 ： / 是 z 到 s 上可逆映射的充分必要条件是/是 Z 
到 B 的双射. 
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证 充分性设/是 Z 到 B 的双射，则 V _y 6方，3惟一的 
工 e 山使得 _y = / Cr ). 由此作从5到 Z 的映 射:广 i — X ，则 V x 
6 >1，有 

(广 1 。 /) (. r ) = / _1 [/( x )] = /— Ujy ) = * r ， 

即广 1 。/=/七同时， V_y 6 B ， 有 

(/ ° / _1 ) OO = /[/— Vjy )] = /( x ) = 3 ^. 

即/。/― 1 = 因此， / 是可逆的. 

必要性设/可逆，故存在 f_、B — 尔使得广 1 。/ = h ， 
/。广 1 = /«，于是， V 6 当 /OJ = /0 2 )时，有 

工 1 =( 广 1 。 /)Oi) = 广 1 [/Oi)] = 广 1 [/Cr 2 )] 

=(广 1 。 /)( 工 2 ) = 工 1. 

所以，/是单射•又 ， v e b ， 有 

y = if ° f ~ x )( y ) = /[广 1 (_>，)]， 

即 /?(/) = S ， 故知/又是满射,从而/是双射. 

掌握函数的基本概念，对函数式、函数的定义域、值域、复合函 
数和反函数有足够的了解，能够求出函数表达式、定义区域和函 


数，会复合和分解函数，会从已知函数求岀函数的反函数. 

例7 设 / — x 2 (0< x < l )， 求定义于（一 

+ oo ) 的函数 Fa )， 使 FU ) 满足以下 条件： 

(1) F ( j -) ^ fix ) (0 < JT < 1) ； 


(2) F ( — jr) — — F (sc) ( — oo -< X < C + OO); 

(3) F{x + 2) = - F ( x ) ( — oo 〈 x < C + oo), 

解 由条件 （3) 知 Fix + 4) = —- F(x + 2) = FU ), 所以 
FCr ) 是 T = 4 的周期 函数. 在[— 2,2] 上考虑 FCr ) 的表达式，因 
为在[0，1]上有 


F (. r ) — /( jr ) — 2 x ~ jt 2 = \ — (x — I ) 2 ， 

由 F (— x ) =— F (. r )， 故在[— 1,0) 上有 

F ( x ) = — [1 — ( — X — I ) 2 ] = (JT + I ) 2 — 1， 

• 68 - 


由 Fix + 2) = — FCr ) ，故在 [1 ，2)上有 
FCr ) =— {[(x — 2) + l ] 2 - 1) 


1 — (x — 1 ) 2 , 


又由 F (— x ) 


FU )， 故在 [_ 2, 一 1) 上有 


F ( x ) = [1 — (― x — 1) L> ] = (了 + I ) 2 — 1， 

综上所述得，在[— 2 , 2 ]上有 

f(x + I) 2 — 1 ， 一 2< 工 <0 ， 


F ( x ) 


(x _ I) 2 ， 0 < 工 < 2_ 


考察到了 = 4,故在（一 °°，+ °°)上有 


Fir ) 


(工 一 + 1 ) 2 — 1，4々 一 2 < 1 < 4々， 

1 — (jt — 4々 _ I) 2 ， t + 2, 


々6乙 


例8 设/(工) 

与 /[/( — 7)]. 


lg (3 — 工） 


49 — P， 求 /(x) 的定义域 


解 1^(3—'^) 要求 3 — x >0,3 — J ： 乒 1，即 _ oo < x < 

2 U 2 < J < 3. 749 - x " 要求 一 7 < x < 7. 故/(工）的定义域 
为一 7< i <2 U 2 < X < 3. 


因为 /(— 7) = j — ^ + 0 




1，所以 


/[/(— 7)] = /( I ) = + 4 / T . 


例 9 求下列函数的定 义域: 


⑴）， 

(3) 3^ 




—] -; (2) j = 

x I — x 

/2 + x — x 2 + arcsin lg — 


—In 
x 1 


(4) y = arcsin - ~ :— • 

1 + x 

解 （1) U I — 0,定义域即 1^1 # 工的点集* 


( 2 ) 


关 0,吊 >0•定义域为 i ， 0 ) U (0，1). 
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2 + x — x 2 ^ 0, f (2 — 工 ）（1+ 工）>0, 


⑶观 


- 1 < lg ^ < 1 - 


第一式得 一 1 <^< 2 , 由第二式得 l<z< 100 . 定义域为 


[ 1 , 2 ]. 


( 4 ) 由 


2 x 


%x 



x < ^ - 1 < r+^ < - 1 < 2 - < n 




艮 P - 浦 




< ： T< 1 .定义域为 一 y，l - 


例 10 设 /(X) 的定义域为 [ 0 ， 1 ]，求下列函数的定义域 


( 1 ) /| sin -^-j ； ( 2 ) fix — a) 十 /O + a) (a> 0 ). 

解 （ 1 ) 因为对 /Or) 要求 0 <x< 1 ，即要求 0 <sin$< 

x 


1，所以 < — < (2n + l)n, nH 

x 

当 w = 0 时，0<丄<1，即 jc> ；L 

x 

当 #0 时， 2 ”<|< 2” + 1 ，即工 e 

故 /(- f ) 的定义域为，忐 ] u D ， + CO ). 

(2) 由 / U) 的定义域为[0，1]知，应有 

1 0 ^ x — a ^ 1 ? Va + a , 

\0 ^ x a ^ 1 9 \ — a x 1 — a. 

因为 a >0, 故当 l - a > a (即 0< a< 1/2) 时， a < 1 — a. 
当 1 — 即 a>l/2) 时，不等式组无解.定义域为 [>，1 — a] 

(0<a < 1/2). 


例 11 设 /O) = V j ： + ， 求： 

( 1 ) /Or) 的定 义域； （ 2 ) Y {/ [/(x)]} 2 . 
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解 (1) 因为 


所以定义域为 （一 



oo ， + oo ). 


0 , 


■z < 0 ， 
x > 0, 


(2) 由 / [/( x )] == 




得 + {/[/( 工 )]} 2 = 如 / 2 / 0 ) } 2 = j • 2 / 0 ) = fix ). 

求函数定义域时要注意以下几点： （1) 负数不能开偶 次方; 
(2) 分式的分母不能 为零； （3) 对数的真数必须是 正数； （4) 反三角 
函数值有 限制； （5) 反函数 j s / HU ) 的定义域是原来函数 j = 
/( x ) 的 值域； （6) 奇、偶函数定义域是关于原点对称的 数集； （7) 
有限个函数四则运算得到的函数的定义域是这些函数定义域的交 
集； （8) 复合函数= = /[>(* r )] 的定义域一般是 3 ； = p ( x ) 定义域的 
子集，在子集上 J = pCr ) 的值域属于 2 ； = /(_ y ) 的定义域； （9) 应用 
问题函数的定义域要考虑问题的具体条件与意义来确定. 

例 12 证 明：若 对任意实数： r *_ y ， 有 

2/(x)/(jy) = /O + _y) + /O — jy ) ， 

且 / U ) _ 0, 则： 


(1) [/(x)] 2 = y[/(2-r) + 1]; 

( 2 ) [/( x)] 2 + [/()，)] 2 = /O + y)fix — 3 /) + 1 . 

证此类问题一般通过对已知等式中的 x 或: V 取特殊值来 

证. 

(1) 在等式中令= 0,得 2/( x )/(0) = 2/0) .由 fix ) ^ 0 
和上式的普通性，必/(0) = 1. 再在等式中令 jc == : y ， 得 

2[/(_r)] 2 = 2/(2x) + l=^[/(x)] 2 = -|-[/(2x) + 1]. 
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(2) 在等式中以 工+ 7与^ —夕 分别替代 尤与夕 ，并利用题 （1) 
的结果，得 

2/(，+ y)fix — y) — /(2*r) + f {2 y) 

— 2[/0)] 2 + 2[/(^)] 2 — 2» 

所以 [/ O )] 2 + [/(： y )] 2 = /(x + y)f(x 一: y ) + 1. 

例 13 已知 fix') 是单值函数，且满足方程 

f 2 (ln ： r) + 2jo/ (lnx) + x z \nx = 0 (0 <C x <C e), 

/(0) = 0,求 fix'). 

解 设〖 = ln : r ， 则 : r = e f ，关系式化为 

尸⑴ + 2 ef { t ) + e 2t t = 0. 

解得/⑴ = e\l 士 / T ^)， 由 /(0) = 0,得 

/(jr) = e^Cl — Vl ~ jo). 

例 14 设 / x + 丄 j = i 2 + 丄 + 3,求 / O ). 

\ JO J 

解法 i ( 化变量法） 

1 1 1 2 

f or - =jt 2 H - ^ + 3= x H -+1 ， 

X / X X 

故 /(. r ) = JT 2 + 1. 

解法 2 设 f = x + 丄，则 F = x 2 + + 2 -因此 

工 JC 

fit ) = 文 2 + ~^ + 2 + 1 = , 2 + 1， 

故 f Or 、 =工 2 + 1. 

类似可求下列 各题： 

已知 / 丄 = x + \/1 + X 2 (x > 0) ，则 

x } 

/( 工 ）= —(1 -f Vx l + 1 )• 

X 

已知 /(工 + 1) = jt 2 — 3 工 + 2 ,则 fix) = x 2 — 5 工 + 6. 

例 15 设 z + /( ¥lc _ 1)，且 ）/ =丄:= 求 / O ) 

z 
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及 Z 的表达式. 

解 取 _y == 1代入已知表达式，得 

jt — 1 + /( V~^c — l)=>x — 1 = /( V^r — 1). 

令 — 1 = ?，则 x =(〖+ I ) 3 ,上式化为 

/(O = a + I ) 3 - 1 = + St 2 4- 3^, 

即 /(.r) = X 3 + 3x 2 + 3x ， 2 = •/~y + (x — 1). 

例 16 设对任意 D ， 6 R ， 若有 / X ~2^ ^ ^ ~|~[/(>) + 
/0，)]，且 /( t ) > 0,/(0) — c ， 证明： 对任意 x € R ,/( x ) — c . 

证不等式 /( £ J Y 1 )> y [/(^) + /( 30 ]说明在任意区间 

[«4]上，函数 fix ') 在区间中点的值不小于两端点上函数 

值 /(«) 与/(幻的算术平均值，则函数曲线是水平的或向上凸起 
的.若/( X ) > 0, 则 /U) 只能是水平线.先用反证法证 fix )> c . 
设彐 a 6 R ， 有 /( a ) < c = /(0).又设 /(0) - /( a ) ^ h > 

0. 在题给不等式中，令 I = 0 ，：y = 2 a ， 则有 

2 /⑷ >/(0) + f(2a) 

或 fi 2 a ) < /(0) - 2[/(0) — /( a )] = /(0) - 2 h . 

令 x = = 3 a ， 类似推出 

f(3a) < 2/(2a) - f{a) </(0) - 

由数学归纳法可证，对任意》，有 

f(na) ^ /(0) — nh. 

因为 A >0, 故当《充分大时，有 /(« a ) <0.这与 / Cr ) >0矛盾， 
所以，对任意 T € R , 有 fU )> c . 

再来证 / U ) •因为对题给的不等式，若取= — I e 
R )， 有 2/(0) - 2 c >/( x ) + /( 一: T ). 由于 / Or ) > c ，/(— i ) > 
q 故必 /( X ) = /( - Jr ) = c . 即对任意 JT e R ,/ U ) = c . 

例 17 设 fU ) = 求 /{/[/(/ Or ))]} 和 fll / fix )-] 





(x 古 0，x 1 乂 


解 


/[/( 工）] = 


X I — 1 ) 

x/(x —1) — 1 



/[/(/(，））] = 


X 

X — 1 


= / o ) ， 


/{/[/(/(:))]}= /(/(，)）=:• 

又 l//(x) = (JT — 1 )/jt = 1 — lAr ， 所以 

/[1//U)] = /(I — l/x) = (1 丄 1 = 1 —二 


例 18 设函数 


/(工） 


1， 

0, 


|x| < 1， 

|工| > 1， 


尺（工） 


2 — I 2 ， | 工丨 < 2, 


2, 


|x | >2, 




解 /Cr)，gU) 的图形分别如图 2. l(a)，（b) 所示. 


1 少 I 



图 2,1 

(1) 因为在（一 00, + CO) 内， I/O) 丨< 1，所以 

/[/( 工 )]=1 ， 一 oo< ： c<+oo. 

(2) 因为当 时， |^(x) |<1，当 或 |*r| 

> /T 时， kCr)| > 1，所以 


/ DfOr )] 


1，1 < |x| < / 3， 
10,其它 • 




(3) 因为在（一⑷，+⑴）内， I/O) |^1,于是 ^[/(x)] 
[/U)] 2 . 考虑 /(x) 的取值，得 
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gif Ml 


(4) 因为在 （_°°， 



f 1 ， 1 工 1 < 1 ， 

一 12， kl > l, 

) 内 ， \gM I <2, 所以犮 OU )] 




— [#( i )] 2 . 考虑 gM 的取值，得 


gLgMl 


2 — (2 一 x 2 ) 2 ， I x I ^ 2 > 




一 2, 


I 工 I > 2. 


例 19 设 fix 、 


工 ，求 / rt O ) = /{/ [… /(»]}• 

1 +工 2 


解 用数学归纳法.当 n = 2 时， / 2 ( x ) 


1 + lx 


2 


_设当《 


々时，人 U ) 


A + i (工） 


\/]T 4- kx z 

x ! /T 

1 + [工/， 


.则对于《 =々+ 1，有 


kx 1 


kx 2 2 2 


1 + (々 + 1)工: 


例20 设 y (ad — 6 c 尹 0) ，求其反函数，并指出 a ， 


心满足什么条件时，反函数与直接函数相同. 


解 由：^ 


解得:^ =二^ 

cx -t d cy 

— dx + b 

V = - • 

cx — a 


_ dy H~ b 


，所以反函数为 


由 = ~ci^~a^ a + 心[工 2 + = 


所以，应有 a+d = 0 或办 




0而 a = <i # 0. 


了解函数的特性，对研究函数是十分有用的.解这类题的方法 
有反证法、恒等变换法、放大法等. 

例21 证 明：定 义于对称区间 （一/,/) 内的任何函数 /( x ) 均 
可表示为一个奇函数与一个偶函数之和的形式. 


/ i ( 工） 


构造两个新的函数 

i-[/(x) + /( — X)] ， / 2 (x) 


[/(X) — /( — X)]. 
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因为 


fl ( — jo ) = ■!■[/( —工）+ /(— ( — 了))] 

= ■|'[/(— 工）+/(，)]= / lO )， 

f.A—x、= +[/(—，）- /(- ( - X))] 

— y[/( — x) — /O)] = — / 2 (x )， 

所以， AU ) 是偶函数， / 2 Cr ) 是奇函数.而 

/( x ) = /](>)+ / 2 0)， 

故 /( x ) 可表示为一个奇函数与一个偶函数之和 • 

例22 设 / Cr ) 是奇函数，/( I ) ，且 

fix + 2) — fix ') = / (2). 

(1) 求/(2)与/(5)与《的关系式； 

(2) «为何值时， / U ) 是以2为周期的函数？ 

解 （1) 1取_ 1，1 和3时，由所给等式得 

/(2) = /(I) — /(— 1) = 2/(1) = 2a, 

/(2) = /(3) — /( I ), /(2) = /(5) - /(3)， 

将后两式相加，得/(5) = 2/(2) + /( I ) -= 5 a . 

(2) 如果 / Or ) 以2为周期，则 

/(x + 2) = / + 2) — /(x) = 0 = /(2 )， 

即/(2) = 2 a = 0=>“ = 0. 所以取 a = 0时 ，/ ( x ) 是以2为周期的 
周期函数. 

例23 已知函数 / Cr ) 满足关系式 

•w 

“/(•r) + /( ~ ^ — ( |a | ^ l,a,b 为常数）， 

^ JC JC 

确定/( X )的奇偶性 • 

解将 I = ■代入关系式得 a / + +/(0=&，又将^改 
为■了 与关系式联立得方程组 
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+ fix ) = bx . 


af(x) + fix') 


可解得 


f(jo) 


显然 


1_ I ab 

a 2 — l\ jo 
/(— x)=- 


bx 


ab —— bx 2 
ia 2 — l)x 


(| a | ^ 1). 


ah — b{ —— x) 2 
(a z — 1)( — jo) 


一 J \ 工） * 


所以 fU ) 是奇函数. 

例24 证明 ：函数 / U ) 




2x + sinx 在 R 上是严格递增的* 


证 v e r ， 且 x <)，，有 

|sii\y — sinjr| = 2 sin — 


cos 


^ 2 sin 


< y 


即有 一 (y — : r) < sinj^ — slnx ^ y — x. 

由此 f ( y ) — f ( jr ) = 2()' — i) + (siny — sinx) 

^ y — x 0. 

从而知 / O ) ~ 2 jo + siiur 在 R 上是严格递增的. 

例 25 设 / Cr )40 r )，^ Cr ) 都是单调增函数，且满足 


/ O ) < fO ) < ipix ) , 

证明： /[/(，)]< < 0[ pO )]. 

证 由 /( x ) ^ fO ) < 0( X ) 且 J \ x )，( fKx 、 ，0( x ) 均为单调 

增函数，得 

/ C /( J )] ^ / [ sp ( x )] < < P [0 O )]， 

即所证不等式成立. 

例26 讨论下列函数是否周期函数.若是，求出其周期. 


( 2 ) ^； = xcosx ； 


( 2 ) > 


sim 


解 判断一个函数是否周期函数常用两种方法 ：一是 将所给 
函数进行恒等变形，讨论是否为周期函数的和、差、积 、商； 二是利 


蜃 
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用反证法，证明周期 r 不存在(或与变量有关). 

(1) 因为在 • rcos ^ r 中， x 不是周期函数，所以函数的周期可能 

不存在.用反证法.设函数的周期了 > 0,则 

(: r 十 T)cos(jt + T) = xcosx. 

令 x = 0和 = ? r /2, 得 


TcosT = 0, 

/ ?r IT -h n 

T + ~ cos 

2 j 12 



cosT = 0, 
sinT = 0, 


显然，满足方程组的: r 不 存在. 故 y = xcosx 不是周期函数. 

(2) Sink 是两个周期函数的积，可能是周期函数，用恒等变 
换法，得 


y = sin 2 j： = 


cos 2 t . 


其中 1/2 是常数，周 期可 取任意 正数; cos 2 i 是周期为 7 t 的周期函 
数. 所以 J = sin 2 ^ 是周期为 7 t 的函数. 

例27 证明： 若函数 /( x ) 与 < p { x ) 在数集 A 上有界，则函数 

/(工）+ P ( X )，/( JT ) _ < p { x ) ，/( X )9 C < X ) 在数集 Z 上也有界 • 

证 若 /O) 有界，则3 > o，V x G 4有 \f{x) j ^M 1； 

若 机工、 有界，则彐 M 2 > 0，V j G A 有 \(pix) i < M 2 . 所以 
|/U) 土 f(x) I < I/O) I + |pO) I < Mi + A/ 2 , 
l/(x) • <p(x) I = I/O) I • \<p(x) I ^ • M 2 , 

故函数 fCr ) + ，/( x ) — < p ( j ：) ，/( t )9?( x ) 在 A 上也有界， 

例 28 证明 ：定义 在同一数集上且周期是可通约的两个周期 


函数的和与积都是周期函数，并求 fix) = sinx + -ysin2x + 
jsin 3 j ： 的周期和 fix) = sin 2 ^ 的周期. 


证设/ 〆 ^)，/^^)是定义在同一数集上，且周期分别:^和 
r 2 的两个周期函数. 设 T 为丁，与丁 2 的公约数，即 

了】 = 走 1 了， T 2 = k z T (U 2 G Z) 
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则 f \ (-^ k{T') — f X (x) , fi -(- k{T') =■ ft (-^ ) • 

设 Fi(x) = + f2 { 工 、 ，于是 

(.r + k l k 2 T ) = / i(x + k ^ k 2 T ) + J - zCt + k ^ k ^ T ) 

=/iO) + / 2 (‘r) = F y (x). 

设 F 2 (x) — /i(X)/ 2 (X ) ，于是 

F 2 (x 4 - k l k z T') = fiix + k l k 2 T)f 2 (x + k x k 2 T) 

=/i 0)/2( 工） = F 2 (x). 


在/' (. r ) = sinx + — sin 2 .r + ^- sin 3 *r 中 ， sin . a :， sin 2 x ， sin 3»3： 的 

Lj O 

周期分别为所以 fix ) 的周期是其最小公倍数 


fix) = sin 2 x = y(l — cos2x) 的周期是兀 ( 见例 25 题（ 2 )乂 


第二节 函数的极限 


主要内容 

1. 设/为定义在(《，+ °°)上的函数， a 是一个确定的数，若 
V £>0,3对>0，使得当 > 2'>八/时，有 

|/( 工 ）— A I < £， 

则称函数/当1趋向+ OO 时以 A 为极限，记作 

lim /(. r ) = A 或 /( x ) -► A (x — oo ). 

2. 设 / 在点 x 。 的去心 邻域? 7° Cr 。， 心）内有定义，4是一个确 
定的数.若 V e >0,3 ^>0 (沒 <占 0 )，使得当0< |工 一 工。| <沒 

时，有 

|/( i ) 一 A | <C e ， 

则称/当 X 趋向 X 。时以>1为极限，记作 
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lim /( jc ) = >1 或 fix ') A (jo x 0 ). 

3. 函数的极限具有以下的 性质： 

(1) 惟一性 若极限 lim / Cr ) 存在，则必是惟一的. 

r —► r 

(2) 局部有界性 若 lim / Cr ) 存在，则存在^的某去心邻域 

T — ► T L 

a 

W . To ，^') ，使得 f { x ) 在邻域中有界. 

(3) 局部保号性 若= ^4〉0 (或 <C 0) ，则对任意 

正数 r (0 < r < | ) ,存在 x 。 的某一去心邻域 U °( jc 0 , d ) ，使得对 

一切 1 € t /°( x 。， 幻，恒有 / Or ) > r > 0( 或 / Cr ) <- r < 0). 

(4) 不等式性 若 lim /( x ) 与 lirngO ) 都存在，且存在: r 。 的 

某一去心邻域 f /° u 。, 幻，使得对一切 ： r e t /°0 r 。， 幻都有 /( x ) < 
《 Or )， 则 

lim /( x ) ^ 

(5) 迫敛性 若 lim /( x ) = lim 《(： r ) = Z ， 且存在 x 。 的某一 

J 〜 0 〜 

去心邻域 f /° Cr 。』）， 使得对一切 X e t /° Cr 。,^) 都有 / Cr ) <&(>) 

€尽⑴，则 


Yimh(x) — A. 

4 - 若极限和 lim 发 ( x ) 都存在，则函数/士片，/ •尽在 

r— ► r 

0 u ^0 

jr — x 。 时极限也存在，且 

(1) lim [/( x ) 士 g -( x )] = lim /( x ) 士 lim ^( jr ). 

n 0 i —' 

( 2 ) lim [/( x ) • g(x)'] = lim /(« x ) • lim /^ O ). 

又若 linger ) 关0,则 flg^x — x 。 时极限存在，且 

r—► t" 

^ ^0 


(3) lim 


fix') 


lim /( jr ) 

_ J 〜o 

Yimg(x) 
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5 - 设 / Or ) 在 O 。一 厂，了。） （ r > 0) 内有定义，/!是一个确定的 

数 ，V £> 0,3沒 >0,使得当 一 》<-r — •: r 0 <0 时，有 | fix') — A | 

<£，则称/(^)在 x 。 的左极限是/ I ，记作 

lim f ( x ) = A . 

x ~* x o 

类似可以定义 / O ) 在: r 。 的右极限 lim / o ) = A 
函数 / U ) 在 X 。 极限存在的充分必要条件是 

lim /( x ) = ㈡ lim fix ) = lim f ( x ) — A . 

以后，我们将 UCr 。， 们记作/70^)，/7。(了，幻记作 f /° Cr 0 ), 

6. 海涅 ( Heine ) 定理 设 / Cr ) 在心的 某去心邻域有定义, 
则 lim / U ) 存在的充分必要条件是 ：对于 任意满足条件= 

了0，且 A 尹 JT 0 (^ = 1，2,…）的数列 { A } ，有 

lim /( x „) 九 

7. 柯西 （ Cauchy ) 准则设 / Cz ) 在 X 。的某去心邻域， 
^ o ) 内有定义，则极限 lim / Cr ) 存在的充分必要条 件是 : v £> 0, 

r—► r 

彐沒(<#)>0,使得对任何乂，了"€ ^7。(工 0 ，沒 0 )，都有 

|/(?) - f(x rf ) | <£. 

对于一些定理与法则，我们只写出了 1 A 时的情形 ，X — oo 
的情形希望读者自己写出. 

8. 设 /Cr) 定义在 f/° + Or 。） （或 ( x 。）） 上是单调有界函 
数，贝 lj lim /( or )( 或 lim /( x )) 存在. 

x-*x + n 一 

9. 设/⑴在(心）上有定义，且 lim /(/) = A〆 =足 ( JT ) 在 

u °( a ) 上有定义，当 x e f /°( x 0 ) 时，尤= g u ) e c /°(，。）， 且 
lim ^( x ) = f 0 , 则 


⑴] = 凡 




疑难解析 


1. 怎样理解函数极限的定义？ 

答 函数极限的 £-3 定义是在 : r — A 情形的极限定义.如同 
数列极限定义，£是可以任意取定的正数，它反映了函数值 / U ) 与 
^的接近程度3反映了 X 与 X 。的接近程度，是一个与£有关的量. 
一 般地，£越小3也相应地要小一些. 

在定义中只要求 /(. r ) 在 t ^ Cr 。） 有定义，是说明极限只研究 
/( x ) 在工―1。而不等于 I 。的过程中函数值 f ( x ) 的变化趋势. 

在几何上， £-5 定义的意义 是：当 动点: r 进入以 I 。为中心线、: t 。 
—谷和 A + 5为边界的垂直带形域时，函数值 /(. r ) 一定落在以 y 
= A 为中心线 、 /I + e 和 Z — e 为边界的水平带形域内. 

2. 在使用函数极限性质的时候要注意什么？ 

答 在函数极限问题中， * r 的趋向可以是 : c Q ，: r Q + ， x 。-, — 00 , 

+ co , 函数的极限可以是有限数 4， cxd , + cxd , - 00 . 因此，讨论函 

数极限问题时，首先要注意必须在同一趋向下 ； 其次，关于函数极 
限的性质，如局部保号性与迫敛性，只在极限为 X ， + CO ，一 oo 时 
才成立•当 OC 未定号时，因无法与任意有限数比较而得不出结果. 

在复合函数求极限时，由于内外层函数的不同情形的组合很 
多，做证明题时一定要全面进行考虑. 

方法、技巧与典型例题分析 


求函数的极限有很多种方法，其中许多与求数列极限的方法 
和技巧相同，读者可参阅第一•章第四节. 

一、 用极限定义证明极限 

用极限定义证明极限，在 T —: r 。 时 ，V e > 0,要找出对应的 
在 .r — oo 时，要找出对应的 M •—般的方法是:将 I/O) —劓经 
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变形、放大，得到 k — I <5或 kl >在变形时大多是改变 
/(. r ) 的形式，但有时也可以改变 Z 的形式来实现. 

例 1 证 明：若 lim / U ) = /1，且/00>0(/1>0)，则 

lim Y / Xj :) = . 

’ ^ 0 

证 分两种情形. 

当 Z = 0时，若 lim / U ) = 0,取 V £>0,3谷 >0,对任意满 

t —► r 

0 

足0 < |x — x 0 1 < 5的 x ， 有 |/ Cr )| < e ，即 y/CrT < 故 

lim -//( t ) =0. 

x 0 

当 X > 0 时，若 lim /( jc ) = /!，即 V e > 0,3 ^ > 0,对任意满 

r —► r 
^ 0 

足 0< |-r - x 0 j <沒的 x ， 有 |/( x ) — < e ，即 

I V 7 U ) - / T | = - ■ 毕⑴— A \ 

f (,oc ) + \/~A 

^ -y=\f(jr) — /I I < -^re. 

vM yr 

故 lim %/ f ( x ) = %TA . 

jr—^jr 

0 

有时，在将 l / U ) —4 变形时，不仅得到 x — I 。 因式，而且还 
得到含 * r 的其它因式.这时，我们要利用这一条件，限定^ 
的取值范围，得出 k - xot < A 如例2、例 3. 


例 2 证明 
证因为 


1 7 


7/(16x 2 — 9) — 1 

V 16: 2 — 9 


八 7/(16 了 2 -9)+1 


16 11 + ^ 1 11 — t [ 

丨 （ 4x + 3)(4^r — 3) 丨 ’ 

设 k — 11 <1，即 0< i <2, 则上式右边不大于 # . - j 3 」 1 ~ f \ 

3 * 4 |^r — 3/4 I 
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16.r 






9 


一 1 





再设 k —1 |< 音，即 1 — 去 o<i + 士，于是上式右边不大于 


32 1 1 一 jt | * 


故 Ve >0, 取5 = min { 告 ， j } ，则当 U — 1 I < 3时，有 


16* r 2 — 9 


-1 


< e ， 即 


lim 



16 x 


2 


9 


例3 按定义验证 lim H 



1 


n 


x 2 — 3 


2 , 


因为 V 6>0，要找到从>0，使|了| >从时，有 


2^ 2 - 1 
工 2 — 3 


- 2 


x 


2 


-3| 


< £• 


而当 kl >3 时， |: c 2 — 3丨> |. r | ，故要 


x 2 - 3( 


< 


x 


< £• 


只需 >~^.故\/ £>0,取 M = max 
有 


，当 M > M 时， 


2x z — 1 
x 2 — 2 


2 


< e _ 


于是 


lim 


2x 2 — 1 


x-^oo x 2 — 3 

二、用恒等变形求极限 


2. 


例 4 


求 lim 

— 1 


解 原式 = lim 


x 3 十 1 

■ f 

工 2 — I + 1 — 3 


*r— ~ 1 


X 



1 


lim 


(工 + 1)0—2) 


X- 


1 ( 工 + l)(x 2 + X + 1) 


lim 


x — 2 


1 x 


2 


i + l 




— 1， 
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例 5 求 Hm x 3/2 ( \4 r+l + v x — 1 — 2 v x ). 

J ： 一 + CO 

解先有理化，再进行恒等变形. 


原式= lim x 3/2 

! '一 + OO 






例6 


求 lim 


(x + Ax) n — x 


解 i im (j + - ^ (分子 二项式 展开） 

Ajt-^O LAjC 

=lim 士 [? + nx ,l ^ l Ax + * ••+ Lx n — x n l 

ii—o iix 

=lim nx n ~ 1 ~h ~^r(^ — + … + Ajt h_1 

Aj ^* oL u 

_ — I 

=nx 1 . 


例 7 求 l im 义 — \ 

x**0 OC 

解 

原式 a lim ( +S — 1)(7 (1 ~h .r)" -1 . + y (1 -hx)"~ 2 + … -f~l) 

、 ^ Jo ( 7(1 + ^ i \ + xY ~ 2 + … +1) 

=l^l/[^(l + ^(1 +x 广 2 + … + 1] = l/«. 

三、用变置代换求极限 

例 8 求 lim ( /x 2 + x — Vjt^ x 2 ) • 

J "― ► +oo 

• 85 • 




解 令 X = 丁，贝“ 


0' 


原式 = lim 


1 + / 


lim 


i + /- i )-( vm — l ) 


lim -- 

卜0+ ,( \/ 1 + i + 1) 

— lim - ■___■■ — 

/，+ ,( ^cTH~ /) 2 


( 1+0 + 1 ) 


6 • 


例9 求下列 极限： 

(1) lim 与 (a > 0); 

J — ► + CO JC 


(2) lim x 1 ". 


解 （1) 令工 == e % 则“〉 1 ，得 
1 _ lrm * * t 1 * t . - 


lim 


lim 


+oo e 


lim —(第一章第四节例 4) 

^-►oo d 


(2) 由题 （1) 知，当 a = l 时，有 lim 


\nx 


0,于是 


lim x l/x = 


1/jr = lim e lnx/x 


例 10 求 lim(l _ j：)tan — x t 

•r— 1 Z 


解法 


令 ^ = 寻(1 一 工)，则=要一纟，于是 


原式= liru —t * tan — — 1 1 = lim * cot , 

f ~*0 TT ^ J '-►(> 7 T 

_ r 2 t 2 

= lim — • - = — . 

t^o 丌 tani n 


解法 2 令 x—l 


，，则 


(1 + 于是 


原式= lim ( — f ) tan ( — - f - — lim / • cot 芒 
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lim 


參 


丌 /2 2 


o tan 7 r (^/2) 兀 


2_ 

TC 


这里用到了下一节的重要结论 lim ^ = 1和 Hm 

J 一 0 X x-^0 


tana : 


: r—O OC 


例11 利用变量代换求下列极限 


arcsinx 


(1) ^ 工 


(2) lim 


arctanx 


x 


e x - 1 


(3) lim 

j*—o 工 


(4) lim 


e 


a 


e 




解 （1) 令 arcsinjc = Z ，则 x 




lim 

JT-^O 


arcsine 


x 


lim 


x— o ci — /? • 

sinf ，于是 


L 


o sin^ 


(2) 令 arctanx = f ，则 x = tan ： r ， 于是 


lim 

j - 一 0 


arctaru : 

x 


o tan^ 


(3) 令 — 1 = f ，则 ： r = ln(l + ?) ，于是 


e x — 1 


lim 

/-►O 


IL^lnd +0 = ^l/ln(l W = 


(4) 令 a — /? = /，则 

1 . e a — e 芦 I * e 芦 （ e’ _ 1) 

lim - -n — lim --- 

^ ct — p 卜 ►<> t 




(利用题 （3) 的结果） 


e 




这里用到了下一节的另一重要结论 lim(l + 


x^O 


四、用迫敛性求极限 


例12 求 limx 

^-►0 


x 


解 因为 




X 


1 < 


X 


M ( …) ，觀 


当： c > o 时，1 — x<c l ? 

当 x <0 时，1 — x ^> x [去]> 1* 


于是 


limx 


r 1 1 

IX —= 
o L 工」 


* 
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五、其它方法 

例 13 设 li _ Cr ) =： “ > 0,limr ； Cr) 






0 


X 


心 证明: 


u 


limu(xy U) = a \ 

X — J v, • 

引人函数 = uOMnwOr ), 因为 
hmlnu(x) = \ na => \im<p(x) = b\na. 




故 


yimu(x ) v{jr) = lime 户 ，) 


0 




0 




e = a 


b 


这个例子给出了求幂指函数极限的公式 


例 14 


1 \ tanx 

求 lim ~ y = - • 

•T 一 0+ ^ V X t * 

解 对函数变形可得 


lim 

卜 *0 + 


/T 


y^r ^ tanx/ -J~x~ 


lim 

r-*0 + L C V .2" 



x/ jit 

1 ^ 

rr 

=Jim 

1 

— 


•T—0 + 

-(-/ X ) ^ 


而 lim 


*r- 


0+( /" 


X 


nr 


1 ， lim 

•r—0 + 


Hm . __ 

^ V jt 

X 



X 


0,所以 


tartr 


0 


例 IS 求 lim 丄 ^LjzJI 


x- 


jt a — l 


Vx 


， a > 0，a 关 l. 


解 令 /Or) 


〆 一 11 


\i x 


= — 


i u — 1 

ln (“ i ) 


，则对 1， JT >0, 有 


X 


X 



ln(〆 一 1) 


因为 


li m 0 , Hm ln(a 


+ CO X 


1) 


X' 


lim 


co 




X 


X 


0, 


or 


所以 


limln 




a — l 


JT 

\U 


+ Ina = ina , 


lna m 
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rr 



当 0 < 1， X > 0 时，有 

Inx ln(l — a) 


ln/(x) 


ln(l — a x ) 


而 


所以 


lim = 0,lim 


JO x 

ln(l — a) 


x 


0，lim 


ln(l — a x ) 


x 




lim lnl 


JO x' 

X 1 \ 1/jT 


X 


a 


a 


—1) 


x a — \ 


0. 


综上所述，得 


lim /(x) = e 


lim ln/Cx) 


x- 


: r- 


a 9 a > 1, 

1 ， 0 < a < 1. 


例 16 讨论 极限： 

a n x n + a„- x x n ~ l 


lim 



■ « # 


+ a x x + a 0 


b m x m + 心 -iX 坩 — 1 + … + 6# + 6 0 


.r- 


， a” # 0, # 0. 


解 利用第一章第四节例 8 结论可得 


( 


ci n x n a n ^iX n ~ l + 


lim 


■ # « 



a a x + a 


o 


b m x m + b m -ix m ^ 1 + … + + 6 0 


J ：- 


<ln 


瓦， 

m = n ， 

0, 

n <im ^ 


n > m . 


本例的结果对不是整数的情形也适用. 


例17 求 lim 





/I 


x 


x 


解 


X 


+ 00,分子各项中最高项次数为 f ， 由系数比，得 


lim 


x + ^/\ 




X 


YX 


L 


例18 求 lim 


(x - Vx 1 -\y + (工 + /x 2 -1 y 


X 


n 


dn 6N). 


解 — oo •分子最高项次数为〃，第一项的系数和为零，第 
二项系数和为2”;分母最髙项次数为 n ， 系数为1.所以 
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n 


lim 


(x — Vx z — iy + (工 + x 1 — \y 


\ 


X' 


X 


n 


2\ 


例 19 


求 lim x 3/2 ( Vx + 2 — 2 Vx + 1 


^/x ). 


解 先有理化，再比较最高项次数与系数. 


原式 = lim 


lim 


z 3/2 ( yG: +2 — 2 不 1 + )( yGr + 含 +2 不 1 + ^/~x 

y^T2 +2 

2x 3/2 ( \/ jo 2 +2x — x — 1)( \/x 2 H™2x +：r +1) 


lim 


十 )( */x 
-2x 3/2 




° ( Vx +2 +2 /x 4*1 + ) ( -/ x 2 +2 x +x +1) 

至此可以看出，分子 j ： 的次数是3/2,系数是一 2,而分母 x 的次数 
最高也是3/2,系数是4 X 2 = 8.故 


lim x z/z ( + 2 — 2 + 1 + ^/~jc ) 


x- 


8 




例 20 


解 


2 + e 1/x sinx 
I + e 4/ " 十可 

用左、右极限求解.因为 


求 lim 


lim 

lim 

: r—0 


2 + e 1/x t sinx 


1 + e 


4/x 


X 


lim 

4 - 


—Afjc 



e 


— 3/x 


e 


~A/t 



i - 



siax 


2 + e 1/j 


Ll + e 4/x 1 |x 


lim 

JT—O 


1 /x 


2 + e 

L ] T + e 4/j 


1 


sinx 


x 


所以 


lim 

x-^0 


lAr 


2 + e 
1 + e 4/x 



smx 

x 


L 


例 21 求 lim 


x 


x- 


o /l 




cosax 


(0 < I < 7T). 


解用左、右极限求解.当 a > 0时，有 


lim . x 
- —cosax 


lim - x 
x-o~ A/2sin 2 (ax/2) 

lim -- 

j ： 一 。- v2 sin(ax/2) 


S1I13 ： 

x 

2 - 


_ 

= 1 ， 

■ 


1， 




a 


« 
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urn — 

卜 0+ \/1 — cosu 


lim 




^/~2s\n(a.r/2) 


当 “ < 0 时，有 


lim 


— 乂 1 * 

—— = iim 

1 —— COS“JT .'一 0 — 



smiax / 2) 


U *^ 1 * 

m —— - =iim - 

.r—0 + /l — cosax x-o + s\n{a:r/2) 





/y 


所以 ， lim 


JT 一 0 


1 —— cosax 


不存在 . 


例 22 求 lim (与 


— arctan — 

兀 JC 


解 a 关 0 时，讨论左、右极限.因为 


2 a , a 

Iim ——I- arctan — 

— > 3 n x 


2a 


la 


jr—^u 


lim 




2a 


— arctan — 

丌 JT 


Zci 


左、右极限存在，但不相等，所以 


lim 


2a 


— arctan — 

丌 JT 


(a ^ 0) 


不存在 . 


0 时，显然冇 lim 


2 a 





— arctan — 

丌 X 


例 23 若 lim| ~- T + 工 ’⑴ 


x-^0 


0 , 求 lim 


/O) 


,3 


解 


sin 6 x + : rf ( x ) sin 6 .r — Qx + Qx + ^/(.r) 


sin6x — 6x 



6 ,r 


f(x) 


当 i — 0 时， 6x — sin6x 〜 (6.r) 3 /6 ,因而 


lim 


sinG.r + .，/(.r 


lim 一 r n6r + ] im 

X' X— 0 X" 


« 
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主要内容 

1. lim = 1 ， lim 1 + — = e ， Hm(l + x) 1Ar = e . 

j— 0 ^ JT-* ^ ^ a^*0 

2. 若函数 / Cr ) 的极限等于零，则称这个函数为无穷小量，简 
称无穷小，用记号％”表示. 

函数/在 x — jt 。 时极限为/ I 的充要条件是 / Cr ) _/1 在 — 
J -0 时为无穷小量. 

3. 无穷小量有如下运算 性质： 
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(1) 有限个无穷小量之和是无穷小量. 

(2) 有界函数与无穷小量的乘积是无穷小量. 

(3) 常数与无穷小量的乘积是无穷小量. 

(4) 有限个无穷小量的乘积是无穷小量. 

4 . 无穷小量阶的比较 

设在 I 的同一趋向下，/，#均为无穷小量，则 


若 limf = 0,称/为比发高阶的无穷小量. 

o 

若 lim f = CO , 称/ 为比# 低阶的无穷小量. 

O 

若 lim f c 关0,称/与是同阶无穷小量. 

若 lim f == 1，称/与尽是等价无穷小量，记作 f 〜 g . 

常用的等价无穷小 量有： 

当 x — 0时 ， jt 〜 sirur 〜 tanx ~ e J -- 1 ~ ln(l + j：) 〜 arcsinx 


〜 arctanjr ，x 〜 1 




cosx 


擎 


S . 若函数 / Or ) 以 00 ( 或 一 00 , + oo ) 为极限，则称/为无穷 
大量，用记号 “ O ” 表示. 


^ 若函数 / Cr ) 在 I 的某一趋向下为无穷小量，则在 X 

的同一趋向下为无穷大量 (/# 0). 

7. 无穷大量阶的比较类同于无穷小量阶的比较 • 


疑难解析 

1. 怎样理解无穷小霣和无穷小置的阶？ 

答无穷小量是一个变量，它在 x —: r 。 (或 .r — oo ) 的过程中 

可以变得小于事先给定的任意小 正数. 无穷小量是在 X 的某一趋 
向下实现的，因而不是普遍意义的. 
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在： r 的同一趋向下的几个无穷小量收敛于零的速度有快慢之 
分，无穷小量的阶就是对它们的收敛速度作出的判断.但是，并不 


是任何两个无穷小量都可以进行比较的.如 x 


0 时，办七是无 


穷小量，但它没有阶.事实上，若其阶为〃，则1.当 a < 13 




^ ㈤ /工獅，购獅量 


阶的定义相矛盾. 

2. 怎 样理解无穷大量和无穷大量 的阶？ 

答 请读者参照疑难解析1自己作出回答. 

需要注意的是 ：无穷 大量一定是无界函数，但无界函数不一定 
是无穷 大量. 如函数 / Cr ) = ■zsini 在 x ->+ oo 时是无界函数，因 


为对任何 M > 0,取 : r = 2抓+音，总能使 


/( 工） 


丌 


2 nn + — I sin 

乙 


2nn -h 


丌 




2 ) 


丌 




2nn + — > M, 


但当 x ->+ oo 时， iim fix ) ^ 00 ， 因为若取数列 = 2 nn (n = 

J"—*■ +oo 

1，2 ，…），有 Hm / ( x n ) = 0, 

«-► + co 

3. 在具体计算中，使用等 价最代 换要注意什么问题？ 

答在计算中出现无穷小量（或无穷大量）的相互叠加（如函 
数的代数和）时，不能直接进行等价量代换.应将它们分离（如代 
数和化为乘积）后才能进行代换，如 


lim 


0 


tanx —— sinx 


x 


s i n ，（l — cosx ) 


lim 


cosx • x 
sinx • x 2 /2 


-T—0 COS ^： * X 

如果直接进行代换，将得到错误的结果. 


3 


方法、技巧与典型例题分析 


两个重要极限的利用与等价无穷小（大）代换是极限计算的 

• 94 • 


重要方法.利用两个重要极限的技巧在于掌握它们的形式特点. 

(1) Um _ = l 的形式特点是，在； r 的趋向下，分式的分母是 

无穷小量，分子是同一无穷小量的正弦函数.这里工趋向于什么不 
是重要的，重要的是分母是无穷小量，分子是同一无穷小童的正弦 

函数 • 因而 lim Sm(x ~ a) - 1, lim 气(产 - 1. 

: r—a X — a + 1 /x 

(2) lim(l + 工)〜 = e 的形式特点是，幂指函数的底数是 1 与 

一个无穷小量的和，指数是同一无穷小量的倒数.同样，: T 趋向于 
什么不是重要的.因而 

lim(l + sin ： r) csc : = e ， 


lim (1 — 2/ ocY x = lim (1 — 2/* r) T 4 


4 


因此，如何将函数变形为重要极限的形式，成为我们解题的关键. 
无穷小量代换应注意的问题已在疑难解析3中指出，不再重复. 

一、 两个重要极限 
例1 利用重要极限求下列 极限： 


(1) limxcot 2 x ； 


(2) lim 2 工 sin 


Z^ f 


(3) lim ? C •如 Q ") 



- 1 


(4) lim 


(5) lim 


1 — cosx 


(6) lim 


sin ( o : — 2) 
x z — 4 ， 

2ax — sinax 


x-*o 3hx + sinbx* 

解 将函数变形为重要极限形式后，再利用重要极限求出. 


(1) limjrcot 2 ^r ~ lim 


lim — 


2x qos2x 


(2) lim 2 :sin 


7t 


tan 2 x •二 V sin 2 x 2 
sin (7 r /2 x ) ^ 


^ 兀 /2 


* 


X 




(3) lim 


sin (1/ x ) _ r sin ( l / x ) 

— l jr-i + L \l X 





— 1 





(4) lim 

j—► 2 

(5) lim 


lim 

jr-^2 


sin(x — 2) 
x z — 4 

1 — cosx _ 

P ^ = 1 二 V u 72) 

2ax — sinax 


sinpr — 2) 


x — 2 

i：_ 2sin 2 (^/2) 

lim - ~ 7^； — r 

• 4 


x + 2 4 . 


2 




{ ^ r CCIJL — Mliax 

j 一 0 3bx + sinbx 


y 2 一 ( sin ^ x)/ax ax 
3 + ( sinbx)/bx bx 

2 一 1 


a 


a 


3 + 1 b 

例 2 利用重要极限求下列 极限： 


46* 


tan*r 


(1) lim 


(3) limsin 




SlILT 


x 


3 


(2) lim -- mx (n G N 


X-^IIK OC 


nn 


x 


a nx 
—tan 


o —— 0 ， (4) \ imx 2 1 — cos 

u LtO^ 

解 此例的变形要比例 1 复杂，因此要谨防出错. 


_7t 

X 


( 1 ) 


原式 = lim 


lim 


sinx 


sinjrcosx 


cosjo * JO 


3 


sinx 2 sin 2 ( x /2) 


x 


(x/2) 


2 




4 cos*r 


• y • 


(2) 令 f = :r — rt 兀，则 x = n?r + Z ， 于是 


原式 =lim 


(— irsint 


(- 1)\ 


(3) 令^ = :*: — = 于是 


原式 =limsin 


泰 


tan 


f—o 

limsin 
一 lim 

f-^0 


_ 


tan 


n(a + 0 
2 a 

n nt 

■_i I ■ 

2 ^ 2 a ) 


limsin — 

, 一 o 2 


sin(f/2) 

~ TFl 


«/(2a) 


a 




tan[(7tf/2a)] n 


cot 

a 

* 

n 


nt 

2 a 


( 4 ) 


原式 =lim 工虬 1 — cos(7t/x)][l + cos(tt/x)] 
、 1 4 - cos ( n / jr ) 




j ： 2 sin 2 ( n / a ：) 
p+co 1 + cos(w/x) 


lim 


lim 


sin 2 (n/x) 

O / 工 ） 2 


丌 2 • 


1 + cosO/x) 


例 3 求 lim 


l 2 • 兀 2 • 1/2 = 兀 2 /2. 

^1-F^sin^ — cosj: 


xsinx 


解 原式 =lim 


1 + orsinx - 1) + (1 _ cosx) 


•r—0 


xsmx 


其中 


lim 71 + " Sinx - 1 有理化 lim 

x^-o 工 sin 工 


xsinx 


!. 1 — COSJ ： 

lim - : - 

I—o xsinx 


lim 


0 jos'mxi vl 4 - xsina: + 1) 

2sin 2 (^/2) 


x-o 0/2) • 2sin (: c/2)cos(x/2) 


2 4 


所以 


lim 

j-►o 


jcsinx —— cosj: 
j：sinx 


I 丄 
I rt 


例 4 设 /(*r) = + ^ 2 sin2.r + + artSinnx ， 其中 q ， 

•，A 是常数，且 v I e R， 有 l/(x)| < Isirurl， 证明： 


|“i + 2 a 


« 奉 _ 


+ na n I ^ 1. 


sinx 


证利用极限 = 
将 /Cr) 用等式代入，得 


1 •用 I 工丨古 0 除 |/(x) | ^ |sinx 1 ， 


/Cr) 


sina ： t ^ sin2 ^： , * sinnx 

~ 丁 + 加 2 i + ••• + ⑽” ^ 


〆 smx 〆 

\ x \ 

- ^ ^ sinx , sin2*r , , sinnx , 

或 一 1 < A - h 2a z - - h … + na rt - < 1. 

x 2x nx 

上述不等式对任何 X^O 都成立 . 当 : T — 0 时，有 


_ 1 ^ a x 4" 2<2； 


+ na n ^ 1, 


所以 


例 5 求 lim 

x-^O 


|〜+ 2a 2 + …+ na n I ^ 1. 
1 - cosa x x***cosa n jo 
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解先利用 J 



— x ^ i ) 将分子变形，然后利用 


iim — = 1 即可求得 _ 

.，■ — 。 J 0 

原式 = lim ^~[(1 — cosa { x) + (cosa^r 一 cosa 卜 rcosa 2 .r) + 

x-*0 

+ (cosa x jr m * m cosa fi ^ x x — cos<3 1 x***coS(3 w x)] 


i. NT"' 1 — COSUiX . * 

lim y> jCQsa^T^^cosa.^x • - ^ - (令 cosu 0 :c 


一 0 T 


1) 


,• sin 2 ( di | t r /2) 

上巧各 cos “ f.cosA—iX (aiX / 2 y 


9 


搴 


S a 


+ a 轰 + … + al). 


例 6 求 lim 


tan(a + x)tan(a — jt) — tan 2 ^ 


jr-^O 


解先变形，再利用重要极限求解 . 


原式 = lim — 


tana + tanx tana — tanjr 


1 — tancUanjr 
tan 2 ^ — tan 2 jr 


tanatanj ， 


—— tan ^ 


I* X L CXXhL OC a 

lim —x - - 5 - ^ - tan^a 

o x L 1 — tan^tan^j ： 


tan'r 


I « L Ci Ai 

lim —— 

x-^ 0 JT* 


tan 4 u — 1 

1 — tan 2 d?tan 2 j ： 


tan 4 a — 1, 


例 7 利用重要极限求下列 极限 : 


(1) lim 1 + 


(2) lim 1 


(3) lim 


，+i 


(4) lim v^l — 2r 


jl m -^ co 


解 仍然是从 Hm(l + x) lAr 的形式性入手 . 


x-*0 


(1) lim 1 H - 

JT 


lim 1 + 


£_ 3>r 

~n 




e \ 


(2) lim 1 - 

x-* jt 


lim 1 — 


3 --r/3 


e ^ 
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(3) lim 

(4) lim 

j --0 


x l + 1 


2 +1 


o + > ,2 

1 > 'X 


lim 1 + 




2x = lim(l — 2x) 


lim(l — 2 ： r) 


x 


lAr 


—- — 2 


— 2 

e ^ 


x—O 


例 8 求下列极限 


(1) iim (tarur) 1 


an 2 i 


(2) nmcosx 1/a ^ c °" r) ； 


x-* O 


(3) lim Vcos 


v 、” sinx 
(4) lim -— 
x-o\ sina 


1 / (,r — <i) 


(a ^ 々 tc). 


解 先变形为 Hm(l +x )〜 形式 • 

X—0 

(1) 原式 = lim {[1 + (tanx — l)] 1 


/(tanx— 1) \ tan2j* ftanjr— 1> 


4 


而 lan2^r • (tanx — 1) 


2tan'r 
1 — tan 2 x 

2 tan ^ 


(tanx — 1) 





tan.r 


— 1_ 


所以 


原式 


(2) 原式 ==Hm[l + (cosx — l)] 1 


/fcos,r — 1) * ( 一 1) 




(3 ) 原式 


V\t 


— 1/2 


而 

所以 


(4) 赋 = lim 

sin.r — sina 
(jt — a)s\na 


smx — sina 
si at ； 


siiw/(si 】 i ，一 sirw) • (siiu —siiu)/[( ^ —cikiiW- 


2cos(.r + “）/2 • sin(x 

(x — a) sina 


a)/2 


cota j 


原式 


col*/ 


此类题可以转化为下述命题来解 . 

若 /(X) 与 g(x) 是定义在（一 OC ， + OC) 上的两个函数，且 


lim/(x) = 0，lim 片（了 ) 

士 OC ) ，则 


， lim[/0)g0)] = a (a 为有限数或 


lim[l + /⑴]…) 


lini[A*r)^(j-)] j 

= e , 
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㈣ 求史 

解将原式分解后凑成重要极限形式 _ 


原式 


^* + *1 


r u + 幻小 • u. + by^ l} 

(x + ^ + bV +tI • Cr + ^ + bY +b 



lim 1/ 1 + 


r+t/ 


JT + 厶 


x -{- a 


1 + 


x + 石 


u + 心） 


M 


秦 




例 12 求 lim [(x +2)ln(x +2) —20 +l)ln (: r +1) +jrln ： cjr. 

jr-^foo ^ 

解将原式进行拆、拼变形 , 化为重要极限形式 . 

原式 = lim [Cr + l)ln , X xTn 2 + ln(x + 2) 

X-* + co 十 1 ) 


(jt + l)lnx — ln:r]j ： 


lim (x + l)ln 


(x + 2 )jt 

(x + l ) 2 


In 


lim I (:r 


)ln ( 1_ Cx + D 2 )] +in ( 1 + 


lim ln< i _ 


0 + 1 ) 


VP 

I 


u+i>- 


-(JT+l) 


I ■ ■ ■ ■ ■ 

JT +1 




0 + 1) 


+ lim In 1 H - 

jr 一 + o* JC 

In e— 1 + In e 2 =- 


72*2 


1 + 2 


二、无穷小置与无穷大量 
例 13 证明下列关系式 


( 1 ) 



tanx — Vl sinjr 


\r 3 (jr -► 0 )； 


( 2 ) 



\f~X ~ sflc (jr 


解按定义求极限 . 


(1) lim 


.1 〜 * 0 


1 + tan.r — 71 + sin :， 

*r 3 /4 


蠢 
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v tanx 

hm - — 

0 x 3 ( \/l + tan.r 


sinjr 


vT+siru™ )/4 

,, sin.r (1 — cosx) 

iim - —— . .• — - 

0 jr^ COST ( /1 + tan,r + V\ sinjr)/4 
x • x 2 /2 

lim -— = 

x-o x /2 


(2) Iim 



X 



1 




X 


JT 




X 



X 


3 


h 


所以，题 （ 1) 、 题 (2) 所示关系式成立 . 

例;14 设 /( x ) 和 g { x ) 分别是关于 j : _ a 的/>级和 g 级无 
穷小 ，求 /O) 士 尽 O) ， /(.r) 片 ( jc ) ，/(. 2 ：)/尽 0 )关于 x — a 的无穷 
小的级 . 


解 设 lini 


/(x) 


X—►li 


(x — a) p 
tr — a) 


a 乒0 , iim T K -]^ = ^ 0 . 


JC-^U 


lim 


/( 


JT 


(jt — a) p 


(jr 


土 - ay-- f . 


(jt — a ) 


因为 


Iim ■:: ~) (jt — u ) ^ 


x- 


U - a ) 


p 


lim , g(x \ (x — aY~ l 




x — a) q 


0, 

汉， 

0, 

/?， 


< 户， 

= />， 
< q ， 

= q ， 


故 


P = min(p ， q) <(/， 
q = min(pjq) < p m 


Hm fix) ±g{x) = |#0 ，卜 

n (’ 一 a y {^? t = 

贝 ！] 7 ( 了）士 g(jr) 是关于 jt — a 的 /(/ = mln(p,g)) 阶无穷小 . 

当 /> = <7 时，有 


lim 


ftr) + g(^r) 




(t — €l) 


P 


a 


/? # 0 (a 十 /9 尹 0 ) ， 


这时 /(x) 士 gtr) 是关于 : r — “的 p(p = q) 阶无穷小 * 




只 (T) 


(1 — a) tl 


⑹ 美 0, 
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秦 


故 fMgtr) 是关于 U _ d 的 ；> + g 阶无穷小 * 


(3) lira 


/ M / gU ) — lim /(，) 




j 


妗0, 


(.r — a、 p — q x-a (.r — a) p l (jt — 

故 f ( x )/ gU ) 是关于 (x — U 、 的 P - q 、 p > 阶无穷小 • 

例 15 证 明：当 X —« 时，有 

(1) o [/(. r )] • o ^ gix )'] = o\_f ix ) g { x )~\ i 

(2) 0[/(x)] * O [ 芨 O)] = 0[/( 、 r) 幺 O)]; 

(3) o {0[/0)]} = o [/( x )]； 

(4) 0{ o [/( x )]} = o\_f ( x )]. 

其中〃 [/ O )] 表示是关于 / Cr ) 的高阶无穷小 , O [/0 r )] 表示是关 
于 /( x ) 的高阶无穷大. 

证 (1) lim o[Z(f)>[，？)] ^ Vim oIf^^lgjxy] = 

/(了）尽 Cr ) n fir ) 


故 


故 


故 


故 


jr-^4 


o[/(x)]o[g(j：)] = 0 [/(jr)gCr)]. 

(2) lin/2[Z^M£(£>] M[m 9Lf ^p • Qlg^cp =A ^ 

^ j KX)gKJ0) mi J (x) ^(jt) 

G[/(i)] • 0[^(x)] = o[/o) 片 o)] 

(3) Urn 逆 ㈣ 上 = lim 9LfOQl = 




/⑴ _ v^v o [/(，)] 

[/( 工 ）] } = ^[/(x)]* 


/(X) 


0, 


(4) lim 吵晚 ) ]} = l im 兒 ] } • 




/(X) 一口： o[/(x)] 
0{^[/(^)]} = o [/(:)]. 

例 16 利用等价无穷小代换求下列极限 


/(x) 


0, 


(1) lim 

•r 一 2 托 


yi(x — 2 丌 ) 2 — 1 

1 —— cosx 


⑵! l n j 


e 


r/3 



(3) linur( v^j ： 3 + X — V — x) ； (4)lim — 


2x) 
jrtan 4 了 


jp -瓣 co 


_ 2 ，o sin 3 jr(l 一 cosx) 


(5) lim 

广 * *0 


Vl + tanx — ^/l — tanx 


e r — 1 


(6) lim 


1 — cos.r 2 




jrsinx 


3 


解 （1 ) 因为 + (x — 2 丌） 




1 + - U -2 ^)M 


COS 
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=1 — cos (2 兀 一. r ) 〜（2开 一 x ) z /2 = (jt ~ 2兀）:72,所以 


lim 

x-* 2 n 


1 ■*{" — 2^)" — 1 


1 — COSX 


lim 


(: r — 2^) 2 /n 2 


JT 


-2* (JT — 2 丌） V2 


n 


(2) 因为 x 〜1 + 7 ， e r/3 〜1 + 要， ln(l + 2 t) 〜 2 工， 


所以 


lim 


vlHh 


x — e 


X 


/3 




0 ln(l + 2.r) 


:一 1 + x /2 — 1 — jt /3 =丄 

= 12* 


lim 

j*—0 


2 x 


(3) 


limj：( v^ 3 x 


v ^ x 3 — x ) 


X- 




3 / -- 


3 / - r 、 

_ 

limx 2 


A / 1 H - 2 — 1 

— 

L i i 

A / X 9 丄 



L 

t V J 


L V X 2 J 

」 



因为 a/ 1 — 


x 


1 


3 工 2 ’ 



1 - 




1 — 所以 


limjr( v^,r 3 + x — %/!r 3 — x) — lim 


JT- 


X' 


3 jo 

2x z 2 

3x 2 3 • 


(4) 因为 tan 4 了 〜： r 4 ，l — cosjt 


X 


， sin 3 x 〜： r 3 , 所以 


lim — 


ortan 4 jr 


sin 3 .r(l — cosx) 


lim 


x * x 


X 




工72 


2 + 


(5) 因为 + tanjr 〜 1 

工，所以 



x 


, y/l — tarur 〜 1 — 吞 ，— 1 


lim 

jr-*0 


/r 


tanT — /I — tanjr = lim 1 + x/2 — 1 + x/2 = 

e" — 1 — o x = 丄 . 


(6 ) 因为 1 _ cosx 2 


x 


4 


sin . r 3 〜 x 3 ，所以 


lim 


1 




2 

cos.r 2 


‘3 


lim 


: r 4 /2 


jr-to .rsin.r x • x 

例 17 利用等价无穷小求下列 极限: 

1 - n/cos^t 


⑴ lim 


x~* 0 ^ jC 


_ (1 — COS yjc ) 


(2) limcotx 

j—*0 


smx x 
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“、” 3sinx + jr 2 cos(l/x) 

( 3 ) （l +coWrnUU 


(4) lim 


xtanx 


解 


(1) 原式 =lim - 

■i-o+ x(l 

= 备 lim 一 

^ jtr-* 0 ^ JC 


0 


1 — cosx 
cos ^/~r )(1 
x z /2 

(/ T ) 2 /2 • 1 



Vcosjt) 


(2 ) 原式 
因为 r — 


j. cosx j' — sin.r 
lim --:- 


o smx xsmx 


0 时 ， sinjr 


x =>x — stnx 


^smx 


所以 


原式 =Um 


x 3 /3! 


cosx 


(3) 原式 =lim 


lim - 

j—o L 


3sinx + jt 2 cos(1/j ：) 
2ln(l + jt) 

1 / 3sinx , 1 


.rcos 


以 


因为 linucos — 是无穷小与有界量的乘积，故 

r-^0 JO 


lim 


3sin.7 ： -\- x 2 cos(l/x) 
(1 + cosx)ln(l -f x) 


4 + 0 


(4) 原式 =lim 


tanx 


因为 x 


卜 o x tanx 

Jr *〗 

0 时 ， tan«r 〜 jt + =>tanjr — jr 〜 —,tanx 


了，所 


lim 一 

i JT 


_L_)^ lim 4!Zl = I 

•rtan.r r • x 3 


例 18 已知 lim i + a: + 6 = 5 ，求的值 . 

i 一 i jc —— 丄 


解 由极限与无穷小量的关系，得 


3 + c/.r 2 


x — 1 



々（• r ) ， 


其中 


X 1 

a ( x ) - ► 0, 
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故 


limj " 3 


ax 


9 



lim(x — 1)(5 + ^O)) 


limjr 3 


ax 



1 + u + 6=>1 + a + 6 = 0, 


于是 


lim 


ax 



jo — 1 


lim 


UjC 2 — (1 + a 

x — 1 


lim 


( x 3 


1) + “ ( jo 2 — 1) 
X — l 


所以 


lirnx 2 + + 1 + ax + a = 2a + 3 

,r-*l 

a = \j b = - 1 —— a 


例 19 求 1 im cos 



Asin 


►co 


解 


今 " cos — + Asin — 

n n 


，: T 尹 （)• 


上，则 


n 


cos 



Asia - 1 

n 


Xx 


sin(jr//0 


1 — cos(jr/n) 


x/n 


x/n 


/ 

x/n 


所以 


(jr/n) 2 /2 

- T - 

x/n 

lim Jr,, = Ajt. 


又 


cos 


Asin 


X n / X r t l T - 

1 + - 
；/ 


故 


lim 


M 


JC t . . x 

cos - h Asm —— 

n n 




例 20 设当 x — 0 时 ， （1 + 虹 2 ) 1/3 — 1 与 cosjt - 1 是等价 


无穷小，求常数 a. 

解 因为当 r — 0 时， 1 一 cost 〜 jt 2 /2 ， （1 + ax 2 ) in 
ax 2 /3 , 所以 


lim - ( - 1 + ffx2), 

x-0 COSJT — 1 


1/3 


JT^O — r/2 


2 a /3 


从而 


a =- 3/2. 


例 21 求下列 极限 : 
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(1) lim 


ln(scc.r 4 - tarur) 


triii.r 


si n.r 


(2) l , L n Jt ^ 




sin,r 


(3) lim .r 2 (a 






In 


解 （ 1) 原式 =lim 


lim 

•r—O 


]+sin.r 
cosjt 


sin.r 


r cosjr(e 5mT — 1) 

' r^l sin'r(l — cosW 


ln(l +sin.r) — In cost 

lim -:- 

_r-o sin.r 


ln(l + sin.r) 


sinjr 


1 In cos\r 

— lim ——:- 

2 a 一 o sinx 


因为当 x —0 时， ln(l +sinx) 〜 sin：r 〜 jr，ln coslr = ln(l — sin 2 ^: 




sm'r 


，所以 


ln(secx + tanx) v x 
lim - : - = lim —— 

x—**o sim x— ^ 


ilim ^ 


1 - h 0 


(2) 原式 =lime sini 


taux —smjr 


0 


tanx — sm.r 


因为当 .r—0 时 ， d 


anj — sin.r 


— 1 〜 tan.r — sinx ， 所以 


tail./ _ ^smjr *ranj：— smx 

lim - ■": — = lime 纽 • lim -:— 

tan.r — sinx tanx — sm,r 


sinjr 


e° * 




(3) 原式 =lima 1/(r+1> - 


i/j— 1/t.i + i > 


—1 


(l/i) 


lima 


l / O - hl ) 广 +1) - 1 


(1/r) 


因为当 了 ― +oo 时 ， p 〜 xU+1) ，“ "〜+” 一 1 


ocix + 1) 


\na 




Inu ， 所以 


lim x z (a 


\/jT 


l / U + l > 


j -* -h 


1；w ^ 1 /u+n (l/jr 2 )lna 
lim (x / j 2 \ 

C + co ( l/i ) 

1 • Ina = \na. 


(4) 因为当 t —0 时， — 1 〜 sinjr 〜 x，l — cosx 


，所以 


r cos^Ce — 1 ) 4 x A 

lim ~ —-- = limcosjr - ~rr 

x-o sin\r(l — cosx) r • xr/2 


例 22 设 —R 是两个函数，且 V xG Z ， /(x)> 
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0 ,则称形如 /(. r )_ 的函数为幂指函数.若 lim / Cr ) = l , lim ^(. 
=⑺，则称极限 li m /(. r ) w 属于1~型不等式，可以利用等式 

fCr) K(r) = e e<j)lnfu) 

转化为0 * 00 型未定式 ^( x ) ln /( x ) 的极限 问题. 

(1) 设 h ( x ) 〜 aU )， 证 明：若 lim/Cr) 〜 ⑺存在 ，则 

lim/UW) = lim/(.r)^ u \ 

(2) 若 limlru: = ln:r ❶ ，证明 ：若 lim/(x) = a > 0， lim 尽 O) 


x~*x 




IJ 




0 


办，则 


lim f {x) g< 


a l \ 




0 


(3) 求下列极限 


1° lim(l — sxnx ) l/jr ； 


2° lim cos 


j -* 0 




证 （1) 若 limfuy ^ 存在，贝 u lim (樹 u ) 存在，即 
lim ^ 1 ( jr ) ln /( x ) 存在.由等价无穷小代换得 


所以 

即 


\img 2 (jr)\nf (x) = lim^ 1 (x)ln/(x) , 
lim 々 ⑷ 1 _ = li m e ^ u)ln/u) , 




lim f (x) gz 


lim f CT) gliJC \ 


(2) 令 flrr U) =) ，，则 In )，= 片 U ) ln / U ) ，故有 

liming = lim 尺 0) ln /0)， 


0 


a 


即 

从而 


ln( iini)，）= lim^(.r) limln/O )， 


0 




0 




0 


ln ( Yimf (x) k<T) ) = Mna => lim f{xY U) — 

X ^ X iS 


(3) 1° 因为 lim(l — sinx) 1/;r = lime ’ 1 ⑴ '而 

^r-*0 0 


lim t - n(1 ~ sinx) = lim 

x—0 JT jr—0 X 


一 1， 


故 


Iim(l — smx) 




2 a 因为 lim cos 


i ^ rln co^ — 

lime "，M 
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In 


lim.r 2 ln cos 


1 + 


cos 


X 





X 


\l oc l 


cos - 1 


lim 


X 


- (1/ x 2 ) - 1/2 


CO 


\/x 


1/ x 2 


2 


故 


lim 


cos 


X 


e 


-i/2 


第四节 连续函数 


主要内容 

1. 函数/在点 x 。 连续的三个等价 定义： 

(1) 函数/在卩0。）有定义，且 lim /( x ) = /(X。). 

t —'► r 

tl 

(2) lim ^ = 0, 其中 △)' 二 /Oq + Ax) — /(x。)* 

Ar-*-0 

(3) V e > 0,3 ^ > 0,使得当 1 x — j " 0 1 < 3 时，总有 

I / O ) — / O 0 ) I < e. 

2. 设函数 / 在 f /+ ( x 。） （或 (x 。）） 内有定义，且 

lini/(x) — /O 。） （或 iim/O) = /Or 。）） ， 

， r—J^ x -* j ~ 

则称函数 / 在点 A 右连续（或左连续). 

函数/在点 A 连续的充要条件是 ：函数 /在点左、右连续. 

3. 若函数/在点^不连续，则称&为/的间断点. 

(1) 在 A 处/左、右极限都存在的间断点称为第一类间断点， 

包括 

1°可去间断点 存在 lim /( x ) =小但/在&无定义，或 

/( x 0 ) ^=- A . 
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2° 跳跃间断点 在心左 、右极限存在，但 lim / Cr ) 关 

lim /O). 

j u f) 

(2) 在 . r 。 处 / 左、右极限至少有一个不存在的间断点称为第 
二类间断点. 

4. 若函数/在区间/上每一点都连续，则称/为/上的连续函 

数. 

5. 连续函数的局部性质 

(1) 局部有界性若函数/在 A 连续，则函数/在 x 。 的某邻 
域内有界. 

(2) 局部保号性若函数/在 A 连续，且 /( x Q )#0, 则/在 
^0的某邻域内与 / U 。） 同号.且3 y > 0,使在 t / Cr Q ) 内， I / O ) I > 
/ > 0. 

(3) 四则运算若函数/，发在点 x 。 都连续，则/ 士 

f/g (发(工。）古 0) 在工。仍连续. 

( 4 ) 复合性若函数/在点 A 连续，# 在点％ 连续，且= 
/(1。），则复合函数/»兒在工。连续. 

6. 有界性定理若函数/在 [ a ，6] 上连续，则/在 [ a ,/ 7 ] 上有 

界. 

7. 最值定理若函数/ 在! >,幻上连续，则/在[>,6]上取得 
最大值和最小值. 

8. 介值性定理若函数/在0，幻上连续， 々，_ r 2 e |>,6],且 
/0!) 关 /( X 2 )， 则/可取到介于 / Cn ) 与/0 2 )之间的每一个值. 

若函数/在0,6]上连续，且/(幻与/(幻异号，则在内 
至少存在一点： T 。， 使/( X 。）= 0. 

9. 反函数连续性定理若函数/在[>，/，]上严格单调增加(或 

单调减少）且连续，则反函数/- 1 在其相应定义域 [/ U )，/(6)] (或 
\_ fib ) ，/ (< a )]) 上连续. 

10. 设函数/定义在/上 ，V e >0,3 5>0,使对于一切 y ， X" 
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e /，只要 U " — <沒，就有 1/( 〆） — I < e . 则称 / 在 7 

上一致连续. 

11. 一 致连续性定理若函数/在[“，/，]上连续，则在/上一 
致连续. 


疑难解析 

1. 为什么要研究连续函数？ 

答 连续函数有许多 优点： 

(1) 有广泛的应用.自然界和科学技术中的许多问题可以用 
连续函数来描述. 

(2) 有优良的局部性质.当我们研究一点 A 附近（某邻域内） 
函数性质时，连续函数的局部有界性与局部保号性会给研究以很 
大的便利. 

(3) 便于计算函数的极限.当函数连续时，极限记号与函数记 
号可以 交换； 即运算“/”与 “ lim ” 可以交换顺序 ， lim / Cr ) = 
/[ limx ]. 尤其在复合函数情形时效果更为显著. 

(4) 闭区间上连续函数具有优良的整体性质，如有界性、取最 
值性、介值性和一致连续性.数学分析中很多问题的研究证明要应 
用这些性质来进行. 

2. 在区间上函数/连续与一致连续有什么不同？ 

答 在区间上函数连续与一致连续有重大的差别.从两者定 
义上可以看出 ：对于 /连续来说，当 e 给定时，对不同的 . r €/， 相应 
的占不仅与 e 有关， 还与： r 有关;而对于/一致连续情形，当 e 给定 
时，相应的8只与 e 有关而与 . r 无关. 

连续函数在区间/上的一致连续性是函 数在/ 上整体变化情 
况的一种衡量.如果连续函数的图像在每个局部都比较平缓，即其 
陡势受到控制，函数可能是一致连续，所以可以通过图像对函数的 
一致连续性作一初步估计. 
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方法、技巧与典型例题分析 


连续性和一致连续性概念是数学分析的主要理论基础，因此， 
利用连续性和一致连续性来证明命题，是检验对概念的理解程度 
好坏的方法.一般都采用直接证明的方法进行，有时也采用反证法 
进行. 

_、连续函数概念的命题 

例1 设函数 /(. r ) 对一切€ / ,满足等式/(々 + x 2 ) = 
工 ' ) 十 / U 2 ) ， 且 / U ) 在 z = 0连续， 证明: / Cr ) 在任意 e /连 
续. 

证 在等式 /(-Ti + J * 2 ) = fix ^) 4 - /( x 2 ) 中令 x 2 = 0,则 

fix x ) — /(，!）+ /(0)^/(0) = 0. 

又由 /(X) 在 x = 0 的连续性，有 lim /( Ar ) =/(0) =0.而由 

0 

所给等式 

/(，o + △:) — /(jt 0 ) = /(x 0 ) + /(A.r) — ftr 0 ) = /(Ax), 

取 △•r —0 的极限，即得 

lim/Xr 0 + Ajc) — f{x^) = lim/^(A*r) = 0, 

么卜 0 

所以 ，/ Cr ) 在任意点 J ： 0 G / 连续. 

例 2 设 / O ) 在 : c = x 0 连续，且 /( x 0 )>0, 证明 ：3 占 >0, 
当 | X — x 0 1 < 3时，/ ( x ) > 0. 

证取£ = /(.7" 0 )>0,则由于 /( JT ) 在 JT = 了 0 连续，3 
0,使得当 | j : — x 0 1 < 沒时，有 I / O ) — / Cr 0 ) 丨 < £ = /( x 0 ). 从而 

f(jr) > /O 0 ) — /(x 0 ) = 0. 

例3设函数/在[>，幻上连续，证 明： 

(1) 若对任何有理数 re 有 / O ) = 0,则在0,幻上， 

fix ') ^ 0 . 

(2) 若对任何有理数 [“/ lUnCqA / cnx / CQ )， 
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则 / 在 [ a ，幻上严格递增 • 

证 （ 1 ) 对任何无理数 . r 。 6 |> ， 彡 ] ， 取有理点列 { } C 

[ a ，办]，使厂„ — . r 0 Oi — + % ) ，则 

/(.r 0 ) = lim fir,,') = 0. 

/i —► + co 

由 - r 。 的任意性和 / O ) = 0 知 ，/0) = 0. 

( 2) 对任意 A ，. r 2 6 U ， ZO ，々<々，取有理数 6 

( j - lt jr 2 ), r , < r 2 , 则由 / 的连续性知，对 e = y [/( r 2 ) — f ( n )]> 

0,彐占 > 0( 可设 3 = mini ?-! — x x , sc 2 — r 2 }) ，使对于 〆 a 6 (工 1 ，丁 1 

+ 占）及 K € O2 — ^2)， 且 ^*i > r \ 为有理数，有 

fUx ) < fir \ ) + €, /Cr 2 ) > /«) — £• 

因为 M <〜 < r 2 <4, 故由/在有理点上的严格递增和上面给出 
的不等式，有 

/ Oi ) </(/-;) 十 e </( n ) +e ^ fir 2 ) — e〈f 0 J 2 、— e </( x 2 )， 
由 x , < jt 2 和 ，. r 2 的任意性知， / 在 [ a ，6] 上严格递增. 

例4 证明： 若函数/ 和发是 连续的，则函数史 = min {/， d 和 
中= max {/,^} 也是连续的. 

证 （1) V 了。6八若 / O 。） #片 O 。） ，不妨设/(^) >疋(工 0 )， 

由/和#的连续性得 

lim [/( x ) — ^(. r )] = / O 0 ) — gO 0 ) 〉0， 

r—* r 

U 

即 V e >0,3 3>0 当 k - x 0 | 时，总有 

/(^)—片(：）> 0，即 fix ) !> g ( x ). 

所以，当 u ’ 一 * r 。 | < 3时，有 

< pi ^ o ) = min {/( x ) yg ( x )} = g (^) 

和 — 炉 Oo) I = \gCr) — g(x 0 ) I < e, 

即 limpO ) = < p ( x 0 ), 

所以，当 /( x 0 ) ^ gtr 0 ) 时， fO ) 在 . r 。 连续， 

若 / O 。）= g ( x 。） ，则 9?( j : 0 ) = / Cr 0 )= 《( X 。），由 f 和 g 的连 
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续性知 ， V e > 0,3 3>0,当 |.r - . T 0 | <3时， 

l/(.r) — < p (. r 0 ) I = |/(.r) — / (.r 0 ) | < £ 

与 — <ptr 0 ) I = | 只 _0) — /f(-r 0 ) I < e 

同时成立，于是 |?( x ) — 9>( x 0 ) I < e 成立. 所以 /(- r 0 ) = # O q ) 时， 
9?( x ) 在: r 。 也连续. 

由1。的任意性知， mm{f , g ) 是连续函数. 

(2) 类似可证.请读者一试 • 

例5 区间（〃，/0内单调函数的不连续点必为第一类间断点. 
证设 / U ) 在 ( a ， 幻内单调增加（单调减少可类似证明）.任 
取心6 (“ 4)，则集合 {/(. r ) |*re («，. r 。）} 有上界，且为上确界，记 
为° 1 = 5 叩{>/(. : ^)|' ： ^€ ( a ， x 。）}. 对一切: ( a ，. r G )， f _/(： r )< a , 
而 V £ > 0，3工’ 6 (a ， jt 0 ) ，使得 fix ' ) > a — e 成立. 取汐 = 
， r 。 一 y > 0，则当 _ S 〉 .r — . r 。 < 0时，有: r ' < *r < : r 。 ，于是，有 

— £ <C fix ') — a ^ /(.r) — ^ ^ 0. 

即 lim fix ') — a . 

7—► r 

类似可证 lim / U ) = /?，其中 

^ = inf {/(.r) \jt G ( x 0 ,6) }. 

以上两式说 明：若 . r 。是单调函数在 ( a ， 6 ) 内的间断点，必为第 
一类间断点中的跳跃间断点. 

例6设函数 /( x ) 在 x = 0 连续，且/(0) = 0,已知 \ gU ) \ 
< 1/0)1， 证明： 函数发 Or ) 在 J ： = 0也连续. 

证因为 UK . r )| < |/( x )|， 所以 |^(0) | < |/(0) | = 0,即 
片 （0) = 0. 又 lim / (: r ) = /(0) = 0,即 lim |/( x ) 丨= 0,于是，有 

1-* 0 J ， 一 0 

0 < i^(^) j < I/O) | < 0 (JT — 0), 

由迫敛性知 , lim ^( x ) = 0 = #(0)，所以 gtr ) 在 x = 0连续. 

.1-^0 

例7 设函数/在(“,6)内每一点处的左、右极限都存在，又 
V 6 { a ， b ) ，有 
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/(■^ y ^ j ^ yC / Cr ) +/()，)]， 

证明： / 在 (《 A ) 内连续. 

证 V 6 (<^，/，），记/«)= A + ，/ ( jr <7 ) = / I - .以下证明 

/!+= A ~= / O 0 ). 

在不等式中令 x = x 。， 分别取 — 4与 : V — 4时的极限，得 


乂 + < jfM + 

^ ~ ^ +7'(工）+ 香 ， 


T</U 0 )， 


在不等式中又令 t = x 。 + = ^。 一 △，取 △ — 0时的极限，得 


A ~). ，， 

于是 Z + = A " = /(々).由了。的任意性知，/0)在 ( a ，6) 内连续. 

题给不等式是 U ，6) 内/为凸函数的条件，因此本例又 说明: 
对于凸函数/，只要在 U ,6) 内每一点存在左、右极限，则必为连续 
函数. 

例8 证 明：若 / Cr ) 在（一 oo , + CX 3) 内连续，且 lim / Cr ) 存 

►OO 

在，则/( I )在（一 00，+ OC ) 内必有界. 

证 令 lim fix ) = 木则 v £>0,3 X >0, 只要 | x | >X ， 

+ CO 

就有 I fix ) — A I <C e ， 也就是 /! — e <C f (. or ) <C <4 + e . 

由于 / O ) 在[一 X , X ] 上连续，则由有界性定理， 3 M , 使 
I / O ) 丨 < M . 因而若取 iV = max { M ，\ A — e \ ,\A + e |} ，一定有 

I / O ) I ^ M ,.r G (—03, + oo ). 

例 9 设 /( r ) 是定义在 （一 co , + w ) 上的实函数，且满足: 
f ( a ) < c < /(&)，则在“ J 间存在一个 X ，使 / Cr ) = r ，且当 r 为 
有理数时，满足 / O ) = r 的 i 组成一个闭集.证明 ： /是连续函数. 
证 用反证法.若 / Cr ) 在(- oo , + co ) 上不连续，则 
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彐及点列，使 

l /(- r n ) — /(. r 0 ) I > € 0 (« = 1，2,…）， 

即 /(.rj < /(. To ) - e 或 / Cr „) > /(々）+ £. 

若有无穷多个点 U ,)， 使 / U „,.) </ Or 。）一 e 。， 则彐有理数 
，'，使 

< r ； < /0 0 ) (，. = 1，2,…）. 

I 

由题设知，3芒，，使$在与^»,+之间，有 r = /(D (/ sU ， …）， 
而 {$ } 为一个闭集.故 lini 乞= X 。6 { c ,}. 从而 /( x 0 ) — r ,， 推出矛 

►oo 

盾. 

对于若有无穷多个点，使 /(> r n ) > /( X 。）+ e 的情况，可 
以用类似方法推出矛盾. ； 

综上所述知， / Cr ) 是（一 oo , + oo ) 上的连续函数. 

例 10 设/是不为常数的连续周期函数，证 明: /必有最小正 
周期. 

证 设/的正周期的集合为了 = { fk 为/正周期显然 inf：T 
= 6( 因为了有下界 0). 

设/。>0,根据确界的性质，存在 U „} C 7\ 使 lirm „ = /。. 则由/ 

u —CO 

的连续性 ，V ^ 6 R ， 有 

fix + / 0 ) = lim/o + O = /( 了）， 

^-►oo 

所以山是/的周期. 

用反证法证美0•若 f Q = 0,则 lim & = 0.即 V x 6 R ，3 { x „} 

—x ( x rt = k n . T n + /•„，" = l ，2，“-_ 其中怂 为整数 ， o < 〜 < G ) .于 
是，由 / 的连续性 

/(工）= lim / O ,,) = lim /(々"/ w ) = /(0)， 

，卜 *co rt-*-co 

即 fM = /(0)，与假设矛盾，故 f 。 > 0_ 

由于/。是/的正周期下界，且 〖。: >0,所以/。是/最小正周期. 
例 11 设 / O ) 在(0，1)内有定义,且函数 e l /( x ) 与 e _/u> 在 
(0,1) 内都是单调不减的. 证明: / Cr ) 在(0，1)内连续. 
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证 先证 3 a e ( o ， i )， 左、右极限存在，再证它们相等. 

V . r 。 € (0，1)，因 e - /Ll> 单调不减，故 时， e_ /(7 ° > 

e - / fr '- , => e /, ^ ) > e / o > ,/(. T 0 ) >/ Cr ) ，即 / Cr ) 单调递减.所以，对于 
• r 0 6 (0， l )，/( x 。 + 0) ， fU 0 - 0) 都存在. 

又由 e ^/(- r ) 单调不减 知：当 :r > x 0 ,e T /(jr) ^ e ^/ k 。） ，令 r 
— 4 ，贝！ jeVCr 。 + 0 ) ^ € x /( x 0 )=>/( x 0 + 0) >/0。).在前段中， 
令 x — : r ^ ■，得 /(. r 0 ) ^/( jt 0 -}- 0) ，故有 /(^ 0 ) = f(x 0 + 0). 类似 

可证 f i^：o — 0) = 从而知/"(了）在 j :。 连续.由 x 。 的任意性， 

确认 / U ) 在(0，1)内连续. 

例12 证明： 对于黎曼函数 

WJ 去，当1 = |为既约分数， q > 0 , 

Kkx ) = s V Q 

0, 当 . t 为无理数及零， 0<. r < l . 

穴 O ) 在无理点上连续，在有理点上间断. 

证任取 x 。^ (0，1)，则 V e >0, 由无理点的稠密性，只有有 

限个正整数9 < +. 即在（0，1)中，只有有限个有理点使 

^( f ) ""'g >e * 于是， 3 及>0,使在 (x 。 — 8 ^o + 8 ) 中没有有理 

点 rCr 关 jr 。）， 出现沢 O ) 从而，当0< |jt — JT 0 1 <5时，恒有 

|/? Cr ) | < e , 即 lim /? (: r ) = 0. 

若是无理点，则由 RCz 0 ) = 0 知，尺 Or) 在 : r 。 连续; 若 j :。 是 

有理点，则由 R ( jt 0 ) = ^■关0知， /?( x ) 在 _ r 。 间断. 

例 13 设 / Cr)V x e (_ 00 , + 00 ), 有 / U 2 ) = / U )， 且 
/ U ) 在 x = 0和 I = 1连续，证明 : / Cr ) 在（一 oo , - {- oo )为常数. 
证 当 > 0时，因为 fix 1 ) = /(X )， 所以 

/ U ) = / Or " 2 ) = - = /( W ) =…， 

故 fU ) = lim /( x l/2M ) = /( limjc 1/2w ) = /( i ). 

CO 
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当： r <0 时，可得 / U ) =/0 r 2 ) =/(1)(此时工 2 >0乂 
当 ： r = 0时，/(0) = lim /( x ) = /( I ). 


JT—0 


综上所述知，/( X ) = /( I ). 

例 14 确定的值，使 / O ) = _^)(^_ 1) 

断点 .r = 0和可去间断点 x = 

解 要1 = 0为无穷间断点，应有 

r 1 1 * (x — “）（x — 1) a 

故当 a = 0,6 7^1 时 ， :c = 0 为无穷间断点. 

要 I = 1为可去间断点，应有 

I e T — b _ y e(e x ~ l — b/e) 

(x — a)(x — 1) x^i (x — a) (x — 1) 


有无穷间 


1 -b 


lim — 

JT~^1 oc 


-r—1 


1 =^ 


l^>b 


所以，应有 a = Ojb = e . 

例 IS 讨论下面函数的连续性 


fix) 


1/(1 — e"( x — n ) ， X^ly 


若有间断点，指出其类型. 


解在 


0与 : r = l ，/( x ) 无定义，所以 


0和 x = 1是 


间断点.在其它点 / U ) 连续.因为 


lim l/( 

►厂 


■/Cjt- 


X) ) 




， lim l/( 
,+ / 


.j/Cj—1) 


) = 0 . 


lim l/( 1 — e"。- 1 〉）= + oo ， 


lim 


r-^0 


/(1 — e: /u_1 )}= 


所以， x = l 是第一类间断点（跳跃间断点）， 
(无穷间断点）. 


0是第二类间断点 


例 16 已知化[|^- ( 似+ 办)] = 0 ,求 a ，6 的值 
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解 因为 


fix) 


•r 2 + 1 


— (a:r + b) 


(1 — a) jo 2 — (a + b)jr 


1 — {ax + b )( 


1) 



而 


lim 


(1 — a)x z — (a + h)x +1 — b 




所以，必有 1 




: r + 1 

0 ( 否则 lim/(:r) 


^=>a 


= 0, 

1 •又 


a + b = 0( 否则 lim/(x) =— (a + 6) / 0)=>6 = — a =— 


JT-^OO 


综上所述知，要使等式成立，必须使《 = 1^ = -1. 

由 ^— (ajc + 6)] — 0的几何意义是:直线 



6是函数 gCr ) 曲线的斜渐近线.故此例说明，函数 〆 _ r ) 




以 y == :r — 1为斜渐近线. 


二、闭区间上的连续函数 

例 17 证明： 若函数 /O) 在[>,幻上每个函数值恰好取得两 
次，则函数 /U) 在 [a ， 6] 上不连续 . 

证用反证法和闭区间上连续函数的介值定理证明 . 设/在 
[a ， A] 上连续，则有惟一的 c 6 [a ， 6] ， 使 /(a) = /( 〃 ). 为简单计， 
设 c = 6 ,则 /(«) = fib). 

V x 6 (a ， b ) ，有 /(.r) < /(a ) 或 

fix) > /(a ) •取 /(jt) > /(«)(/(.r ) 〈 

/( 幻类似 可证），则 /(a ) = /(6) 是 / 在 
l> ，〃 ] 上的最小值 m. 由 / 的连续性， / 在 
0 ，幻必有最大值 M ， 依题设有 X" e 

[a ， 心]，且 *r < ，使 /(.r) — f(y) = 

M ( 见图 2.2). 图 2. 2 

而 / 在 tr ， jy] 上连续，故在 Oc) 内 / 有最小值， " 〖，使 ”/ <;"】 
<A/ • 则 V [ 叫，从 ] ，依连续函数的介值定理，在 |> ，工]， 
[> ， JV] ， [ ： V ， 6] 内至少各有一点 p ， ( ！ ， t- 存在，使 
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/(/>)= fW = /o) = 7. 


推出与题设相矛盾.故可确定， / 在 [«，6] 上不是连续函数. 

例18 设 / Cz ) 在|>，幻上连续， a < r < J <心证明 :对 任意 
正数/>和 q ， 至少有一安€ [r，d， 使 

pfic ) + qf ( d ) = ( 户 + 

证因 [ rW] C 0,6]，所以/在 [c，d] 上连续，必在 [c，J] 上 
有最大值 M 与最小值 m， 使 

m < /(c) < M，m < f(d) < M. 

又因/>>0，<?>0，所以 

P，n ^ pf (, c ) ^ pM , gm ^ qf ( d ) ^ qM , 

得 （/ > + g)w ^ / >/(c) + qf(d) ^ (/> + q)M, 

P + <J 

于是，依闭区间上连续函数的介值定理，在上至少有 一点夂 
使 

/( 芒） = pf^ + W) 

P + q ' 

从而有 p /( c ) -\- qfid ) ~ (/> + ?)/(?). 

例19设函数 / Cr) 在[0,2«]上连续，且/(0) = /(2a)， 证 
明：在[0，《]上至少存在 一 '点$，使 /(€) =八*!： + ii). 

证令 FCr) = fix ) 一 /O+ a)， 则由 /(_r) 在 [0,2a] 上连 
续知 ，/U + a) 在 [0w] 上连续，所以 F(x) 在[0，《]上连续.由于 

F(0) -= /(0) - /(a), 

FU) = f ( a ) ― /(2a) =— [/(0) — /(a)] = — F(0), 

故若 /(0) — f ( a ) = 0,有 /(0) = f ( a ) — /(2a), 即当 $ = a 时， 
有 /( 芒 ）=/( 芒十 a) ;若/(0) — /(a) 尹0,有 F(0)F(a)<0, 由零 
点定理，至少有一点在 € (<M, 使 F(e) = 0 , 即 /($) = f{^ + a). 
综上所述知，在[0,«]上至少有一点夂使 /($) - /(f + «). 

例20设 / U) 在0, 6 ]上连续，且无零点，则 /U) 在[〜办] 
上恒正(或恒负）. 

证用反证法•设 / Cr ) 在 [ a，6] 上不恒正（或不恒负），可设 
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/( xj ) < o ,/( x 2 ) > o t x ,, x 2 e OJ ] 且 a o 2 . 由闭区间上连续 

函数的零点定理，至少有一点 $ e (々，々），使 /($) == 0 . 与题设 
fix ) 无零点矛盾.故 /(X) 在[«，6]上必恒正（或恒 负）. 

例21设函数 / O ) 在[«，6]上连续，且是-应的， 证明： 

(1) 当 /( u ) </( W 时， / Cr ) 严格单调 增加； 

(2) 当/(^) > /(/?) 时， / U ) 严格单调减少. 

证 （ 1 ) 用反证法.设 / u ) 不严格单调增加.则 3 ^, x 2 e 

[«，6]，且 A <工 2 ,而 /( Xj ) ^ f { x 2 ). 因函数是-对应的，故必 

有 /( Xj ) > /( x 2 ). 

若 f ( x 2 ) > /( a )， 依闭区间上连续函数的介值定理 ，3 e € 
，使得 /( c ) = /( x 2 )(^ < JCi < X 2 ). 这与函数 / Cr ) 是- 

对应的矛盾. 

若 / (. r 2 ) </(a ) ，同样知3 76 ( x 2 ,6) ，使得 /(7)=/( a ) 
x 2 ^ a ). 这也与函数 /(. r ) 是一一对应的矛盾. 

综上所述知，此时 / U ) 严格单调增加. 

(2) 令 gtr ) = — / O ) ，则总 ( a ) < gib ). 由题 （1) 知 《( x ) 严 
格单调增加.故 fix ) 严格单调减少. 

例22 设 /: [0，1] -► [0，1]为连续函数，/(0) = 0,/(1)— 
1，/[/<>)] = x . 证明 ： / O ) = JT . 

证因为 V A ，: r 2 6 [0,1]，若 / Oi ) = /0 2 )，则由 /[/ O )] 
= i 知 

j*l = /[/Ol)] = /[/( 工 2)] = 工 2. 

所以， / 是一一对应的.现证明/是严格单调的，用反证法.设/不 
严格单调，则必3 A < X, < 1 3 ,使得 /( A ) </( x 2 )， 但 / Cr 2 ) > 
/0 r 3 )( 或 /(xj > / Cr 2 ),/ Cr 2 ) < /( x 3 )) 下面讨论 fU ,) < 

/ Cr 2 )，/ Cr 2 ) >/( x 3 ) 的情形(括号内情形类似可证). 

任取一数 c ， 使 max {/(. ri ),/(. r 3 )} < r < /0 2 )，则由闭区间 
上的介值定理知：3 6 6 (而 ， x 2 ) 和6 6 (^2， r 3) ，使 /(D = f = 
/( c 2 ). 这与/的—•一对应性矛盾，故/是严格单调的. 
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因为 V T 6 [0，1]，因此要么/(工)>1，因此要么 / O ) ^ T . 
由于 /(X) 严格单调，且/(0) = 0,/(1) = 1,所以 /(. r ) 是严格单 
调增加的.因此，当 fM > - r 时，有 

-T — /[/( 了 )] > / (x ) ； 

当 / O ) < I 时，有 

X = /[/(X)] < /O). 

故总有 /(jo) = X. 

例23 设函数 与 f 2 ( x ) 在|>，6]上连续，且< 
/ 2 («) ,/ 〆 々）> / 2 (6)，证 明：在 U ，6) 内至少存在一点1使 
= / 2 (c). 

证 引人辅助函数 F ( x ) - A ( x ) - / 2 Cr )， 则由题设条件 
知，&)<0,/ : ^)>0,八.1')在[^>]上连续.依闭区间上连续函 
数的零点定理，在内至少有一点 I 使= 0111/ 〆 $) = 
/ 2 (^). 


例 24 证明：若 /Cr) 在 [« ， 6] 上连续 <j： 2 < … <j：„ 
< 心，则在上必有一点使 

/(*) = /( j ： l ) + /( J ：2) + …+ /(:«) 

n _ 

证因为 /(X) 在 [X! ， .r„] 上连续，所以 fix) 在 [J：, 上有 
最大值 M 和最小值 m ，故对；有 

讲 < ■/'(.r; ) A/ (I; 6 [j" = l ， 2 ， ^“ ， w)* 


于是 nm ^ / ( j ^) + /(: r 2 ) + …+ /(^„) ^ nM 9 

即 汛 < A - r ,) + /(. r 2 ) + … +/(.rj 

n • 

由闭区间上连续函数的介值定理知，存在[^，: rj , 使 


/(孑 ） = 八巧〉+ + …+ /( t w ) 

n 


c e o ，/,]. 



类题设 / U ) 在(“， /，） 内连续，且 a e ( u ， b、，i = 1 ， 2 ,…， 
”，则至少存在一点$ € («，/，），使 
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2[/(^) + 2/(x 2 ) + n/(xj] 

/U} = n ( n +~ Y ) - 

证 这时，因为不知 X , 的大小，可取区间[>，<]，其中 

c = min { x f }， d — max {: r ,}. 

则 / Or ) 在内连续且有最大值 M 和最小值 m . 仿效例24中的 
做法，得 

n(n + 1) ^ </( 々 ）+ 2 /(x 2 ) + …+ n/(x„) ^ 

L I 


nn / 2 [/( xj ) + 2 /( 工 2 ) + …+ ”/( 工 

即 - «( n ~+ I ) - <M . 

依介值定理即得，至少有一点 [ cd ] C = («,6),使 

"P、 = 2[/(^!> + 2/(x 2 ) + …+ m/(xJ] 

_ n(n + l) • 


例25 设 / U ) 在 [0，/ i ] 上连续，/(0) = /( n ) (/I e N )， 证 
明：在 （0，《)内至少有一点 C 使 / G +1) -/(^). 

证 作辅助函数 / ； 1 ( 工） =/( 了 + 1 )—/( < 2 ： ), 则 /^( 0 ：)在 
[0，《 — 1] 上连续，且 

^(O = fit + 1) — /(O (/ = 0，1 ,…， n — 1)， 


于是 F ( 0 ) + 尸（1) + …+ F(n - 1) = /(”） 一 /(0) = 0. 

记 FU ) 在 [(M —1] 上的最大值为 A /， 最小值为 m ， 则由例24 


知 ， w 于是，由闭区间上连续函数的介值定理 

1 

知，在 （0 ，n — 1) 内至少存在一点使 


即 




WW 

= 0 , 


/(e +1) = /($), e e (a ， b). 


例26 设函数/在 [ a ，6] 上连续 ，V a G [ a ，^]， 记 MO ) = 
sup / ⑴， 证明： A / U ) 在[>，6]上连续. 

证 任取 ( a ,6), 则 Vie (〜1。），有 

/( x )< sup fit ) = A /( a ： XM ( xo -0) (因为 A / Cr ) 递增) 
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=> A /( x 0 ) = sup fix ) ^ MCt 0 — 0)， 

故知 M ( x 0 — 0) = A /( r 0 ). 

又，由 / 在. r 。 的连续性 , V e >0,3 ^>0 ,V h 6 (0^) 以及 

X G (.r 0 ,o ： 0 + A) ， 有 

/(. r ) < /( x 0 ) + e < MO 0 ) + e 
=> sup f ( x ) ^ M ( x 0 + e ) ， 

^6 ( x 0 < j " q + A ) 

从而得 A /( x 0 + A ) = sup / Cr ) 

= max { A /( x。），sup / Xjc ) } < A /( x 。）+ e . 

j ：6 ( x 0 , j 0 + A ) 

令 A — 0+，由 e 的任意性，即得 

M(jc 0 + 0) < A/(x 0 )=>M(x 0 + 0) — A/(x 0 ). 

所以 ， MCr ) 在 x Q 连续，即 MU ) 在 0,6] 连续. 

类似可证以下命 题：若 /在|>，6]上连续，则 mM = 
min {/( O } 和 M ( x ) = min { fit ) } 在 [ a ，6] 上 连续. 

例 27 定义在 R 上的函数 / 满足： / 在 1 = 0 连续，且对 
• r^y G R 有 f(r +_>，）=/(>)+ f ( y ). 证明： （1)/ 在 R 上连续; 
(2 )V x e R ，/( x ) = x /( l ). 

证 （1) 令 了 = 3； = 0,则知/(0) = 0. V - r 0 e R ， 由 / U )= 
f(x — x 0 ) + / O 。） 及 / Cr ) 在 x = 0 的连续性得 

lim /( x ) = lim [/( j ： — x 0 ) +/( x 0 )] =/(0) +/ O 0 ) = /( x 0 ) * 

14 ^0 ^ 

所以， / Or ) 在 R 上连续. 

(2) 以 _y = — i 代人，得 / Cr ) =/(-. r ) ，即 / 为奇 函数. 对正 
整数/ >,9, 反复运用等式 / Or + 30 =/ Cr ) +/(： V )， 得 

/(/>) = />/(1), /( 丄丨=丄/(1). 

9 / q 

由此结果及/为奇函数知，对任何有理数「= f (9 关0)，有 

fir ) = r /( l ). 

因此 ，V x e R ， 取有理数列 — .r — co ) ， 可由/的连 
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续性得 


/(X) =r Iim/(r rt ) = limr /# /(l) = 

/|—»CO oo 

三 、一 致连续性问题 

例28 设 /( t ) 在 ( a ， b ) 内一致连续， 证明： 

(1) 3 <5>0,使 V : c 0 , 当 ( a ，6) n (了 0 _ 沒， + 沒） 时， 

|/(x) I ^ |/(x 0 ) I + 1; 

(2) fix ) 在 UJ ) 内有界 • 

证 （1) 因为 /( x )— ■致连续，故对 e = l >0,3 占>0,当 
x 6 门 （ x。 _ d,x 0 + S) 时，有 

|/(^) — /(x 0 ) I < 1=^ |/(x) I ^ 1/0。） I + 1_ 

(2) 利用题 （1) 中的 L 把 U ，6) 分为《个小区间，分点为《 = 

工 0 < 工 】< X 2 < …= 厶，使 

max (xjt — x*_i) <C 

取 M = max {f{x k ) + 1 }， V r 6 U ， 6 )， 

X 必落在其中一个小区间上.则依题（1)，有 

\ f ( jo ) — /(，*) |<1(1 ^^^^ — 1)> 

或 |/( x ) — /( x *_ j ) I < 1 (2 ^ ^ ^ w ). 

故 |/ U )| < M . 

例29 设 / U ) 在 [ a , + cxd ) 上连续，且 lim / U ) =/， 证明: 

X 一 + OC 

/(• r ) 在 [ a ， + oo ) 上一致连续. 

证 由极限存在知 ，V e >0， j 又>0，当1〉又时,有 

1/(工）— A \ <C 

故 v^，/e 0, + 00 )，当 y ， x 〃均>叉时，有 

|/(乂）一/(，)| <1/( x 0 —剞 +|/( x ") -/1| <-| +-| = e . 

由于 /(.r) 在 [«，x + i] 上连续，必在 [«，x +1] 上一致连续. 
即 V £〉0,3占。> 0,当 |x 2 — x, I < 占。且 x x x 2 G [a，X + 1] 时， 
有 \/M - /U 2 )[ <e. 
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设占 = m in 他， 1}， 则对于任意两 个 A 和 jc 2 ，当 - x 2 | < 

沒时，有三种情形. 

(1) 々，々均€ [ X ，+ ⑺）， 则由第一个不等式知 

— ftr - z ) | < e . 

(2) xj 6 [^» + oo ), x 2 6 [ a ， X ] (或 x x , x z 所在区间互换）， 
由 1 Xj — x 2 j < 汐 < 1 知 

x x G [a，X 十 1] ， x z €: [a，X + 1 ]， 

因此 l / Cxj ) — /( j : 2 ) I < e - 

(3) x , e e 0， x ]， 由闭区间上连续知 

l/Cxj) — /(x 2 ) I < e. 

综上所述知 ， V e > 0,3 沒 > 0 ,只要- x z | < 心就有 
|/(而） 一/ Cr 2 ) 丨 < e , 所以 / Or ) 在 [ a ，+ co ) 上一致连续. 

例 30 函数 / Or ) 在区间/上一致连续的充要条 件是: 

V { t ,,} ，{)，„ } 6 /,当 lim ( x „ — .yj = 0时，有 

«^co 

lim [/( x H ) — / OO ] = 0. 

rt-^oo 

证必要性用定义证明.因为 /( x ) — 致连续，故 V e >0, 
彐占〉0，当 x „ ，％ 6 /时，有 

I j < 汐冷 1/(a) — f(y«) I < £• 

在已知 limU „ _ )，,,） = 0时，对于沒 >0,3 N e N，V n > N y 

必有 — % I < 《，因而 |/(xj — f(y M ) I < e_ 即 

iim [/(^) — /()〜）] = o , 

n~*- oo 

充分性用反证法*设 / U ) 在/上不一致连续，则有€。> 0, 

V ^>0,3 1'，1〃 6 /，由 

1 ^ — x w I < d=> j /( x f ) — fix") I > e 0 . 

取及 = I (" 6 N )，3 € /，由 

— yA < — I ^ e 0 . 

这显然与 UniU , — j w ) = 0 时、有 — J \ y n )\ = 0 矛盾， 

► cv> , 
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所以 / Cr ) 在7上必然一致连续. 

例31 设/在 R 上一致连续，则存在正数瓜 艮使 V re K ， 

有 l / Cr )| ^ A ,\. t \ + B . 

证 由/在 R 上一致连续知，对 £=- 1，3 3>0， Vi '，，6 
R ， 若 |y —、 r "| < 谷，则有 |/ u f ) —/ Cr ")| <1. 

又 v .r e r ， 有 *r = nd-\-xorn e z , x 0 e (- 沒，幻.由 / 的连 

续性可知，/在[—沒 ，幻上有界. 即 V.re [―沒， 5 ]，有 |/( x )| < 
M . 从而 

n 

|/( x ) I = [/(^ + ^ o ) ~ /((々一1)3 + x 0 )] + / ( x 0 ) 

n 

< 2 \f(kd + x 0 ) - f((k - i)^ + x 0 )| + |/(x 0 )| 

^ — j 

^ |« I - f - M — 4-1 JT -- JT 0 1 + A / 

^ y U t +||:。丨 + A/ < y |j~| + A/+1. 

令 I = 1 = B ， 即得 |/(.； r )| + B . 

例 32 证明： 在区间 O A ) 内的有限个一致连续函数的和与 
乘积在 ( a ，6) 内仍然一致连续. 

证只证两个函数的和与乘积情形，可将其结论推广到有限 
个函数的和与乘积情形. 

⑴ 设 / U )， 发 Cr ) 都在 Oi ，/；) 内一致连续 .V e >0 ,E 4>0, 
使对任何 x 、: r"e ( a ，6)， 当 |* r f 一工〃 | < &时，就有 

|/(〆） 一/(.r")| <e. 

V e >0,3 &>0，使对任何 > 2：',工"€ ( a , A )， 当 財， 

就有 I U (* r i ) — ^ (<^2 ) I <Cc. 因此， 若令沒 =min { A ，占 2 } ，则当 
|/ — x "| 〈沒时，恒有 

|[/Cr') + 尺 (y)] — [/(/) + ^r(^)] j 

■ ■ _ ■ 

< I / O ’）一 / Cr ") 1 + I 尺 (y ) — gCr f， ) I < + + + = €：. 

L c 
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即 fix ) + g { x ) 在 U ，6) 内一致 连续. 

(2) 设 / U ), 贫 U ) 在 ( a ,6) 内一致连续，由例26结论（2)， 
/(■ X )，发 O ) 在 ( a ， b ) 上有界，即 

|/(工） | < A /, \ g ( x ) | ( L >0, M >0). 

V £>0,3谷 > 0,对于任何 Y ,. r ” G (〜6)，当|：1：' — <沒时， 
就有 I/(〆 ）一 /Cr 〃） 丨 <^\ gix f ) - gixn \ <^，所以 

I/(工’）尽0') — /0")《0") 丨 

= llf(x') — /O”) 兵 O’）] + /(x") [茗 O’）一 gO”）]| 


< 2 M M + 2 L L ^ e ' 

因而 /( x ) 尽 ( X ) 在 02,6) 内一致连续. 

例33 证明： / Or ) +00)上当0<«<1时一致 

连续，当1时不一致连续. 

证 当00<1时，因为 Vz 6 [0,1]，有不等式 

(1 — .rY + 〆 > (1 —工）+ J： = 1， 

得 1 — < (1 — X ) a ，由 此知 ： v A ，: r 2 6 [0, + oo ) 且 ： Ci > 工2,有 

- lT\ a l I T \ a 

X\ — X\ = X\ \ — — « 1 —- = (A — X 2 Y. 

- \工1 /」 \ 工1 / 

从而知此时 / U ) = X •在 [0, + oo ) 上一致连续. 

当 a > 1时，由于 

， I r 77 a 

lim [(x H- 7) a — x°] = lim x 1 H — - — 1 

x ~* + co x -^ + oo L *27 j 

所以，当 a 〉 1 时， lim [(x + 7 ) tf — 〆 ]=+ oo . 

x -* + oo 

故 V $ > 0,取充分大的 a 及 a = a + 7,0 < 7 < 沒，有 

I 工？ _ ^2 I 1 = ^ 0 * 

因而 / Or )= 〆 在 [0, + oo ) 上不一致连续. 


rj lim 


(1 +tr - l 


7 lim 


(1 + O a - 1 

ln(l +0 


rja 


JL 



例 34 设 /( x ) 在|>， + oo ) 上一致连续， 9?0 c ) 在 [ a ， + oo ) 
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上连续， H m [/( x ) — f (. r )] = 0_ 证明在[“，+ °°)上一致 

■i — +⑺ 

连续. 

证 （1) 由题设极限存在知 ：V e >0,3 〜当 ， r > X 时， 

* ^ 

\ f ( x ) — < p (^ r ) | 备•又由7 (工） 一 '致连 续得 ：V e >0,3 A 〉0, 

0 , 

当 |y — jt "| < 时， |*/(* r ’） 一 / O ") I < + •因而 V • r , ，了"〉 X ， 
且 - : r 〃| <&，有 

\<p(.r , ') cpC.i J, ') I ^ I ~ f{oo')\ +. t/(- r， ) ~ /( 工 ”） 

+ 1/(/) — cpW ) I 



(2) 由康托尔 （Camor) 定理（一致连续性）知，〆 .r) 在 |>，X 
+ 1] 上一致连续，所以对此 e >0,3 化>0，当/,/6 la,X + 
1] 且 k ，一 /| < & 时，有 ） 一 / U 〃） 丨 < L 

(3) 于是，取谷= niir^l，^ ，占 2 }，则当 x ' ^ x " 6 [a， + oo) 且 
\ x ( — x ,r \ <谷时，有 I < pix ' ) — < P ( JT ”) 丨 <e .即 ( pix ) 在0, + oo) 上 
一致收敛. 

从例1至例32,我们讨论了函数的连续性，闭区间上连续函数 
的性质和一致连续性问题.在这里，我们领会到：（1)要善于准确 
地使用概念，从定义、性质岀发进行论证； （2) 要会构造合适的辅 
助函数，利用辅助函数进行论证； （3) 要恰当地使用反证法，利用 
已知条件推出矛盾，证明命题. 

最后证一个关于连续概念的应用题. 

例35 证明： 若函数 / Or ) 在 R 上连续， V € R ， 有 

I / O ) — fiy ) I < 足 ， U — )，丨， 0 < 々 < 1 ， 

则 /( i ) 在 R 上有惟一的不动点《，即 f { a ) = a . 

证符合题设条件的/称为压缩映射. 

任取 A 6 1^，令1„ = /O,,—!) ， ；i = 1，2, … ，构造一个迭代数 
列 U,,}. 因为 
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\ x „ — I = — 1 ) — /( Th .- 2 ) I 

— JT h ^ z \ — k \ f ( x m ^ 2 y — /<^- 3 > I 

^ — X,, — 3 | < … 而一 X 0 |. 

所以 ， V n ， l > 6 N , 有 

I ^« + p * I I p ^ — 1 I I + I 1 " " ^ n ! 

< (F + n + F + /-2 + ••• + 一 Xo | 

― 【 ■ 色 l:i - 々 I ， 

因为 6<1， 所以 Ve >0,3 Ne 义当，*〉"时，恒有 

I ^-n + fi I < 2 ^ I 1 ~~~ 工 0 I • 

由柯西收敛原理，数列{ X ,}收敛，设 A — a . 

对 x „ = /( x ^ O 两边取极限，即得 a «/(«)，所以《是/的一 
个不动点，即 a 是 JP = /( X ) 的一个根. 

再证不动点的惟一性.设另有不动点为6,即6 =- /(6),则 

\b ~ a \ ~ !/(/->) — /(a) | ^ ^ |6 — a 1, 

知是> 1，这与已知条件矛盾.故不动点惟一. 
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第三章导数与微分 


第一节导数概念与求导法则 


主要内容 

I •设函数 J = /0) 在: T 。 的某个邻域内有定义，若极限 

f ( jr \ — f( T ) 

- 存在，则称 /( x ) 在 x 。 可导，其极限值称为 / Cr ) 

■r 十 r 0 工 ^0 

在 A 的导数，记作尸 (.〜），¥ • 

若 / Cr ) 在 x 。 的右极限 lim /Cr ° + ^) — /(Xq) 存在，则极 

o + m 

限值称为 / Cr ) 在 & 的右导数, 记作八 ( x 0 ). 

若 / U ) 在々的左极限 lim /( •^十 △=) — 存在，则极 

J ■一 0- 

限值称为 /(X) 在 X 。 的左导数，记作尺 Cr Q ). 

2 . 若 / U ) 在 j :。 的某邻域内有定义，则 

fM 存在 ㈡ 八 （ x q )，/L u 0 ) 存在， 

且 f 1 + ( x 0 ) = /L ( jc 0 ). 

3 •若 / O ) 在 x Q 可导，则 / 在 JT 。 连续，反之不一定成立.如 J ， 
= | 在 j ： = 0连续，但不可导. 

4. 若函数 / U ) 在区间 J 上每一点都可导，则称/为/上的可 
导函数 •/&) 称为/在/上的导函数，简称导数，记作 

d.r 
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df 

dx* 

• I - * -- 

5. 基本求导法则有、 … 、 

(1) (w 士 = w ’士 汐； 

(2) (uv) f = u F v + uv f , (cu) f = cu f (c 为常数 ）; 


(3) 



f _ 

u f V 一 uv f 



一 2 ? 


V 


V 

V 


(4) 反函数的导数 = 

(5) 复合函数的导 数:若 J = 


dx 


dy du 
du dr . 


疑难解析 


1. 怎样认识函数 / Or ) 在点心的导数 yu 。） 的几何意义？ 

答 函数/在点 x 。 的导数 / U 。） 的几何意义是曲线 _y = 

/(• r ) 在点（：1：。，^。）切线的斜率.因此，曲线），=/(工）在点 

<>。， 3 ，。）的切线方程与法线方程分别为 

y — = f ( ： 1： 0 ) (x — x 0 ) ， 

1 

)，一 3"。=— 尸() (了 —工 o ). 

要正确认识切线与导数的关系.即若 _y = /( x ) 在 x 。 可导，则 
曲线 : y = / O ) 在点0。，7。）存在切线;但 / Cr ) 在 x 。 不可导时，曲 
线 3 , = / Or ) 在点 Cr 。，：)/。） 也可能存在切线，但这时切线必垂直于 _r 
轴.反之，若曲线夕=/0)在点0。，3，。）不存在切线，则/(工） 在工 0 
一定不可导. 

2. 在哪些情形下函数 / Or ) 在 A 连续但不可导？ 

答 函数 / U ) 在* r 。 连续是 / U ) 在 . r 。 可导的必要条件，但 
不是充分条件. / O ) 在1。连续但不可导有以下几种 情形： 

(1) 左、右导数存在但不相等，即八 Or 。） # /'+ Cr 。)， 
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(2) 左、右导数至少有一个不存在•如 

jrsiri 丄，$>0,有八 （0) 不存在， 

/o) = 彳 x 

. 0， 0：<0，有/1(0) = 0. 

所以在 x = 0不可导. 

(3) 左、右导数至少有一个为如== 在 Xo = 0 的左、 
右导数均为+ co , 所以在= 0不可导. 

3. 怎样理解广 Or 。） 和尸（々+ 0) 的区别？ 

答 /+ Cr 。） 表示 / Or ) 在点 x 。 的右导数，即 

f lim /(x) ~ /Uo) 

J 4. \U qJ — mil ? 

』 0 

0 

而 / Cr ft + 0) 表示导函数尸 Or ) 在点 * r 。 的右极限，即 

/’ （. r 0 + 0) = lim /’ （ x ) ， 

也表示尸 O ) 在 I 。 右连续. 

它们两个不一定同时存在.如 

1 X 

^ arctan -- ， x ^ 1 ^ 

fix) = < 1 — ^ 

0» x — 1. 


因为 JC # 1 时，/'( X ) 


1 + 


，所以 lim /' Cr ) 


•而 


x-^l 


/+⑴ 




lim 

lim 


/Xl + Aar) — f (1) 

At 

arctan (2 + Ax )/ (— Ax ) 

Ax 


、当 / Cr ) 在 Oo ， x 。+ 幻上连续，且在 Oc 。，％ + 幻可导， 
lim /' U ) = A 时，函数 /( x ) 在: c 。 的右导数存在，且 


0 


/+ ( x 0 ) — lim/ 7 (X) = A = 尸 (X。+ ())• 




133 




方法、技巧与典型例题分析 


一 、导数概念的命题 

关于导数概念的命题，主要是证明题与讨论题.解这些题目 
时，必须正确运用导数、连续以及极限的有关概念，从定义出发进 
行论证与分析，也可以利用有关法则和性质来简化过程，使证明更 
加简洁. 

例1 证明 ：偶函 数的导数是奇函数，奇函数的导数是偶函 

数. 

证 用定义证明.设 /(. r ) = /( — x ) ,且 fix ) 可导，则 

,(- 工卜 lim /( —工+ —/(-:) 

心― 0 Ax 

= /[— O — A.r)] — /( — x) 

= lim — /U - 巧 - /Cr) = —f， M . 

Xr-*0 一 

所以，偶函数的导数是奇函数. 

用复合函数求导法则证明.设 /( x ) = /( — * r )， 且 / U ) 可导, 
则对等式两边求导，得 

[/( — J：)]’ = /' (― x) • (— x)' = — /’（一 X) = f (X). 

所以，偶函数的导数为奇函数. 

类似可证奇函数的导数是偶函数. 

例2 证明：若 /(. r ) = sirur * sin 2 x - sin 3 x ， 则 / w (0) = 0. 

证 因为 / U ) 是奇函数，所以 fix ) 是偶函数，尸 ( x ) 是奇 

函数. 由于尸 ( x ) 曲线关于原点对称，则由尸 ( x ) 的连续性知， 
/ w (0) = 0. 

例3 证明 ：周期 函数的导数仍是周期函数,且周期不变. 

证设 /U + 7’） = / U ) ，且 / U ) 可导，对等式两边求导得， 
fU + T ) = ， Or ). 故 / U ) 仍为周期函数，且周期不变 
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例 4 设 < p ( r ) 在点了 “连续，问 ：下列 函数在工=“是否可 
导？ （1) /(x) = Ct — a)ip(x) ; (2) gCr) = \x — a \(p(x). 

解 因为 <p( r) 在 x = a 连续，贝 + Ax) = <p(a). 


⑴由 


lim 

A . r -*0 


fix + A.r) — f(x) 

△.r 


lim 

Aj*—0 


(a -f- Ax — a)<p(a A>r) — {a — a^)(pCa ) 

△x 


Ax<p(a + A.r) 
lim -:- 


Ar—O 


= Yin\(p(a -f- Ax) 
Ax 


<p(a) 


知 ， /0) 在 x = a 可导，且尸 （ a) = <p(a). 


(2 ) 由 


lim 

ilr —0 


g(x + Ax) — g(x) 


lim 


Ax 

\a + Ax — a I <p(a + A,r) — \a _ a 


△x 


lim 1 Ax I <p(a + Ax) 

Lx 


Aj-*-0 


知，/ ( o ) =— < fKa ) ( a ) = < p ( a ). 则当 < p ( a ) = 0 时，片(: r ) 在 x 
= “可导，且 〆 （“）= 0;当 < p { a ) 0时 ，〆 + ( a ) ^ (“），发 ( x ) 在 


jt = a 不可导 . 

例 5 设 /(*r) 在（一 oo， + oo) 有定义，在 . r = 0 连续，且 

CXD t + CO ) ，有 /(x t + x t ) — ftr x ) 4 - /Cr 2 ). 

(1) 证明 /O) 在 （一 co, + oo) 上连续； 

(2) 设 /' (0)= “( 常数），证明 /(jt) = ax. 

证 （ 1) 由题给等式，令 A = A = 0, 得 /(0) = /(0) + 


/(0 ).于是 /(0) = 0. 


又 v 〜 e (_ co , +⑺），有 

lim[/(x 0 + Ajt) — /(x 0 )] = lim[/O 0 ) + /(△，）一 /(.r 0 )] 

Aj — 0 At -*0 

=lim/(A.r) = /(0) = 0* 

所以由 A 的任意 性知： /( x ) 在 （一 ck >，+ oo ) 上连续. 

( 2 ) 又 V A G (― °°， + ⑺），依导数定义有 


* 
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f ( x 0 ) — lim 


/( x 0 + Ax ) — /( joq ) 

Ax 


=lim 


/( A . r ) 

Ax 


=lim ^ (Ax) ~ ’ ⑻ =/(O) = a. 

Ax~*'0 i^OC 

所以由 *r 。 的任意性知 ： /(x) 在（一 oo, + oo) 上可导，且 ^(x) = 
a. 从而 fix) = ax 6, 而 /(O) = 0, 故 6 = 0, 即 fix) = ax. 

例 6 ffi 明：黎 曼函数 


^、 -> 当1 =克~>0)为既约分数， 

R { x ) =人 q q 

、0,当 I 为无理数 
在[0，1]上处处不 可微. 

证 由第三章第四节例4知 , Rix ) 在有理点间断，所以 及 ( X ) 
在有理点不可微. 

设 . r 。^ (0，1)为任一无理点列，当取无理点列心，则有 


lim 


R ( x n ) — R ( x 0 ) 


lim 


0 




X 


0 


X 


0* 


n 


X 


0 


再取一有理点列 {^1} —工。（其中 X 。 = 0. …〜…为无理 

数，< = 0. A … I 为有理数），显然 〜(/ = 1,2,-) 有无穷多项不 
为零.记第一个不为零的下标为#，于是当 n > W 时，有 

RXx :) = R {0. a x ^* a n ) > 1/10' 


从而 


R(x n ) — R(x 0 ) 

工 If 工 o 


R(0. ya”) 

0* O”0 a^+i 


得 


lim 



~ RQcp)) 

■ - >Jr- 

乂 0 


^ 0. 


所以，可以确定尺 ( x ) 在无理点也不可微，即 /2Cr) 在 （一 oo, +oo) 
上处处不可撖. 


例 7设 / U ) 在0,6]上连续， /( a ) =/(6)，且在(〜6)内有 
连续的右导数 


八（工) 


lim 

Ar —0 H 


f{x + Ax ) — fix ) 

Ar 


证明 ：存在 ( a ，/ b )， 使 /+ (O = ()♦• 

证 若 /( x ) e 常数，则结论显然成立. 

设 f { x ) ^常数.由 fix ) 在 0,6] 上连续，必在|>,6]上有最 
大值 M 和最小值 m , 则 M 与 m 至少有一个在 （ a , 6) 内取得.设76 
( a ， b)，fW = M X/W =饥可类似讨论），于是 

4 ( V ) - lim ’ ⑴ ~<0 (见单调性的判 别). 

^ ^ — 1 

在 [〜？） 内任取一点由/在|>，7]上连续，故/在1>，7]上也有一 
点％达到最小值，使 


4 (7i) 


lim /(x) = /( Vl ) >0(a <7i<7) . 

工 一 ％ 


由八 W <0,4 (7 i ) >0,7.71 e 知， 3 $ e UJ )， 使 

4 (^) = o . 


例 8 设/在（0, + co ) 上有定义，且 v i，：ve (0, + oo ), 都 

有 fOcy ) = fix ) + fiy '). 已知尸（1)存在，求 f ( x ). 

解 在题给等式中令: y = 1，得/( I ) = 0. 

再令 : y = 1 + Ax ，0< I Ax I <1，得 ： i ： 3 ； = x + xAx ，故 

fix + xAj :) — fix ) /(I + Ax ) /(I + Ax ) — /( l ) 

xAx Az Ax ■ 


上式两边取 Ax — 0 的极限，得 xfix) = 尸（1)，即 

r ( x ) = 一 , 

X 

例 9 设函数 / U ) 在 x = 0连续，且 lim 存在， 证明: 

X— 0 X 

/ Cr ) 在工 = 0可导， 

证 因为 lim ^ 存在，且 lim / U ) =/(0),所以 

j^O X x-^0 

/(0) = 0 • lim ,( X ) =0. 

x -^0 工 

于是 lim ^^ = lim ^ (x) ~ (⑻ =/'(0), 

x-^o x x — 0 
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即 f (0) 存在，所以 / O ) 在 X = 0可导 • 

例 HI 设/(了）在 x = : r 。 可微， 〜<* r Q < 久， w = 1，2，" •，且 
iim“ rt = iimy? rt = x 。， 证明： 


H -** Co 


CO 


lim /( ^ } ~ = / f ( x 0 ). 

a Pn — a n 

证 因为 

/(/?«)— /(«») /(/?„) 一 /(~To) + f(Xo) — f(°n) 

_ _.__■ - — ■■ -L — 


^ — a n ^ — 

凡 一 X 。 /( 凡）一 /( x 0 ) ct n — x 0 /(O — f (^0 


Ai — \ A — T 。 Pf! ~ a n a n — J：0 





一队 •、” 

/( A ,) —/( a „) 
/?« — a » 


= 1 一 A ”且 0 < U 一 < < 1，则 


A " + (1 一 义 ”〉 /(O -/Uo) 


氏 —^0 


x 0 


由 f ( jr 0 ) — A ,,/'( jr 0 ) + (1 一 A )/ (了。）得 


f (D — f i a n) 

A , _ a « 


f (x 0 ) 


< aJ - ru 0 ) I + (1 - OI /(0 — /(Jo) -fM 


— ► 


w i h j 

0 (当 "+ oo 时）， 


— x 0 


所以 


lim /( W ⑷ 

m— oo Pn — 


f Oo )* 


本例运用了组合的技巧，这在证明过程可以使问题简单化，往 

往可以直接得出结论 • 

-^ . ■ ■ ■ 

例11设 /:/ —R 是任一函数， 々 e /， 证明: / Cr ) 在 X 。可导 


存在一个函数 


R ， 使 


(1) V ^ 6 /，/ Cr ) — / Oo ) = < pCr)(x — J0 0 ) ； 


(2) p 在 . r 。 连续 • 


此时， 


fU 0 ) = < p (^ r 0 ). 


必要性若 /( x ) 在 心可导 ，则 
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fM = 


iim 


jr-*^ 


0 


/O) — /(x 0 ) 

X — 


存在.令 


<pir) 


\ fix) — /(.r 0 ) 
x — .r 0 

尸 （ x 0 )， 


x # JT 0 , 
x = J： 0 , 


于是，当 T 关 jt 。 时， /(jt) —/(x 0 ) = — x Q ); 显然，当 x = 


x 0 时上式也成立，且尸 Cr 。）= V ^ Cr 。). 

充分性若 Vx€/, 有扒 i )， 使得 

/(x) — /(x 0 ) = ^pix)(x — x 0 ), 
且 〆 x ) 在 X 。 连续，则 

lim '( . 卞 - ) -= < Kx 0 ). 

x-*x Q 工 工 0 J— 


故 fix') 在点 : r 。 可导，且尸 Cr 。） 

例 12 若函数 /Cr) 在 <r 。 满足李卜希兹 (Upshitz ) 条件 
I/O) - /(x 0 ) | < MU-x 0 |- (M 为常 数）， 

则 /Cr) 在 .1 • 。可 导 ; 若 ^= 1 ，则尸 0 。）可能不存在 . 

证若 a>l ， 则由 | /Cr) 


lim 

r 〜o 


/Cr) — /O 0 ) 

—— 

JL o 



因而 iim fix) ~ /Uo) = fix ,) = 0, 

X XO 

若 cr = 1 ，设 /( x ) = |x I , x 0 = 0,知 / O ) 在 x = 0 不可导.但 
此时仍有 I / O ) — /(0)| = |xt < 2 |x - 0卜 成立. 

二、求导法则的运用 

例 13 设 ^(0) = 〆 （()）= 0,而 


求尸 （ 0). 


ftr) 


片 （ x)sin 


0 , 


x 


1尹0, 
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解因为 

jr ^ 0 ^ 


/( O ) = lirn 


0 


ftr ) 




— ffCr )— ⑻ = 0 ，故 

” 0 x — 0 

/( o ) ^ (x)sin i 

4— 1 = lim - — ^ 

0 JT-^O ^ 


lim 


lim - ~ — limsin —(零 乘以有界量) 

x-*0 工 j*-* 0 工 1 


例 14 


设 〆 ： r ) 在（一 OO , 七 CXD ) 上连续★有 
fix ') = cos 尽（ : r )， f f Qxy = sin 发 （ jt )， 


证明 ： 对满足 g -( x ) ^ nn 的一切 工， g (工) 可导，且 S ^ Cr ) = 1. 

证 设尽（工。）古”兀，则由尽（工）的连续性，3 $>0,当 

\x — X 0 \ <》时 , g ( jo ) ^ 于是有 

* * 

订（ X) — 〆 工 0) r g(x) — g(x 0 ) fix) — /(x 0 )l 


lim g(x) ~ ㈣ = lim 「 十）—巧、 

”_T x — X 0 x^ 0 lCOSg{jO) — cosg { x 0 ) 


參 


=- 工。 

即发 ( i ) 在不等于抓的一切工点可导，且 〆 Or ) =- 1. 
例 IS 已知 f ( a ) 存在， / G ) 关0,求极限 


lim 


/(a 


7(^) 


， w 为正整数. 


解 化为重要极限形式 


原式 


, | 丨 /(“ + 1/") ^ 

1+ ^^3 1 


/(u-h 1 //f) 


/(</+ 1/ff) —/(tQ 
/n 


因为 


fia + l /») 

~ Too 

lim 


- 1 


0,而 


f io . + l /；0 — f ( a ) 


故 


■ 

lim 


f ( a ) • l/n 

f(a + 1 A 0 T 1 
/(“）. 


尸⑷ 

7^7, 


=e 




当函数是幂指函数、若干个因式的积、商或由根式组成时，求 


导运算常用对数求导法.其具体步骤是 
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(1) 对 ^ = / Cr ) 两边取绝对值后，再取自然对数； 

(2) 将得到的等式两边分别对自变量求导； 

(3) 从求导后等式中解出 

在对3, = /(〃） 取对数后，两边对自变量 . r 求导时，把: V 看作复 
合函数中的中间变量.其优点是，可以把积化为和，商化为差，幂指 
函数化为乘积，从而使求导运算变简单. 

例16 求下列函数的 导数： 


(1) y 


(2) y 


/ (了 + 1 ) U . 2 十 2) 


(3) y 




xsmx 


e ' 


解 （1) 取对数，得 Iny = flni ,所以 


y f /y = ( x ’ Vlru : 




\/x^>y f = Cr J )') ， ln,:r + )，• x x ^ 1 . 


对％ 〆 取对数，得 In % = : rln : r ， 所以 

：/iAyi = Inx + 1^>^1 — {x r y = x J (\ -h Injr). 


故 


工 1 _ ( lm + ln^x 1 /Ji' ) „ * 


(2) 取对数，得 




[ in(l + : r ) + ln (2 + x 2 ) — ln (3 + x 3 )] 


所以 


y 


丄 I I 

2 U + 1 t p 


2x 


3 x 



1 jlr + 1)(jt 2 + 2) 「 1 


I 3 + 3 Lr + 1 


3 • 


2 x 


> 


3 x 2 


3 + 3 


(3) 取对数，得 


Inj / 


Injr + Insirur H — r^ n (l — e T )， 


所以 


y 


+ 


cosjr 




2x 2sin：r 4(1 — e^) - 


故 y 


xsmx 


1 — e J • — + 丄 coLr --- 

卞 2 4(1 -e^)| 
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例 17 设函数 / U ) —阶可导，求极限 


lim — 

x-*-0 JT 


— ft 




mm 

x _ 

， 

a J 


d 古 0， a 与 JT 无关 • 


解将原式变形为导数定义形式即得. 


/⑴ 


原式 


-lim 

a T~*0 







If io + /(/)] 




/⑴ • 


例 18 设 / UWx ) 可导，求下列函数的导数： 

(1) _y == / O 2 ) ; (2) y = + g 2 ( x ) ； 

(3) y = f ( s \ n 2 jr ) + /( cos 2 x ) ； (4) y = f { e x ) e g( ^. 

解本题的函数都是复合函数，因此要用复合函数求导法 
则.函数又都是抽象函数，所以对中间变量的导数仍可用抽象函数 

表 7 K * 

(1) y = r ( jo 2 ) * 2 x = 2 i / w ). 


(3) y 


/0 、， 2/(x)/’0) + 2 片 (: r) 《 ’ （ jr) 

(2) y = - ，， ■■■ ■ — - 

2 -/Pix) g 2 (x) 

_ f(jo)f f Cx) + g(x)g f (x) 

+ g 2 ( jr ) 

(3) y = f (sinlr) • 2sinxcosx + f (cos 2 x) • 2cosx (— sinx) 

=sin2x[/ f (sin\r) — /’ （ cos 2 :)]. 

(4) y = P (e T ) • e T • e gU) + /(c J ) • e g{jr) * g f (jr) 

—e—EeW) + f(.c x )g , (^)]. 

例 19 设 /(i) = chsinx + a 2 sin2T + … + a„sin«. ： r ， 其中 “ i ， 
_，A 是常数，且 V J 6 R ， 有 j/U)| < |sin：rU 证明： 


⑷ y 




~ l ~ 2 a 



螓* 參 


+ na fi I < 1, 


证用导数定义证明_显然，/(0) = 0，/ f (0) = (qcosjr 



2(kcosx + 
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na n cosx ) | 


. r — o 



2“ 2 + … + 故只需证 


if ( 0)1 <1. 由定义，有 


/ f (0) = lim 


fix、 一 /( O ) 


/ O ) 


T-^0 


x — 0 


由于 l/U) 1 < jsin.r |， 所以 


/( 


* - j 

=lim - , 

■r 一 Q ^ 

/ sin.r — « 

^ 丁 .于是 


l /，（0)| 


lim 泡 

. r -*0 工 


lim < lim — 

. r -^0 工 


smx 


I • d 1 暴 

lim —— 

r -*0 - 3 T 


故 l/ f (0) 丨 < 1 ，从而 |“i + 2 a 2 + … + « a w 丨 < 1. 
例 20 设 / Or ) 在 x 。 可导，求 


y /Cr 0 + Ax 4 ) — /(jr 0 ) 
aI-o 1 — cos (Ax 2 ) • 

解利用等价无穷小代换与导数定义，有 


原式= lim 


ir-»0 


/O 0 + Ax 4 ) — /(x 0 ) 

Ar 4 /2 




r (x 0 ). 


例 21 设 /(. r ) 满足 / Cr ) + 2/ 丄=上，求尸（ 1 )- 

\ *r / x 

解 利用变量代换与解方程组法.等式两边对 x 求导，得 


fix) + 2/ ; 


—1 


① 


将了代换成了，得/ — + 2 fix ) — 3 x . 两边对 X 求导，得 


〆 7十 2/ ’ ⑴ = 3 , 


② 


②X 2 ―①，消去丄因式，即得 


尸 U ) 


2 + ?- 


2 


例22 求函数 /(X) 


jr z e~ u , |x | < 1, 


kl > 1 



的导数. 


解 显然， / U 0 在各段上是连续的，可用求导法则直接求 
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出.但在分段函数的分界点上，导数必须用定义求出.因此，有 


尸⑴ 


2工 e 一: 2 (1 — x 2 )， | x | < 1， 



( 1 ) 


(1) = lim 


[0, 


fix) -/(l) 


x- 


X 


1 


lim 


I 工 I 〉 1- 

1/e — 1/e 


x 


1 


0, 


lim 

lim 

pi 一 


fM -/( l ) 

X — \ 

Pe 1 — : 2 — 1 


lim 


jc 2 e~ x — 1/e 


j - 


x 


1 


e(x — 1) 


lim 


X' 


x 2 e l ~ x — x 2 x 2 — \ 
e (jt — 1) 


lim (1 + x) 


x2(e " x — U + i im ? + i 


e(l — x 2 ) 


e 


由于工— ^ 1_ 时， e 1 


• x 


1 〜 r 2 , 所以 


( l ) = — ~ + j = 。冷 y 7 ( l ) = o . 

t c 


而 / Or ) 是偶函数，故 /(— 1) =尸（1) = 0.于是 


fix ) = 


2 x^ x \l - x 2 )， 

io, 


W < 1， 

kl ^ l . 


例 23 设 / U ) = lim 气： e tcx -» + b (P 为不等于零的 

常数），问 a ，6 为何值时, /( x ) 连续且可导. 

解去掉极限符号，就有 


工 2 ， 工 > 1 ， 

/(X) = — -|-(1 + a + 办 ）, x = 1, 

.ax + 6, x < 1. 

若 /- (1) = /+ (1) = /( I )，则 fix ) 在 : r = 1 处连续，即 

a + b ~ \ — +(1 + a + 厶). 

可知，当 a + 6= 1时, /( x ) 在 t = 1处连续. 
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r ( x ) 


2 x , .r > 1 ， 

a . x < 1. 


若八 （1) = /' - (1)， 则 fix ) 在 x = 1 可导，即 

2 — a => 6 = — 1. 

所以，当《 = 2, 6= — 1时，/(工）在（一 00 , + oo ) 上连续而且可 


导. 


例24 利用恒等式 


x x x sinx 

cos -cos i"_cos 于 = rsin(jr/r) 


求出表示和式 


5, 


X . 1 X 

tan —— I — ^tan — 
z 4 4 


+ 丄 tan I 

1 f\n v ort 


的公式. 


解恒等式两边取对数，得 


In 


■ 

x 

L cos Y 


JT X 

cos —••■cos — 


J = In I sinx | — In 2 rt sin ^ • 


两边同时对 r 求导，得 


- sin(:r/2) + 丄 — sin 0/4) 
cos(x/2) 4 cos(x/4) 



+ 


1 — sin 0/2") 
l n —— cosU /2")— 


COSJT 

sinx 


cos(x/2 n ) 
2"sia(x/2 w ) * 


即一 4-tan 4 + 4-tan ^ + 


于是 


丄 cot 王 
T 2 n 


1 x 

r tan r 


cot . r , 


cot 了一歹 cot 示 


由上述例题可以看出，运用求导法则不仅可以求导数和导函 
数，还可以求极限，证明等式与不 等式. 并且还可以利用导数求连 
续曲线的切线方程、法线方程和验证几何命题. 

例25 确定 a ， b ， c，d 的值，使曲线 3 , = a * r 4 + 办 jt 3 + t \ r 2 + d 

与）， = 11 •: r — 5 在点 （ 1 ， 6 ) 相切，经过点（一 1 ， 8 ) ,并在点 （ 0 ， 3 ) 有 
水平的切线. 
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解依题意，曲线在点 （1,6) 与（0,3)有切线，得 


(“X 4 + / 入 r 3 + cjc 



d) f 


(11了 一 5)， 


1 


(^jr 4 -j- f?x 3 + cx 2 + V ) 

又曲线经过点（1，6)，（一 1，8)，（0,3)，有 


0, 


= 0 


b-^rc^d — — 6 + c+ c/ = 89 d 




综上所述，得方程组 

{d = 3? 


3, 


u + 6 + c + t / = 6, 
a — 6 + c + d =8, 

4a + 36 + 2c = 11 1 


解得 


1， 


例 26 函数 / O ) = ( x 2 — x — 2) | x 3 — x | ，求在定义域内的 


不可导点. 


解 /(. r ) = ( x z — ;r — 2) I O + l)(x — 1)jt I 

=(x — 2) |xj |jT — 1 |[(，r + 1) \x + 113* 


因为 / i (^) = (了 + l )| i+l 丨在了 = —1 可导，/ 1 (一 l ) = 2;|： r | 

在 1 = o 不可导， | x _ ij 在 •!：= 1 不可导，所以 / Or ) 在定义域上 
除: T = 0，X = 1两点外均可导. 

例27 设周期4的函数 / Cr ) 在（一 00 , + 00 ) 内可导， 
H . 


j—o 2 工 


- 1. 


求曲线 j = fU ) 在点（5，/(5))处切线的斜率. 

解 y =八工) 曲线在 : r = 5处切线斜率/(5) = f ( l ). 


1 1- _ /(I — 


Jr ) 


lim 


x) -/(l) 


尸 （1) 


得 


尸（1) = /'(5) 2. 


注意 这里用了例 3 的结论.周期函数的导数仍为周期函 
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数，且周期不变 • 


例 28 验证函数 /O) = arctan ：- 十 - 巧 与片（了） = arctanx 在 

一 I — ax 

ax >1和^<1内有相同的导函数，并求 / U ) 与片 (. r ) 的关系式 • 
解 在> 1和 M < 1内，有 


fix) = 1 


1 



X 


a 


1 — ax 


1 — ax + a (.：r + a 


(1 — ax) 




1 + x : 


g r (x )= 



1 + 文 2 


所以 r tr) = g f (x) => fix) — gtr) = c\ 

当 <3：r < 1 时，设 一 g(x) = c X i 

当 ax > 1 时，设 /O) — g(x) = c 2 . 

设 “ > 0 (a < 0 类似讨论），在 “x < 1 时，令 t -^― oo, 得 


— arctan 



—= arctarw. 


在 “x > 1 时，令 : r 〜+ oo ，德 


. 1 7 T 

— arctan - = t ， 2 x 2 = arctana — tt. 

a 2 

因此， /(« r ) 与 / r ( x ) 有关系式 

r A- a farctana ， ax 1 ， 

arctan ^ - arctanjr = { 

1 — larctami — tt, ax > L 

例 2 S > 设 / Cr ) 是周期 ： T = 5 的连续函数，它在 I = 0 的某邻 
域内满足关系式 

/(I + sin ： r) — 3/(1 — siiLr) — 8x + o(x) , 

其中 a (. r ) 当 x — 0时是 x 的高阶无穷小，且 /(. r ) 在 x = 1可导. 
求曲线 *V = / Cr ) 在点（6,/(6))处的切线方程. 

解对关系式两边取 x 0时的极限，得 

/(I) •— 3/(1) — 0 ==> /(I) — 0. 

又 li ni / (1 4~ sin . r ) — Zf C 1 — sim ) 
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，‘ / 8x t Ct(x) JT 

lim — T* - ： ~ 

x _o sinx x sinx 


即 lim 


/(I + sin.r) 


jr-^O 




sin.r — sinO 
尸⑴ + 3/(1) : 


迎 + 3 lim /(1 — Sil ^ ~ ^ 1} 


1 " 二 (- sinx + sinO) 
(1) = 2. 


因为周期函数的导数仍为周期函数，且 T 不变，所以 


尸（ 6)= 尸（ 1) 




由 /(6) = /(I) = 0 ， / f (6) = 2 ,得切线方程 

y — 20—6 ) 即 2x — y — \2 = 0. 

例 30 求下列函数的 导数： 

. TC 

(1) /(x) = [j ： ]sin7t.r ； (2) fix) = x cos — ， / (0) 

x 


0; 


(3) fix) = vsinx 2 . 

解 （ 1) 当工不为整数时 ， /!_ ( 工 ） =/V Cr) = 7r[j ： ]cos7rx. 
当 2 为整数时，由导数定义有 


/+ W 


[々 + △: r]sin?t (々 + Ax) — 0 
_+ A.r 


lim 


Ar— 0 


^sin(jrAx) • cos 々 7r 
Ax 


々丌 （一 1 广 


类似可得 


广（々）= Tt (々一 1)(- 1 八 


(2) 当 x 关 (k 为 整数） 时，有 


f_ ( x ) = (jr) 


cos 


tc |cos(7r/.r) I .. n 

t ■ * _ 1 ■■■ ■ ■ • Si 

x cos(tt/jt) X 


当工 =^1 时，由导数定义有 



2^ H ~ 1 


J ~ \ Zk + I j 2 八 ， 7+ 1 2k -f 1 

1 广 丨 ■ 

/L (0) = lim -t— Lx cos = lim 

ir 一 0 J ix—0 

所以，广 （0) 不存在，类似地， /； (0) 也不存在. 


丌，/+ 


2々+ 1 


玎， 


cos 


， 


(3 ) 当 


y2 ^tt — o 时，有 


14 $ 





A ( o ) 


lim 


sin (Ax) 
A.r 


1， 


广 （0) 


lim 




sin ( 厶 .r) 
A.r 


— 1. 


当 


/2^, k = 1 ， 2,… 时，有 


/+ ( /2^r) = lim 


lim 


sin( 2kn + Ax) 2 
Ax 

sin[2Ax \/2 々丌 + (A.x) 2 ] I 2 ^kn 


2Aj: V2kn + (Ax) 


v t^x 


类似可得 



( / 2 k ^) 


，々 = 1，2,…（也可由奇偶性得）， 


/ + ( VX2k + l)ir) =+ 00 , /_ (/(2 々 + 1)tt) =—oo. 

当 /2^ < |x| < v /(2 A + 1)tt ， k = 0，1，2,…时，函数有意 


义，由求导法则，得 




/+ (^) 


xcos.r 


sinx 


例 31 设 /( I )可导， /^O) — 1 = /( 了 2 + sin 2 jr) + 

/(arctan:r) , 求 y (0)* 


解 




尸 （ jt 2 + sin 2 jr) • (2.r + sin2^c) 
+ f (arctani) ； — r 一 ？ ， 


由 /'( o ) = 1 ,得 y ( o ) 


■ ■ ■ ■ • ^ ^ 

1 + X 

尸（ 0) • 0 + f (Q) • 


例 32 求下列函数的 导数： 

(1) 3' = lnarcsin(2^) ; (2) 3 ; = 

解 （1) 用复合函数求导法则，得 


( x 2 + 2 x — Darcsim 




+ ln (. r 2 + 3 jt — 1) + lnarcsinx , 


1 + 


+ 3 


3^ - 1 



arcsinjr _ 


[ e r ( 


3.r — 1) + c x ( 2 r + 3)] arcsin,r -f e 


x 1 H~ 3x — 1 
/l — Jr 2 


e^O 2 + 5x + 2)arcsinx + e 


x 1 H ~ 3 .r 


例 33 讨论函数 /( x ) = arcsin 
解由复合函数求导法则，有 


一 J 


P 的导数. 


P (* r ) 


1 / 


(1 — x 2 ) — x 2 l x I 

/ lT — x 2 , — 1 < x < 0, 


—1/ /l — Jr 2 , 0 < x < 1. 


lim 


/O) — /(0) 


显然，当 


lim 

x-*0 


0 时 ， y — O ' 这里 


arcsin 


l — x 2 — n /2 


arcsin 


1 — x 2 


则有 


smy , 
- siny 


3 ; 6 , 0 , 
- l <Z x <i 0 


0 < j : < 1. 


所以 lim 


j—*0 


/( X ) — /(O) 
X — 0 


lim - r ^— 
r<r sin y 

lim = 

Sln y 


x < o 


~ l ， 〉 o. 


从而知上述极限不存在，所以 fix ) 在 x = 0不可导. 

例 34 证明 ： 若函数/\0) ，/ 2 Cr ) ， … ，/„( jt ) 在点 j ： 均可导， 

且 /,(0)乒0 (/ = 1，2,…， 《). 设 g { x ) = / iOKCiO ."//：!：)， 则 
函数 / rU ) 也在点^可导，且 


/( I ) = g (: 


/ iO ) f 2 ( x ) 


+ 


/! ⑴ " 


* 
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证 由乘积的导数公式，得 


g r (x) = ^]/i 0 )/ 2 (，)•"/; 0) ， "A0) 




ft ( 了 ) CrXXr) 
/1 ( 了 ）/2( r ).0) 


贫（工） 


f x Cr ) f z { x 、 

L /^ x ) / 2 ( 工） 




+ 


f ， M 、 

/" O ) 


第二节 隐函数与参数方程确定函数的导数 

主要内容 


1. 方程 F ( jr y y ) = 0决定一个）'关于工的函数3,=(工），称 
为隐函数.隐函数常用两种方法求导. 

(1) 对方程尸0，^) = 0两边关于： T 求导，因_)，是1的函数，用 
复合函数求导法则进行.然后从等式中解出 y . 

(2) 对方程 FOr ，_ y ) = 0两边求微分，利用一阶微分形式不变 

性，把 J 视作自变量，得含 d . r 和 dy 的等式，再解出 

2. 设 J = 的函数关系由参数形式 


\y = (pit ) , 




确定• 〆 /)和 ^( O 在上可微，#0在 ( b ， h ) 上严格单调，且 
參0,则由反函数求导法则和复合函数求导法则，有 

dy _ 中 ’ it) 

dx ~ #(/)’ 

d'3 1 _ 中 ” (j) — ⑴ y/’(/) 

dx 2 [W (，）] 3 . 
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疑难解析 


1.怎样求极坐标方程 r = /(0) 给出曲线 c 在曲线上点 
MiOJiO )) 处切线的斜率和过 M 点的切线与向径的夹角？ 

答求极坐标方程 r = /( 幻给出的曲线 C 在曲线上点 
_， f _ 处切线的斜率，就是求 r = f (0) 转化的显式方程 y = 
/ Cr ) 在对应点 0，_ y ) 的导数. 


由 r = / CO ) 得到以 为参擎的方程 

x ~ rcosd f { d)cosd 
y ~ rsin <? = f (0) cos 6 


o t . 


干县 tana - ^ - dy/d6 - 尸 ⑻ sil ^ + /(O^osO 
丁定 tana —心一 djr/d ^ - f ⑻ cos Q - f(0)slnO 

= f jO)t^ndf(6) 

~ f(0) - /(^)tan^ 

从图 3.1 可以看出，过点 A / 的切线与 〃 A / 的夹角 p 满足 






这时点 (.r。，：^) = (_u)，0(/ D )) 是曲线 C 的 
奇异点. 

如，星形线（见图 3.2) 的参数方程为 

X = ^cos 3 / , 

t 0 ^ t ^ 2n^a > 0 . 

y = asin s t , 

有 x, ⑴=— 3ucos 2 fsin 广 ’ 

y (t) — 3 asin 2 fcos，. 

显然，当 6 = 0, tt /2,7t,3/2^ 时， x ’（ l ) = 图 3. 2 

y'W = 0.所以，点 k，0)，（0，a)，（一《，0)，（0, 一 《) 都是星形线 

的奇异点 • 从星形线的图形知，这四个点又是星形线的尖点.一般 
地，尖点是奇异点，但奇异点不全是尖点. 

当〆（心）关0,而少0。） = 0Bf ，由于在 f。 的邻域内存在反函数 

f = y^Or)， 故 tana = ^ = 0,即曲线 C 在点（??0。）， 

0(G)) 有水平（平行于I轴）的切线. 

当 0(/。）= 0,而 tp ' ito ) = 0时 々na = g = 即曲线 C 在 

点（的^)，0(〖。））有竖直(平行于3,轴）的切线. 

以上两种情形都有|>(/。)] 2 + 0' 0。) 2 ]共0,所以曲线 C 在点 
(^P(^o) »0C^o)) 存在切线. 

方法、技巧与典型例题分析 

_、 隐函数的导数 

在主要内容1中，我们已经指岀了隐函数求导的两种方法.当 
隐函数为幂指函数时，我们还可用取对数求导法来进行. 

例1 求下列隐函数的导数 

( 1 ) arclan — = In x l -f 3^ ； ( 2 ) e 々 v + x 2 y — 1 = 0 ; 
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參 





( 3 ) 




y ; 


( 4 ) cos(xy) 


解 （1) 用复合函数求导法则，有 


1 丨 y 

1 (y/ 了） 2 ( 了 


3： 


+ y 


(2 x + 2)， y ) ， 


解得 


d.r 



(2) 对等式两边求微分，因为 


de. 


Xy d{xy) — e xy (xdy 4- : ydx )， 


所以 

即 


d(x 2 y) — 2xydx + 工 2 办， 
(e 々 + x)xdy + (e xy + 2 工）恤 


0, 


办=一 

dx 

(3) 用取对数求导法，有 


(e xy + 2x)y 
(e xy + jr)x • 


解得 


y\nx = x\ny , 

y f In jc + — = ln^y + 

x 

= jl . y ~ z ^ n y = 2 

dx x x — y\na: x 

(4) 对等式两边求微分，有 

dcosCx^y) = d(x 3 y^) 


y ^ 






sin(xy)d(xy) = ^ 3 d(x 3 ) + x 2 d (y 


=> — sin(xjy) + xdy) = 3x 2 y^dx + 3 x 3 3 / 2 djy 


得 


dy 

djo 


例 2 设 y 




^sin(j-30 + 3x z y z 
jrsin(jE\y) + 3x 3 )， 2 

y_ # s\ntry) + 3x 2 y = _ 
x sin (: rjy )3‘ r 2 jy 2 x # 

/Cr + y ) ， 其中 / 二阶可导，且其一阶导数不等 


于1，求 


解 等式两边对 


求导，得 


r + ： v)(i + y )^>y 




rt 


+ y y 


攀 
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上式两边再次对工求导，得 

y ++ y ) 2 + /，u 




=>3 J 

将 y 代入上式，有 


/"( •r + ： y) (1 + y 

1 - f (x +7) 


d z y 


f f Cr + 3 0 

[1 — /’ （工 + )’）] 3 


例 3 设函数 y = yM 由方程工’ + yinx = 4 确定，求 


dx* 


解将方程改写为 e^ lnj + y 2 inx = 4,进行变量代换，令 w 


yiru ：， 则有 e " + “ = 4. 

对 .r 求导，得 （ e w + 1 ) ^ = 0=> 


0,即 


2y ^ y f \nx + 


y = 


0=>3 ;/ 




djy 

I » ■ ■ _ 

dx 


y 

2- rln , r * 


此例说明，在解题过程中加强观察，可能会找到简便的解法. 
例 4 设 : y = ytr ) 是由方程组 


3, 


e)’sirU — 十 1 


所确定的隐函数，求 


d.r 2 * 


解 两个方程分别对（求导，得 


6 , + 2 , 

e y cott 
1 — e 3 sin / 




^ v cosr 〜 dr — 2(2 

2 — 3 J， 


e y cost 

y)(3t + 1)’ 


故 

d 2 y 

d 7 2 


/ dy 

dx djr 


d " 

d7. 


e y cost 

2(2"- y)(3t - 1) 


dx 

d 7 


e y (3 / 十 1)[(3 —y)y r cost — (2 — j)sin,] — 3(2 — 


4(3 广 -1) 3 (2 - >0 2 


)e* y cos/ 


例 5 设 arcsin.r • In )’ 一 e 2r + la 113^ = 0 , 求 


dx 
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解方程两边对 . r 求导，得 


In v 


arcsinx 


v 7 1 _ * 


r 


9 


3 r 


一 2 e 




,r 



cos^v 


y 


0, 


解得 


3, 


lx 


In )' 


/I 




x 


arcsinx 
: V 


cos 2 )， 


由于 x = 0 时 ，: v 


7 t 


，故 


d.r 


n 


x= 0 


1 ——— In 

2 4 • 


二、参数方程确定函数的导数 
例6 设摆线的参数方程为 

x = a(t — sint ) , 
y = a(l — cost ) , 

(1) 求摆线上任一点尸处切线与法线的斜率; 

(2) 求方程确定的函数 : y = yU ) 的二阶导数 


解⑴々 


切 


dy 

dx 




JT . 


asmt 


d^y 

d . r 2# 


sin ， 


a(l — cosO 1 — cost 


=— =— 


1 




cos 广 


( 2 ) 


d 2 )， 


d 


dx z d.r \ dx 




d 


s\nt 


smt 
dx 


dt I — cost! 


^ (1 — cos^)^cosf — asin^sin^ 


a 3 (\ —cos) 3 a(l 

例 7 设函数 / ⑴三次可微 ，且尸 ( O 关0,有 

= /，（/)， 


cos，） 2 


X 


y = tf it ) — , 


求 


d 3 y 


解 


cb，_ ditfcn - fan 

心 _ Srco 


T ^ U ) 


^ 2 y 

d 


r 


d. 


r 


dy 

dx 


d / dx 




dtl d/ /"(/)• 
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d s y 


d ^( dV 

d:r d,7' 


dt .7^0 


dx 

d7 


例 8 求曲线 ^ = - 
的切线方程与法线方程. 


2 / +/: 

TT 7 


尸⑴ 

在/ = 0， l ， oo 各点处 


解 


2 + 2/ 


2 — 2 t — it 



dy 

dx 


( 1 ) 


(1 十 ， 3 ) 2 
2 t — 4/ 3 + i 
Zt _ 4^ 3 — i 


0, ( jr ^ y ) = (0,0) ，厶 





(l + t z y 


1 ~ _ 1* 


切线方程 J = ： r ， 法线方程 3 , 


( 2 ) / = 1 ， O ，)0 
切线方程 3 x — y 


2 J 


，k 




3, 々法 - - 




4,法线方程 x + 3) 




(3) 


oo ， ( x ,^ y ) — (0,0) ， 是 


1 ， 厶 


切线方程） 


A 法线方程7 


J 0 m 


例 9 证明： 星形线 


上除 G 


jt — acos s t ^ : b — asin 3 ，， 0 ^ ^ ^ 2 ^r 

0， f ，7 r ,|^ 外，切线被两坐标轴所截线段长为一定数. 


证 因为 Y 


dx 


3 acos - fsmf , 
3 asin 2 /cos/ 

■ ■II ■■■■ ■ 

SacQS^tsint 


3asin 2 /cos/, 


tant 


过点(工(/。）0心。））的切线方程为 


asin 3 f 0 


tanf 0 (.r — acosfo ), 


所以，切线与 . r 轴的交点是 MU COS Q ，0) ，与 j 轴的交点是 
7^(0，奶1加。），于是切线长为 


|MAM 


{acost^y + (^sin^ 0 ) 2 . 


明： 


例10 设^ = 

_ —丄 

一 7 ? d ? 


t 


1 — t 确定函数 j = jO ) ，证 
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例 11 证明：心脏线 r ~ a {\ — cos 0) {a > 0) 的向径与切线 

间的夹角等于向径极角的二分之一. 

证 由疑难解析1知 , f ( d ) = a {\ — cos 0) ， 尸 （0) = “ sin 沒，故 

tan ©= 4--- = a(l ~ C0S ^ ) = 2 sin 2 W 2) 

P (0) asind 2 sin (^/2) cos (^/2) 

= tan (^/2). 

例 l 2 求对数螺线 f # 在点 O , 约处的切线的 
直角坐标方程. 

解将极坐标方程 P 转换成直角坐标系下的参数 方程: 

X = e 9 cos < p,y = e ^ sin ^ 所以，切线斜率为 

_ siny + cosy d)，j _ 

dx cosp — sin ^^ dx ~ ^ 

当屮 =" I 时 , x = 0 ，_y = e ^ 2 . 故切线方程为 

y — e K 々= — jc , 即 x + j ，= e K/2 . 

例 13 设是拋物线 jy = >/了上任意一点 
M (_ r ，_ y ) U > l ) 处的曲率半径， 5 = . vU ) 是抛物线上介于点 

4(1 ， 1) 与 M 之间的弧长，计算 3(0 的值(直角坐标系 

下曲率公式为& = ― L ^ J — . 

(1 + j 2 ) 3/2 

解 因为 y = = - 所以抛物线在点 

2 V X 4 / x 3 
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MCr , y ) 处的曲率半径为 


P 




心 )= 士 = ^1^!“ (4 . + 1) 气 


抛物线上的弧长 


s 


s { x ) 



1 + )， 2 dx 


X 


\/1 + l /(4. r)cLr 


显然4和 s 都是参变量工的函数.由参数方程确定函数的导数公 


式，得 


dp 

ds 




dV = 

dx 2 dx 
因此，有 


dp/dx _ 1/2 • 3/2(4 x + 1) 1/2 
d5 / d 工 — /I + l/(4x) 

1 dp \ I ds _ 6 _1_ _ _ 

石 j / 石— 2 yr • VT + l /(4 x ): — 74 x + 1 


6 sfx , 


6 


3 户 


d 2 p I dp 


2 


ds z 


ds 


3 • - tt (4 x + 1) 


3/2 


參 


v4r-Fl 


36 x = 9* 


例 14 已知曲线的极坐标方程是 


1 — COS 0， 求该曲线上 


对应于 <9 


K 


处的切线与法线的直角坐标方程. 


解 曲线的参数方程为 = (1 — cosOcosly = (1 — 

cosOsin 心即 jt = cos ^ — cos 2 沒， y = sin 沒一 sin ^ cos ^. 


切点坐标为 


I /3 


3 


2 


/y 

~4~ > 


dx 


= dy/dO 
^= jc/g dx/dO 


cosO — cos 2 ^ + sin 2 汐 


—— sinO + 2 cos 沒 sin 汐 


k/6 


所以，切线方程和法线方程为 


JV - 冬 + - + 




x 


3 , 5 

-十 j 


0, 


_ i + 


3 


V 




3丄3 
- r 




x +)， 


3 


+ 




a 


V 


« 
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例 15 参数方程 t = e'sint.y = e f cot/ 确定函数 : y = ) ， (x )， 
证明 ty ff (r + y) 2 = 2 try 9 — y). 

证 由参数方程的求导法，有 


dy 

dx 


oncost — sint) 
e’（sinf + cosO 


d 2 y 

±? 


dx 


d V d 

dxj ~ dt 


2sini 

cos 尤 + sint 


2sinf 

cost -h sin ， ？ 

dx _ — 2 

df e^cos/ + sin，） 3 ’ 


故 y ff (jc H- y) 2 




_ — 2 _ 

^(cost + sint) 

- 2e / 

cos^ + sin，’ 


# 


e 2/ (sinz + cost) 


2(xy f - y) 


x 1 — 


2s\nt 

cost + sint 


e f cost 


于是 


. cost — smf 

= 2e sin/ - : ——:- cost 

cost + sin/ 

y tf (jo + y) 2 = 2try f — y). 


— 2 c f 

cost + sin〆 


例 16 参数方程 


2t + \t\,y=St 2 + it\t \ 确定函数 : y 


: vO ) ，求 


，求 f . 

UJT jr~0 

解因为 ki 在 


o 不可导，故不能直接使用参数方程确定 


函数的求导法则，需先求出函数 = yM 的表达式 


3ty t > 0, 


< 0 , 


9 , 2 ， f ^ 0, 

t 2 , t < 0 


知， z 与？同正负，故 


，> 0 , 




X , JT < 0, 


: r 2 ， .r ^ 0, 

x 2 ， jc <C 0. 


所以 


iy 

dx 


lim 

jr-^0 


f(x) - /(Q) 

x — 0 


lim — 

_r-^0 上 
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第三节微分与高阶导数 


主要内容 


b 若函数 J = / Or ) 在: r 。 的增量可以表示为 Ax 的线性函 
数 A A.r 与较 Ax 较高阶的无穷小量 之和 ： Ay = AA.r + o ( Ax ) , IjllJ 

称函数 / 在点 A 可微，为函数/在点 x 。 的微分，记作 



A Ax 


或 d (f (jo)) = /lA.r, 

Jr — Jr ,. 


A 是与无关的常数. 


2. 函数 / 在: r 。 可微 ㈡ 函数/在： r 。 可导. 此时 A = fUo ). 

3. 若/在区间/上每点都可微，则称/为/上的可微函数 ./ 
在/上的微分记作 djy = /' ( x ) △: r ， 它不仅依赖于 ir ， 也依 赖于二 

4. 有如下微分运算 法则： 

(1) d[“(j：) 土 = d“ （ :r) 士 dv(.r ) ； 

(2) d[w( 、 r)z ； 0)] = v(sc)du(x) -f- ； 


， / v(.r) u(x)dv(x) — v(.r)du(x) 

(3) a . v - -- ; 

u { x ) tr ( x ) ’ 

(4) d [(/ ^ g) (jr)] = f UOg 1 (x)dx = f (x)du. 

■ 

当式 （4) 中以 d « = 〆 ( x ) dr 代入时，也可写作 d_y = 尸 Uc ) du y 
与 ^ r (- r ) dr 形式上完全 一样. 即不论 a •是自变量还是《是中 
间变量，它都有相同的微分形式.此性质称为一阶微分的形式不变 

性. 

5. 若函数 _V t /(- r ) 的《 — 1阶导数 f ^ U ) 在点 . r 可导， 
则称其导数为/在 x 的》阶导数，记作广> (. r )， y ，》= 2，3，… 

阶导数称为高阶导数. 


■ 
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6 •: y == 的〃 阶导数公式称莱布尼茨公式， 

( 腳 )㈤= ， V 0) + CV "— 1 V + CV『 2 V + … 

+ CV W ]V + …+ u m v Ui \ 

7. 若 y = /[片(了)]，则 y = / 7 [片(了)] • 〆 （, r ) ， 

y ’ = /"[#(>)]• lg ' ( x )] 2 + 尸[片(1)] • g ' X . r ). 

8. 若尸 / Or ) 为严格单调的连续函数，其反函数 x = < p ( y ) 
有高阶导数，且 WCv ) 垆0,则 


y u > 


¥ (^) 


y ; ( x ) 


^ f ( y ) 

L ¥ Cv )] 


'/ 〃 r 〜 • WW 

3 L ¥~ G )7 . 

9. 若函数 / = / O ) 的 "一1 阶微分 d n ~ l f ( x ) 在点 x 可微, 
则称其微分为 / 在 . r 的”阶微分，记作 d "/ Cr )， d 、，《 = 1，2,….一 
般有 d > = y ( H ) djc ". 


疑难解析 


1. 函数 /(. r ) 在一点： r 。 的导数与微分有什么区别？ 

答从理论上讲，导数与微分是等价的，它们互为充要条件. 
但从实际意义与几何上看，它们有着很大的区别，表 现为： 

(1) 导数尸 （ x 。） 是一个数值，是函数增量4>，与自变量增量 


△ x 之比砮 


当0时的极限，它反映函数 /( x ) 在点: r 。 的变化 


率*而微分 dj =尸 ( jr 0 )(jr — x 。） 是自变量增量 Ax = O — x 。） 的 
线性函数，是一个无穷小量，它反映函数 / Cr ) 在点々增量的线性 


主部.两者的实际意义相去甚远. 


(2) 在几何意义上，导数 /( A ) 是曲线 j = 在点 Cr Q ， 3 ,。) 
的切线斜率，而微分 dj ， = f (jt 0 )(x — x 0 ) 是曲线= /(X) 在点 
(■ ro . yo ) 的切线在区间 (. n ， x 。 + Ax ) 上的纵坐标的增量（见图 3. 3). 

(3) 在使用上，导数主要用于函数性质的理论研究与应用问 
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题变化率的讨论，而微分主要用于微分运算 
与近似计算，误差估计. 

2. 为什么二阶微分不再具有形式不变 

性？ 

答 对于复合函数 = /( w ) ，《 = 

# U )，具有一阶微分的形式不变性，即 

=尸 （《) d ». 图3, 3 

但是，二阶微分时 , d 2 v ^ rUcHuK 这是因为，当对 dj = 
/'( w ) d « 两边求微分时，有 

d z y — d\_f (fO] * dy + /'(«)d(d«) = /"(M)dw 2 + f («)d 2 w. 

因为 《 是中间变量而不是自变量，一般地， d 2 w 关0,所以多了一项， 
不再有微分形式不变性. 



方法、技巧与典型例题分析 


对于微分运算，常用两种方 法：一 是用一阶微分的形式不变性 
直接求出，二是先求出导数，再配以自变量微分得到函数的微分. 
求高阶微分时，要注意微分形式不变性已不再 成立. 求高阶导数 
时，一般采用逐阶求导法.对复合函数求导.一定要注意链式法则 
的 运用. 求高阶导数最关键的是从前几阶导数中总结和发现规律， 
写出高阶导数公式. 

一 、微分问题 
例1 求下列 微分： 

(1) y = e'^cos/p.r ； (2) y = x 2 lnx 2 + cos.， 2 ; 




解 


(1) 由一阶微分形式不变性，有 
d(c ar cos^) = cos/j.rdCe'^ ) + Q^ ur d(cosb.r) 

[cos 厶 ( — d) + — - sin/ 入 r) • 厶 ] d‘r 
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= — e ~ ujr [^ acosl?x + bsmbx ^\ dx . 

(2) 因为 y = 2-7'lnjr 2 + 2x — sin 了 2 • 2了，所以 

djy = 2 工 [lrur 2 + 1 — sinjr 2 ]clr. 

(3) 所给方程是一个隐函数，两边求微分，得 

d cos(xv) = d { x 2 y 2 ) , 

— s [ n ( xy ) d ( xy ) = j’ 2 d:r 2 + x 2 dy 2 , 

— s \ n ( xy)(xdy + ydx ) = 2 ry 2 dx + 2 x 2 ydy , 

经整理，解出 

dy _ ysin ( xy ) + 2 xy z _ y 

djr xsln ^ xy ) + 2 ^y x • 


故 


dy = — —dx m 

x 


(4) 由一阶微分形式不变性，有 


dy = d In 



f n , x 

— 

tan 

_ i_ __ 

A l~ O 



4 2 J 

hi 


1 


tan 


7 T 


X 


4 - 

， 

f n , x 1 

■ 

Sill 

2 

_| 

4 1 O 



■ 

(4 2 J 

■ 


COS 


d:r 


o 


tan 


7T 


7 Z 


• d tan 


x 


n 





x 


d 


7T 




+ 


X 


dx 


sin(n/2 + x) cosj: 


例 2 讨论由参数方程 

jc = 2t + I ，丨， 

3, = 3, 2 + ， I /1 
确定的函数 ：y = /(^)的微分 d_y. 

解 因为 


X 


t ， t < 0, 

3/， />0, 


7 


2 t \ t < 0, 

Ur\ t > 0, 


显然与 / 同正负，有 


x, x ^ 0, 
. r /3, ：r > 0_ 


代入 JV 的表达式，得 
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secjrdx 


y 


2工 2 , x ^ 0^ 

4 x 2 /9， x > ()• 


由于 J 




fix ) 在 （_ oo , + oo ) 上连续，所以 

x ^ 0 9 




8‘ r /9 • cLr ， x 〉 0. 


例 3 设 : V = sin [ r / 2 (. z ：) + t/ 2 (x)] ， w(x) f v ( jo ) 可微，求 dy 

解 ^是抽象函数，用一阶微分的形式不变性来求. 

dy = cos[w 2 C ： c) + i; 2 (x)]d[M 2 (:r) + v 2 {x)^] 

— cos[u 2 (x) + t; 2 ( t r)][2w(x)dw(x) + 2v(x)dv(jr)^\ 

= 2cos[w 2 (x) + v z (x)^\ • [u(x)u f + v(jo)v f (j ： )]dx ( 


例 4 设函数 y = ytr ) 由方程 2 xy = x + : y 确定，求办 


0 


解 yCr ) 是一个隐函数，要对方程两边求微分，利用一阶微 


分形式不变性，得 


❿ = dCr + 3 ；)， 


2 xv ln2(xdjy + ydx ) = dx + d_y. 


解得 




ln2 • 2”， • y — 1 

I—— ln2 • 2 巧 •： r 


dx . 


因 x = 0 时，由方程可得 : y == 1，故 


dy 


(ln2 — l)dj：. 


0 


例 S 设 /( x ) > 0 且处处可微，求 d / 

解由一阶微分形式不变性，得 

ln/(x) 
fix ) 


ln /( x ) 

fix ) 


df 


酷 M 徽 d 


/7「 ln / O ) 

s IToPT 


/U) U)ln/(x) 


[/ U )] 


2 


dx 


= V §) a ~ ln/(x))dx * 

例设函数曲线可由参数式 ■r = xit) y y = y ( t ) 表示，又可 




165 




用极坐标式 r = r (们表示 •证明： 

( dx ) 2 + ( djO 2 = ( rdO ) 2 + ( dr ) 2 * 

证 因为 j == r ( O ) cos 0 = r (0) sin 0， 所以 

dx — cosOdr — isinOdOj = sin 夕 d 厂 + rcosOdO ^ 

于是 

( dx ) 2 + ( d ^) 2 — (cosOdr — rsinOdO ) 2 + ( sin^dr 4~ 7 ^ cos 0 d 0 ) 

={rdOY + (n 


例 7 设 j = [/ Cr 2 )] 1 "，/ U ) > 0 且可微，求 dy . 

解 _ y 是幂指函数，用取对数微分法，得 

ln ^ = 丄 ln _/( x 2 ). 

x 


dj xd Infix 2 ) — Infix 2 ) • dx 


y 


1 fir 1 ) 
r j\x 2 ) 

f Oc 2 ) 

/ Ct 2 ) 


2xdx 


ln /( jc 2 )dx 


2 


1 


2 


ln/(jr 2 ) 


故 


dy = [/(x 2 )] 


l/x 


/' Cr 2 ) 


d . r , 


Infix 2 ) 


d:r 


例 8 设 fijOr ) U，j 


4 f{ jo 2 ) j 

1，2,3) 可微，求以如下行列式定义的 


函数 FU ) 的 微分: 


F(x) 


/ n O) fn(x) / 13 (x) 

f Z\ (^") f ri (.X ) f^z (T ) 

f Z\ ) f zz (*3：) y*33(.r) 


解 


因为 JijCr + Ax ) = fijtz ) + fij ( x ) -f 0 ( △: r )， 
F(x + Ajt ) = F ( x ) + G ( jt ) Ax - f - o ( Ax ), 


其中 


GU ) A 


fnCr ) A 2 Cr ) / l 3 (. r ) 
Jlxtr ) / 22 (. r ) / nCr ) 

Ai ⑴ fnM fssM 



/ii(:) j\ 2 ix) / 13 (，) 

,21 Or) , 22 ( 工） 

/3 l ; ⑺几（了） / j 3 ⑴ 
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则 


ZnO ) / i 2( i ) / is (^) 

H~ f l\ C- 1 ") f 22 (- r ) /^(• r ) ， 

/ 3 l (-2") / 3 2( 了）几 (.，，） 

dF (x) = G(x)dx. 

例 9 设 : V = ， f(jr) ,^(x) 可微 ，〆: r) >0 ， #(x) > 


0,求 d )'. 


解因为 _y === log ^. r ) ^( x ) = ，所以对等式两边分别微 


分，得 


」 」 ln^(x) 1 「1 ,、 

d )’ = d l ^ u ) = h ^ u ) L ln ^ CT) 

1 「0’ Cr ) i— 




命成給 f — ⑴ .诗户 


例设 : v 


1 — ax 


(kl < 1)，证 明：当 < 1 时， 


1 — y 


djr 

1 — ,r: 


而 


故 


证 对方程^ 


ax 


两边微分，得 




(1 — ax) 


1 — y 


1 - 


dx. 


1 - a 




[—ax j Q ] 

I^y 


(1 — axY 


(1 - x 2 ), 


dx 

1 — JT 


二、高阶导数与高阶微分问题 

求高阶导数有下列基本 公式： 

(1) ( e 1 )^ = (：■%( 〆 ）(”）= ^( InaY 1 (a > 0)； 

(2) (x m y n) = m{m — — n + l)x 一 , ； 


(3) (sinx) 


(4) (ln:r) 


sm x 


(- l) w_ 


- yTt , (cosjrY = cos x + yTtJ ； 
! — 1)! 
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争 


Oog u x ) u ° = (— 1 ) 


1 • — 1 ) ! • 
x^lna J 


( 5 ) 




(-ir 


i + .W 、 "（l + 了 )"+” 

在求高阶导数时，要先将函数变形，尽可能利用基本公式.要 
善于用数学归纳法、递推公式和莱布尼茨公式. 


例11 设函数 

fix ') 


ax 2 + + c ， jc 〈 0 ， 


ln ( 1 + x ) ， 


jo ^ 0. 


问 为何值时，尸 Cr ) 处处连续，但在1 = 0无二阶导数. 

解 f (. r ) 在# 0连续是显然的.要在 .r = 0可导，则 / U ) 
在 x = 0连续，由 /+ (0) = /_ (0) = /(0 )=>c = 0•又 

/_ (0) = lim 娜 = lim V 2 + /；J = 

P 0 - ^ 工 

4 (0) = lim /(r -_ ) — /(0) = lim tH (1 + r) = 1. 

X ” 0 + ^ 


所以，由 /+ (0) 


(0) = f (0) 得 b 


讨论 /'(X) 的连续性.当 : r <0时，尸 Or ) = + 1，尸（0一） 


1 ;当 X > 0时，尸 （ JT ) 


1 + X 


，尸 （0+) = 1,由尸 （0—) 


尸 （0+ ) =尸 （0) 知， y 7 ( x ) 在 .r = 0连续，从而 fix ) 处处有一阶连 
续导数 ■ 


f _ (0) = lim — Cr) ~ ’ （ Q) 


lim 


€ Z<xx + 1 — 


0 


j^O 


(0) = lim 


f 1 ( ^) 一 f r (0) 


lim 


1/(1 + 


2 a , 


- 1， 


所以，当 2“ 关一1，即“关 一 I 时，尸 (0) 不存在, 


即本例选 U 丰一飞山 
例 12 证明： 
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( a 2 + /? 2 )” /2 e dX sin(":r 十呼） = 一’夕 e jr sin hx + ~i > 

~0 \ 乙 I 

其中 p = arctan 

证 设 /O) = e“’sin&r，^J 

f (x) = e^ iaslnbx + bcosbx) 

. / l) ' 

=(a 2 + 6 2 ) 1/2 e <,r sin(/;jc + 史 ） I <p = arctan —. 

逐次求导，可得 

f in} (x) = (a 2 + 6 2 ) M/2 e t/J: sin(6j ： + n<p). 

又，用莱布尼茨公式直接求导，得 

» / 

/ U) (x) = 2jCla w ^^ l e u - r sin bx + 

,、0 \ ^ 

比较两式，即得所证命题. 

例 13 设 /(X) = arcsinx ， 证明： 

⑴ （1 - sc 2 ) f i ，,+2) U ) ~(2 n + l ) x / ( w +1) ( x ) ~ n 2 f M ix ) =0； 

(2) f_ ⑻ : = n 2 f M (0)i 

(3) / (2 *)(0) = o,/ ,2 * +1) (0) = l 2 • 3 2 • 5 2 … （ 2A - 1) 2 ,V k 6 

N. 



« 
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(3) 因为尸（ 0) = 0 ， /"(0) = 0, 利用题 (2) 的结果，得 
尸⑻ = 1^(0) = 1% / (4> (0) = Or' 


所以， / f2 ” （ 0) = 0 ， / ⑶ +n (0) 


0 


■ 


3 2 … （ 2 々一 1) 2 ,V 々 6 N. 


例 14 设 fCr) 


g (jt) — cosx 


X 


X 乒 0, 


Ka , x = 0. 

其中 #Cr) 为二阶可导且导数连续 4(0) = 1. 


(1) 求使 f Cx) 在 : r = 0 连续的 a 值； 

(2) 求 r (^) 并讨论 r (^) 在 1 = 0 的连续性 . 


解 （ 1) 因为 D?0) — cosx] 


1 — 1 = 0 ,所以 


X 


lim 






COSJC 


X 


lim 

i 斗 0 


— cosj "]] — 0 


X 


0 


lim^’Cr) + sin.r = g f (0). 


.r 一 0 


当 /(0) = lim/(x)= 〆 （ 0) 时 ， /(JT) 在 X = 0 连续，则 fix ) 处处 

J.-V 


连续 . 即 “ = 〆 （ 0) ， /(x) 在 x = 0 连续 
(2) 当 x 关 0 时，有 


/’（了） 


_g f (x) + sirur]:r — [^(x) — cosjt] 


x 


7 


f(0) 


=lim 

j 一 0 

=lim 


f m — y (o) 


X 


— COSJT 


lim 

,r -*0 

xg f (0) 


\ig(jr) — cosx]/x — g f (0) 


JC 


x 


LJ 


lim 


lim 

1 一 0 


g f O) + sin:r — 〆 (0) 

2x 

g r (x) — g f (0) t sinx — sinO 


tx — 0 




故 r (-r) 


2 


g"(o) + 去 a' 用法见下章第二节 ） _ 


[〆 (jc) + sinx]x —[ 片（：）一 cosx" 


x 


jt ^ 0, 


， (0) + 去， 


X 


0 . 


_ 
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由于 

lim/ f (.r) = lim 


[/('r) + sirur]、r — [^(t) — cost] 




.r_* 0 


厂 j im [ff"U) + cos.r] + [〆(>)+ sigr] - [ff U) 
.?■ 2 .r 


siru ， 




所以， /'(t) 在 ^ = 0 连续 . 
例 15 设 fix ) = 


—l/x ‘ 


, x ^ Oj 


0, 


证明 ： /Or) 在 .r = 0 存在任意阶导数，且 /w(0) = = 1,2 

证利用导数定义和数学归纳法证 . 


当 时， /'u) = p e 


\/x l 


尸⑴ 


-\/r 


/°° U ) 




1/? 


其中八 ，(士 I 是丄 的如次多 项式 . 

,3^ 


/ 1 (0) = lim 


一 \/x l 


— 0 


\/x 


lim ^- 

,r-^0 g 1 ’ 




设广 -1>(0) = 0 ,则 


/ C/,) (0) = lim 



/f — i) 


Cr) 


^ — 0 x 


lim 〜 (1 欠 )" ^0. 

j-*o e — r ’， 


故， /Cr) 在 .r = 0 存在任意阶导数，且 /“" （ O) 


注由 /Cr ),/"^') 可知 


和 A ; 是 3 次、 6 次多项 

L hX J 


式，设 /^ n (x) 
项式，则可推出 




p f ，其中 l 含是”次多 
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/°°Cr) 


2 ( 士 ） Pn -\\ 


2 


7 t J e 


-1/X 2 


3 


2 


故 


2 含尸”七 — t M 含 


是 i 的 3 n 次多 项式. 

x 

例 16 设 /二阶可导 ， y = /{/[/ or )]) ，求 y ; ( x >. 

解由复合函数导数的链式法则，有 

y =尸{/[/0)]} * / f [/( x )] • f ( x > , 
y' = /〃{/[/&)]}• / [/ Cr )] _ fix ) 

+ f {/[/ U )]} • 尸 [/( x )] • /' Or ) 

+ / M /[/( x )]} • 尸 [/ Or )] • 尸 U ). 

例 17 设函数 / U ) 当:。时有定义且可微分两次，问 a ， 
为何值时，函数 


F ( x ) 


可微分两次. 


/O) ， 


X ^ x 0 




a(x — x Q Y + b(x — x 0 ) + c ， x > x 0 


解 由题设存在，故 FU ) 在工连续.即有 

lim F ( jo ) = lim / O ) =/ O 0 )， 






0 


lim 尸 （ x ) = lim [_ a(x —工 0 ) 2 + bix — x 0 ) + cj = 






得 C = f ( x 0 ). 又由 F f ( jOo ) — F ' of ) 得 

h 

f O 0 ) = [2aO — 尤 0 ) + 々 ] = 办， 

x：s=jr o 

得办 = 尸（工 o ) •再由 F f ； u 0 ") = F " u 0 +) 得 


例18 求下列导数的髙阶导数 


尸(知） • 


(1) y 


1 + X 


，求 y 100) ; 


(2) y = * r 2 e 2 ' 


解 （1)7=(1+尤）（1— xr 1/2 , 用莱布尼茨公式.注意到 
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(1+1) 项只能求导一次，故 


I 


LOO ) 


100 

/ — 0 


(1 



. r) 0) [(l - 


(1 + 了 )[(1 — ，) 
(1 + 丁 ） ^^(1 


197!! (399 - x 


1/21( 10 U ) 


cioo[(i - 了）— 1 々 


( 99 ) 




了） 


- 201/2 


1 Q7 M 

100 • 马 ^(1 — x )" 199/2 


O < 1 ) • 


/20) 


2 100 (1 — x ) 100 Vl - X 

(2) 用莱布尼茨公式，注意到: r 2 项只能求导两次，故 
= ,r 2 (e 2 O t20) + 2x Ci 0 (c 2r ) (19) + 2Cl 0 (e 2 O <18) 

= 2"°e 2r (.r 2 + 20:r 十 95). 

求下列函数的 《 阶导数 y ' 

ax + b 


例19 


( 1 ) )， 
(3) V 


cjt -\- d 9 
sin^xsin^.r ； 


(5) y = sin 4 jr + cos 4 x ； 


解 u)y 
设对〃有 ：/ 


ad — he 


d ) 


z 


y 


n 


( 2 ) y — — ? - : — ； 

J — 3:r + 2 

(4) ) = slnajrcosbx ； 

… ! a + hx 

(6) ：v = In - 

a — hx 

2c Cud — be ) 


«) 


- l) w 


—1 


(ex + cl) 3 

: n ~ x {ad - hc)n\ l : d 


{ex + dy ^ 1 


x ^ —— 




，则对 


于 w + 1 ，有 


= 


— ( — 1 ) 


«-i ( ac / — &.)«! (” + 1) ( c\r + c 




( 一 1) 


( 2 ) 


x — 2 


icx + dy u ^ i) 

» 〆 ’ {ad — be) (n + 1) | 

( c：r h ~ dy^ z * 


，由基本公式 （5)， 得 


X 


1 


: y 


<n) 


1 

⑷ 

f 1 

U — 2] 


i ^ — 1 i 


U ) 


n\(-ir 


(X - 2 r+ l (x - 1 ) 


rt+l 


O y^ljT ^2)- 


(3) 


cos {a — h)x 


cos(a + b\ic ， 
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( — 


i ^ l [ lnx - Si ]^ b >0) . 


例 21 设函数 f ( y ) 的反函数广 1 U ) 及尸[/ 4 (工)]， 
尸[广 1 U )] 都存在，且尸[广 1 (工)]# 0, 证明： 

d 2 / - Hx ) __ 尸[广似] 
d: 2 — = — {/'[广 1 。)，. 

证 由题设 X = fCy ) ,y = 依反函数与复合函数求 

导法则，有 

d/— 1 (X) — dy _ 1 _ 1_1_ 

~ dx ^ dx ~ dx/dy ~ f iy) 尸[广 l O)]’ 

d z f - l ( x ) _ dr 1 1_ d f 1 Idj ； 

— d ? 一 = 石 L/' [ 广 1 Cr^」 _ dylf(y)idx 

__ f f ( y ) 1 _ 尸[广 1 U )] 

=~ Lfiy ) J z • /' [广 1_ ( 司 —{/[广 1 ⑴] } 3 _ 


例 W 设 y 


(: r — a) (x — h) (jo — c) 


，a 互不相等，求 


解 先分解因式，得 


丄 


(c — h)(c — a) (x — c) {b — a)(b — c) Cx — b) 



故 


(a — b)(a — c) {x — a) 

)_ (- lYnl 

(c — b){c — a)(x — 


c) 


rt + l 




(- 1)^1_1 

(b — a) (b — c) (x — bY^ 

(- lYnl 1 

—— * - - 丨 - ■■■■ _ ■ » ■ ■ 

Ca — 厶 ）（a — c) (^x — 


«+i • 


例 23 若 y = /( x ) 存在单值反函数 x 
关 0 .求反函数的导数 




#)) ，且 y # o ， y ’ 


解 由反函数导数公式，得 


dx , / dy 


( 1 ) 


d 2 x 

dy 


d dx 
dy\ dy 


巧 ， 1 苛 ^ — 

d dx\ dx 
dx\ d^/ dy 


i / 砮 

d 


ax y 

d 1 dx 

dx (y) dy 
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(y) 2 "； 

d ( d z x ] 

cb Uy I 

， (y) 


( 2 ) 


d $ x 

ay 


dj：( Cy ) 3 / dy 


例 24 


fix ) 


y — _ ( y ) 3 * 

d / d 2 x \ dx d / y ff \ dx 

- 3 (y w •丄 = 3( yo 2 — yy 

(y ) 6 y (y ) 5 

x m sin{\/x) y x # 0 ， 


10， x = 0， 

设 m 为自然数.问在什么条件下，有 

(1) 在 x = 0/0) 连续； （2) 在 *r = 0/ O ) 可导； 

(3) 在 x = Of Cx) 连续； （4) 在 ：c = 0/ Oc ) 处二阶可导; 
(5) 在工= 0/"( x ) 连续. 

解 （ 1) 当 w 〉0时， limx rt • sin(l/^:) = 0, 有 lim/Cr) = 


T-^0 


f (())• 所以 w > 0 时，/(文）在 x 
(2) 当 m > 1时，有 


0连续. 


lim 

A.r™*0 


fix 



Ax ) - /( Q ) 
t^x 


lim ( A ) 1 ™ 一 1 • sin 


Ax**0 


Ax 




0, 


即尸 （0) = 0. 所以当 m 〉 1 时， /( x ) 在 x 
(3) 当 w >2 时，由 x #0 有 

f (x) = mx m ^ l sin(l/x) — x m ~ 2 cos(l/: 


0可导. 


mx m ^ l s \ n ( l / x ) — x m ~ 2 cos ( l / x )=» lim/ f ( x ) 

jc^O 


0, 


即 lim ^ Cr ) 




尸（0),所以; n >2 时，尸 （ X) 在 x = 0 连续. 


(4) 当 w > 3时，由尸（工）在 j : = 0连续，有 


lim 


尸 Or )— 尸 （0) 

x ——0 


lim ： r J 


1-3 


mxsm 


cos 


0, 


即尸 (0) = ()• 所以 m >3 时， / U ) 在 j : = 0二阶可导. 

(5) 当 w >4 时，由 x 尹0有 

■ ■ 

尸 （ x ) = — l ) x 2 sin ( l / x ) — 2 (m — l ) xcos ( l / x ) 

— sin ( l / x )]， 

lim/^x) = 0 ， 


JT-*0 


所以 m > 4 时，尸 ( x ) 在 jc = 0 连续 • 


176 


第四章微分中值定理与利用导数研究函数 


第一节微分中值定理 


主要内容 

1. 若函数 / 在 A 的某邻域 t / Cr 。） 内对一切 x e t / Cr 。） 有 
/(• r 。）>/( x ) (或 /(. r 。）</( x ))， 则称函数/在点 x 。 取得极大值 

(或极小值），点 I 。为极大值点(或极小值点）.极大值、极小值统称 
极值. 

2. 费尔马 ( Fermat ) 引理设函数/在: t 。 的某邻域 (/ Or 。） 内 
有定义，且在 X 。可导 .若: r 。 为/的一个极值点，则 /' U 。） = 0. 

3. 罗尔 （ Rolle ) 定理设函数/满足如下条件;/在闭区间 
[“ J ] 上连续，/在开区间(〜6)内可导， /( a ) =/(6)，则在0，心) 
内至少存在一点6使得 P ( c ) - 0. 

4 . 拉格朗日 （ Lagrange ) 中值定理 若函数/满足以下条 
件: /在闭区间0>]上连续，/在开区间 （a J ) 内可导，则在 ( a ，6) 

内 M 少存在一点 f ， 使得尸（0 = 

0 —— (X 

推论1 若函数/在区间/上可导，旦= 0,则在/上 
/(： t ) e c (常数). 

推论 2 若函数/和 / T 在区间/上均可导，且 /' Cr )=^(. r )， 
则在/上 / U ) =发(1) + c (常数)， 

5. 柯西 ( Cauchy ) 中值定理.若函数/和貧满足以下 条件: / 
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与片在闭区间[>，幻上均连续，/与足在开区间内均可导，且 
在（〜幻内/与 i 不同时为零,片00关#00,则在 ( a ， 幻内至少存 
在一点6使得 

g’ (O = /W — f(q) 

g r (f) gib) — g(ay 


疑难解析 


1. 罗尔定理的条件是充分的还是必要的？ 

答罗尔定理的条件是充分的，但不是必要的.例如，对 

八）— f-^ 2 » G ( 一 1» 1) U (1 >2) > 

lo ， 1=1， 


/ U ) 在[1，2]上有间断点 o ： = l ，/( x ) 在 1 = 1不可导， /( — 1) 关 
/(2)•罗尔定理的三个条件都不满足，但/(0) = 0,06 (-1,2). 
所以罗尔定理条件是充分的.但是，三个条件中少了任何一个，结 
论可能不成立，如 


/ l (^) 


0 ^ JT < 1, 


0, 


/ 3 (工） 




你 H;;— 2 :: 

XyX 6 [ 0 , 1 ]. 


x < 1/2, 
1/2; 


其中 AU ) 在 [0,1] 上不连续, / 2 Cr ) 在（0，1)内不可导, / 3 Cr ) 不 
满足 / U ) =/(幻，但它们分别满足罗尔定理的其它两个条件，却 
不存在 f e (0，1)，使尸(0.尽管如此，不能说这三个条件是 
必要的•由前一例子，我们只能说，这三个条件都是充分的. 

2. 三个中值定理有何联系？它们几何意义的共同点是什么？ 
答可以认 为：罗 尔定理是拉格朗日中值定理的特例，拉格 
朗曰中值定理又是柯西中值定理的特例.因为，在柯西中值定理中 
令 g ( x ) = A 即得到拉格朗日中值 定理; 在拉格朗日中值定理中 
增加条件/00 = /(/;), 即得到罗尔定理. 

罗尔定理的几何意 义是： 满足定理条件的函数 j = /(. r ) 在 
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( aj ?) 内的曲线上至少存在一条水平切线 • 拉格朗日中值定理的 
几何意义是：满足定理条件的函数 J == /(工）在内的曲线上 
至少存在一点（匕/($))，曲线在该点的切线平行曲线两端点的连 
线.柯西中值定理的几何意义是 ：满足 定理条件的由 W = gCx),V 
=/( X )所确定的曲线上至少有一点，曲线的切线平行两端点连 
线.罗尔定理满足 /(«) = /00,即两端点连线是水平的.所以，三 
个中值定理几何意义有一个共 同点： 满足定理条件的函数曲线上 
至少有一点的切线平行曲线在区间上两端点的连线. 

方法、技巧与典型例题分析 


中值定 理有很 多应用，最重要的应用是证明定理、证明等式与 
不等式、证明极限、证明零点 等等. 做证明题首先要分析题给条件 
与待证结论，认真的分析 ：利用 什么定理能使我们迅速得到结果? 
使用什么方法来实施证明？常用的方 法有： 一 是直接证明，这种情 
况不多见，一般在验证符合某定理条件后，即可引用定理得出结 
论.二是引入辅助函数，这种情况比较常见 ，一 般是将待证结论变 
形（如拼凑重组、移项等），构成一个或两个新的辅助函数，验证它 
们符合某个中值定理，然后利用定理结论导出待证结论.这种方法 
需要一定技巧，而技巧往往又要根据具体问题确定，希望读者很好 
地体会例题.三是用反证法，假设待证命题的逆命题成立，然后从 
推导过程中找出与已知结论(包括极限、连续、可微等概念与法则、 
性质）的矛盾，从而证明原命题成立. 

一 、罗尔定理的应用 
例1 如下的函数 

^^(了 2 — 1)fl ， ” = 0， 1 ， 2 , … 

称为"次勒襄德① egendrc ) 多项式，证 明：尸 ,,( jr ) 在（一 1,1) 内恰 
有"个不同的实根. 
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证 由高阶导数的莱布尼茨公式知，函数 

J 

Q 2 〜（ ‘r) = : T^( x2 — 1 广 ， m ~ 0 ， 1 ， 2, — 1 

ax 

中都含有(， 2 — 1) 因式，故当 O 时， QnXr ) 都有实根 一 1和 1. 

考虑 Qh(.r) = (x 2 — 1)"，它仅有相异的两个实根一 1和1.由 

■ 

罗尔定理，= Q ^ U ) 在.（一 1,1) 内有一个根工 U ， 所以， 

在[—1，1]上有三个相异的根一 l ，* r n ， l . 再由罗尔定 
理， Q 2 „_ 2 ( x ) = Q 2„- L (. r ) 在（一1 , x n ) 和 ( x n , l ) 内至少各有一个 
根，所以， Q 2 ,, -2(. r ) 在[—1，1]上有四个相异的根 一 1 , x 21 ， x 22 ，1. 

反复应用罗尔定理，由数学归纳法 可证: Q 2 „ iCr ) 在[—1，1] 
上至少有讲+ 2个相异的根~ 1 ,工， ul ，， • • * , ^ mn 和 1 (m = 0，1， 

…， n — 1 ) , 

令 = n — 1，则知 Q „ + l ( x ) 在[一 1，1]上至少有 m + 1个相 

异的根.再应用一次罗尔定理，知 Q „ Cr ) 在 （一 1,1) 内至少有》个 
根（不含1， 一 1). 

由于弘（^)是《次多项式，至多有《个根.所以 Q „( x ) 在 
(一 1,1) 内恰有《个相异的根. 

因为 P , Xoo ) 与 Q „ Cr ) 只相差一个系数，所以可以 得出： 尸,, Cr ) 
在[—1，1]上恰有《个相异的实根. 

例2 验证罗尔定理对函数 j = Insinj ： 在区间 [ tu /6,5 tt /6] 上 
的正确性. 

解 由），= lnsinx 在定义域2«兀 < x < (2« + l)?r (w = 0, 
士 1，"*)上的连续性知，函数在 0/6,5 tt /6] 上 连续. 

又:/ = cotx 在 (7 r /6,57 r /6) 内处处存在. 

/( tt /6) ― /(5 tc /6) = — ln 2. 

所以函数 j = lnsinx 在0/6, 5 k /6] 上满足罗尔定理 条件. 

因为）， ' = ccn.r = 0在(开/6,5穴/6)内有解 x = { ， 所以取芒= 

L 

0,即得/'(芒）= 0, 
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例 3 设 /( I ) 




x — 1 2x — 1 


T 




2 3 了 一 2 

3 4 了 — 3 


，证 明： 存在芒 G 


(0，1)，使得尸 （O = 0_ 

证 / Cr ) 在[0，1]上连续， /'(X) 在(0，1)内可导 • 


/( 0 )= 


1 — 1 — 1 

1 — 2 -2=0 ， f(l) = 

1 — 3 — 3 



符合罗尔定理条件.故存在$ e (0，1),使尸（6) = 0. 

例4 设 / Or ) 在 (0,1) 内有二阶导数，且/( I ) = 0,又 FCr ) 

=工 2 /0：),证明 ： 在(0，1)内至少存在一点夂使= 0. 

证显然， F ( x ) 在[0，1]上连续，在（0，1)内可导.又/ ^(0) = 

f ( i ) = o .所以 fu ) 符合罗尔定理条件，故存在: r。e (0，1)，使 
F ' ( jc 0 ) = 0. 


又 FCr ) = 2 j / Or ) + = 0,所以 F Or ) 在 

[0, A] 上符合罗尔定理条件，故存在(0，^。），使/^($) = 0.而 

6 6 (0，： 0 ) C ： (0,1). 

例 5 若 fOo ) 在 ( a ,6) 内非负，存在三阶导数,且方程 / Cr ) 
= 0有两个相异实根，证明；存在$ 6 U 3)， 使 /' 〃(勺 = 0. 

证因为 fix ) 在 (《 ，&)内非负，且有 /( xj ) = /( x 2 ) = 0( 设 
A < : r 2 ) ，则 a 和 j : 2 必为 fix ') 的极小值点.由费尔马定理，有 

f (. r ,) — / r ( x 2 ) = 0. 

由上知， / O ) 在 [ A ，. r 2 ] 上符合罗尔定理条件，故存在 & 云 
( J " i ， J " 2 ) , 使尸 （D = 0. 

又由上知， / Cr ) 在 0^，$] 上符合罗尔定理条件，故存在 多 21 

e <>"€) 与彳 22 e (1，1 2 )，使/，（匕 ）= fU = 0. 

又由上知 ，尸 Cr ) 在上符合罗尔定理条件，故存在 f 

e (匕， U ， 使尸⑺= o . 

例 6 设 fU ) 在[0, 1] 上存在》+ 1阶导数，/(0) = （0) = 
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尸( 0 ) = … =/ < H ) (0) =0, 且 /( l ) = 0 .证 明：在（0，1) 内至少有一 
点芒，使 /° ,+1) ( c ) = 0. 

证 用数学归纳法. 

当《 = 0时，由/(0) ==/(1) = 0与题设知, /(. r ) 满足罗尔定 
理条件，故存在6 € (0，1)，使/'(匕）= 0. 

设„ =々时结论成立.存在6* +1 € (0，1)，使广 +1) (匕 +1 ) = 0. 
当„ =々+ 1时，由尸 + i )( o ) = f ( i +1) ( e i+l ) = 0与题设知， 

/ ( t + n U ) 满足罗尔定理条件.故存在点 f e (0,乞 +1 )，使得 
/ ㈣ ⑺= 0 . 

例7 设尸 U ) 在[>,6]上连续，在 ( a ，6) 内可导，且 /( a ) • 
/(^>0，/(«)*/|^<0.证明 ： 在(〜6)内至少有一点6使 

f (f) = /(c). 

证 设 /( a ) > 0,则 fib ) > 0,/| ^±^)<0. 

引入辅助函数 ^ Cr ) = e ~/ Cr ), 则 F ( a ) = e _ Y ( a ) > 0, 


f [ = 0，/(6) = e- V ⑹ > 0•依闭区 

间上连续函数的介值定理，至少有一点6 e ，使 

= 0;至少有一点6 ，使 F ($ z ) = 0, 

综上所述知， FCr ) 在 [ U 2 ] 上满足罗尔定理条件，故存在点 
c 6 (? M c 2 ) C ( a ， b ) ， 使 F r ($) = 0,即 

e~ ? f (c) - e-V'(c) = = /(?). 

读者可以从证明中看出，之所以选择 FOr ) = e 〜/ U )， 是因 
为 o '- > 0,且由 FU ) 的导数可以得出 f ($) = /($). 


例8 函数 /M = < 

(— x 2 + 2 .r + 1, 

是否满足罗尔定理条件?定理中的^是否存在? 


— 2 < x < 0, 
0 ^ .r ^ 3 


，182 • 


解 因为 /- (0) = 0，八 （0) = 1，所以/( I )在 X = 0不连 

续，即 / Or ) 在[— 2,3]上不满足罗尔定理的条件.又由 

]， - 2 < -r < 0, 

r { x 、 = < 不存在， x = 0， 

. — 2-T + 2 ， 0 < 

知，当 .r = 1 时，/'( I ) = 0•故$ = 1. 

例 9 设 A 6 R O ' = 1,2, -,«) ，且满足 “。 + f + f + … 

+ — ^~T = 0, 证明 ：方程《。 + qx + a 2 x 2 + … + a „ x n = 0 在 

"十 1 

(0,1) 内至少有一个实根. 

证 作辅助函数 


FOr) = a 0 x -f 令 jt 2 + 令 *r 3 + …- .r fl , 

2 3 « + 1 

显然，尸 (0) = 0, F (1) = +专 + …+ - ^ - = 0.又 F (. r ) 

是多项式函数，在[0，1]上连续，在 (0,1) 内可导, F (0) =尸(1)，满 
足罗尔定理条件•故存在(0，1)，使= 0.而 

F ' ( x ) = £2 0 + a x .T a 2 . r 2 + …+ a „ x n , 

故方程 A + 〜 . r + t ? 2 : r 2 + … + “„: r " = 0在（0，1)内至少有一个实 
根灰 

本例构造 FCr ) 的依据是，使 F (. r ) 的导数恰好是所证方程的 
左边. 

例10设/， 发： — R ， 是可导函数，且 〆 尹0,证明 ：存在 

c e u ，6)， 使 

/(“） 一 /(O _ 
g (^) — gW — #’( o . 

证 引人辅助函数 FCr ) = f ( a ) gtr ) — /0)/?.(. r ) + 
/( r )#(/;)， 由题设可知， FO ) 在 [«，6] 上连续，在 (《 J ) 内可导.又 
FU ) = fUOgHFW =/(“) 〆 々）， 符合罗尔定理条件.故存在 
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c e U4)， 使尸，（勹 = 0,即 

F(c) =na)g，o -/(cV(o 十 /'(o 兒⑹ =o. 

经移项整理，即得 

f { a ) — /(c) 一 f (?) 
gG ) — g ' ( c )* 

例 11 证明：方程 / + JT — 1 = 0 有惟一正根 • 

证 令 fix) - .r 5 + .r - 1 = 0,显然 fU) 是连续函数，取 
区间 [0，AO, 则 /Or) 在 [OwV] 上连续，在 （0，iV) 内可导，且 f ( jo ) 
= 5x 4 + 1 > 0. 由连续函数的零点定理，知存在 x。 6 (0，AO, 使 
/Cr 0 ) = 0,即方程有正根 （TV >0). 

下面用反证法证明正根的惟一性.设除： r。 外还有一个 A >0, 
使 /(A ) = 0. 则 / U ) 在 O。，^] 上满足罗尔定理条件，于是存在 
c€ 0。,4),使/'(幻= 0，这与上面的/'<^)>0矛盾.所以，方程 
J" s + X — 1 = 0有惟一正根（区间也可以是 Qr! ,x 0 ]). 

例12 设/在 [ a ，6]上连续，在 (a, 6) 内可导，且 /(a) — fib ) 
= o .证明 ：v a e r ,3 c e («，办），使/，（芒）= a / ⑺. 

证 引入辅助函数 FU) =e-&/Cr), 由 题设知 FG) =F(6) 
= 0，F(x) 在 [a，6] 上连续，在 (a，6) 内可导，满足罗尔定理条件. 

故存在 e e (“4)，使 r G) = 0,即 e ^ fce ) - Ae --/(c) = 
0 ^>f ( c ) = A /(0. 

例 13 设 /O) 在 [«，6] 上有，!阶连续导数，且 /O) 在 
上至少有《 + 1个相异实根. 

尸 " （ X) =〆 + 0_!.7' ，，_1 + C,,- 2 ： r” 一 2 + …+ 6-]Xj C 0 

是仅有实根的实系数多项式.引人记号 D ” = A ，证 明： 

d.r 

PAD ) f ( j -) = ( D n + + C„— 2 /^- 2 + … 

+ C X D + Co)y'(.r) 

在[>，幻上至少有一个零点. 

分析设 p,,(.r) 的 M 个相异实根〜，七，…， a„， 故 
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P n ( x ) = (jo 一 Oj)(x 一 a 2 )".(x — a n ). 

将 （D — a ,) (D - a 2 )-^( D - a „) 展开，得 
P „( x ) f ( x ) = (D — %)(£) — a 2 ) •- (D — a ”）/ Oc ). 

由上例结果知，在 / U ) 的两相异实根之间必有 

(D — a „)/( x ) = /’ O ) — a H f ( x ) 

的一个实根.由于 / Or ) 有《 + 1个相异实根，所以 (D - aj /( x ) 至 
少有《个相异实根.依次知 ，0) — cc n ) fix ) 至少有《 — 1 

个相异实根，…，尸 „( D )/ Cr ) - CD - aOiD - &)•••(£> — «")/ U ) 
至少有一个实根. 

读者可尝试用数学归纳法写出简洁的证明. 

例 14( 推广的罗尔定理）设 U ，6) 为有限或无穷区间， / Cr ) 
在 ( a ，6) 内可导，且 lim fix ) = lim fix ) = A (有限或士 oo )， 证 

x~^b 一 

明 ：3 芒 € (〜6)，使尸（0 = 0. 

证 若 /(X) = 则结论是明显的. 

若 /(X) _ A ，则 3 Xo e u ， 6 ) ,使 fix 。、 关儿设 /u。） > 
A ( fM<A 情形类似可证 )• 由题设知 , /(x) 在 ( a ， b ) 内连续， 

lim fix ) = lim f ( x ) = 

故 V < A < /( 工 0 ))， 3 6 (^» x 0 ), x 2 6 ( x Q ， b ) ， 

使 fixO = f ( x 2 ) = fA . 依罗尔定理， 3 f e ( x x , x 2 ) CZ ( a ，$)， 使 

尸 ( 芒 ）= 0, 

若士 OO , 则在 ( a ,6) 内任取一点作： T 。， 故类似得出3芒 e 

(<2，厶），使 /’ （$) =* 0. 

例 1 S 设 /(X) 在[0, +OD) 上可导，且 

1十工 

证明：3 6>0,使/^) = d )2 . 

证引人辅助函数因为在 

1十 X 

[0, 4-00) 上连续，在（0, + 00) 内可导，/? (0) = F (+ OO ) = 0•依 
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推广的罗尔定理知 ，3 ^ >0, 使 =0. 即 3 $ >0, 使 /M) - 

1 — ^ 

(i> c 2 y* 

例16 设 /(. r ) ，片 O )， AO ) 在 [“， △] 上连续，在 （ a ，/0 内可 
导，证明 ：存在 $ e («4)，使 

fia') g(a) h(a) 

f(,b) g{b) h(b) = 0. 

fCe) 〆（$) //(c) 

fia) g(a) h(a) 

证 设 F(x) = f(b) g{b) h(b) , 

/O) g(x) AO) 

则 FU ) 在 0,/;] 上连续，在(〜 6 )内可导.由行列式的性质， F ( a ) 
= F(b) = 0.故依罗尔定理，3 $ G 使 F ，（$) = 0.即 

/(«) g(a) h(a) 

/( 厶） gib) h(b) — 0. 

/(c) 〆($) h f ⑻ 

(1) 令 ACr ) 三 X ， 即可推出柯西中值定理. 

C 2) 令尽 Cr ) ^ 1，即可推出拉格朗日中值定理. 

例17 设拋物线 _ y = — x 2 + Bx + C 与 x 轴有两个交点了 = 
“，, r = A ia < b ). 函数 /在0,心]上二阶可导， /(“） =/( b ) = 0, 
且曲线3, = /(. r ) 与），=一 . t 2 + + C 在 U ，6) 内有一个交点. 

证明 •* 存在 f 6 UJ ), 使尸 ($) --2. 

证 设 3, = /(-r) 与 3 , = — i 2 + Rr + C 在 O ，/;)内的交点 
为 x 。， 令 FCr) = fix) + 工 2 — Bjc — C "， 则 F(.a) = Fib) ~ F(jc 0 ) 

= 0. 于是，对 FO ) 在 [>，: r D ] 和|>。，幻上分别使用罗尔定理，知 

3 e (a，x 0 )，e 2 e (工。，6)，使 /(i) = F w (e 2 ) = o. 

又， F'(.r) = r Ct) + 2.r — B 在 [U 2 ] 上满足罗尔定理的条 
件，故存在 f 6 (H) 匚（心 6) ，使厂 "( 芒 ）= 0 .即 

尸 ( 芒） ——2. 
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例 18 设/在[“，心]上二阶可微， /(“） = /W = 0，八（“） • 
/_ 00 > 0, 证明：方程尸 ( X ) =0在(心/;)内至少有一个根. 

证 不妨设八 （《) > 0，/'_ (6) > 0•则 

lim ’(’ r ) - ’⑷ > 0=> 彐而〉“，使 /(，】） >/(“）= 0 ， 

lim fiX \Z { W > 0->3 A < 使 f(r 2 ) < f{b) = 0. 

^ir x _ ° 

因为 / 在0,幻上可微，所以 / 在 [ A , : r 2 ] 上连续，依闭区间上连续 
函数的零点定理，知3 . r 。 € ( A ，: c 2 ) ，使 / Cr 。） = 0. 于是在 Oj 。] 
及|> 0 ，幻上分别使用罗尔定理，知 3 e [_ a t x 0 )^ 2 e 0 。， 6 ),使 

r (? i ) — r ( c 2 ) = o . 

在上再次使用罗尔定理，知 3 ($ J 2 ) c =( a ，6)， 使 

尸 ( f ) = 0,即 方程尸 u ) = 0在 (a J ) 内至少有一个根. 

I 

例19 设 / U ) 在包含；的区间/上二次可微，:^十/! € J , 
^ 6 (0，1)，证明：3 f 6 (0,1)，使 

/( x 0 + A /0 =入 f ( jc 0 + /0 + (1 — A )/( j ： 0 ) 

+ _ |'(A — 1 ) h z f f '( x Q + 芒 / z ). 

证 由0<^<1，故可取数从，使等式 
f + 从） 一 Ay ^ x 。+/ i ) — (1 — A )/( x 0 ) — (A — 1 ) h 2 M = 0 

Ci 

成立•再证明：3 (0,1)，使从=尸(1。+ ^ 2 ). 

引人辅助函数 

F(t) ~ /(jt 0 +M) — tj (.r 0 -\-h ) — (1 — — ~ {t — 1 )h 2 M y 

则 F ( t ) 在 [0，1] 上二次可微，且有三个零点，即 F (0) = F ( l ) = 
尸 ( A ) = 0.在[0，1]上应用罗尔定理，知3 f € (0,1)，使尸"(芒）= 
0,即 /〃(. r 。 +私）= A /. 将 A / 代回第一个等式，移项即得 

/( x 0 + 从）= A /( x 0 + A ) + (1 — A )/( j - 0 ) 

+ •y (^ — l)/i 2 / 〃 Cr 0 + c/0. 
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例 20 设 /( x ) 在上连续，在内可导，证明：3 


(“，/，），使 


hfib) 

b 


fia 


/( c ) + c/ r ( c )* 


证 引入辅助函数 F ( x ) = x / U ) 


bfih) — a/C 


x ， 由题 


设知 FCr ) 在 [〜6] 上连续，在 U ，6) 内可导，且 FOO = F (6)， 满足 
罗尔定理条件.故3 $ 6 (心^)，使厂 （O = 0,即 


WO + /( c ) = ‘ 

二、拉格朗日中值定理的应用 


bfih) 

b 


af(a) 


拉格朗日中值定理的应用比罗尔定理更广泛，因为它对函数 
的要求更低.应用拉格朗日中值定理证明命题的方法与技巧与罗 
尔定理基本相同，只是变化更加丰富. 

例21 (1) 设函数/在 f /+ ( x 。） 内连续，在 (；V U 。） 内可导. 

若 lim /' Cr ) = f f (x 0 + 0) 存在，则右导数/+ (x 0 ) 也存在，且 

r—► r 
^ J 0 

/+ ( 工 0) = /’Oo + 0). 

(2) 设函数/在 C 7- Or 。） 内连续，在卩。_ Cr 。） 内可导•若 
lim / f ( jr ) = f ( sr 0 - 0) 存在，则左导数广 O 。） 也存在.且 


(J 


又 Cr <?) = /’ O 0 — ())• 

证 （1)设1€^/+0。），由拉格朗日中值定理，函数/在 
Cr Q ， x ) 内存在一 点夂使 


/ ⑴一 f(jr 0 ) 


了 0 


rce ). 


由于％ < e < : r ， 且当 : r — 4时 J ，故 

lim/^(c) = Yimftr) = f (x 0 + 0), 


0 


O 0 ) = lim 


/( x ) — f(.r 


0 




lim / ; ( c ) — f ( x 0 + 0), 






188 





(2) 类似可证 ( x 0 ) = f ' U , - 0). 

由本例可得导数极限 定理： 

设函数/在点 A 的某邻域 UO 。） 内连续，在 6 7 ° Cr 。） 内可导. 
若极限 lim /'(. r ) 存在，则尸（心）也存在，且 / Cn ) = lini / Cr 。). 

由例 21 和导数极限定理我们得知 ：区间 / 上的导函数尸，在 
区间/上要么是连续点，要么是第二类间断点，不可能有第一类间 
断点. 

例22 若函数/在[«,幻上可导，且广（“） •/_ (幻 <0,则 
至少存在一点^ e ( a ，/；) ， 使尸 G ) = 0. 

证 设/+ ( a ) > 0,/_ (b) < 0,由于 

/ ( 和 lim /u)_/u) >0 , 

尤―^十 X 一 a 

/_ U ) = lim / Cr ) _ f W <0, 

^6- JC ~ b 

依函数极限的保号性定理，存在 A € t /°+ ( a ),. r 2 6 C /°_ 00,且 A 

<了 2 ,使 /( A ) </(«)，/ Cr 2 ) >/( b ). 

对于闭区间 [A , x 2 ] 上的连续函数/，由最大值与最小值定 
理，3 1>1，^ 2 ] c : ( a ，6)， 使/在点^取得最大值，也是极大值. 

故由费尔马定理， /'($) = 0. 

由本例可推出重要的达布 （ Darboux ) 定理： 

若函数/在 [> 4] 上可导，且 /' 为介于 /' («) ， 

尸 (6) 之间的任一实数，贝! j 至少存在一点 f 6 (« ，/;)，使 /' (^ ) =夂 
定 i 里的证明需引人辅助函数 F ( x ) = /(. r ) — Ax , 则 F ( jt ) 在 
[ a ，6] 上可导，且 〆 + ( a ) F f _ (6) <0,依例22结论，3 (“，/))，使 

/* v ( c ) - f ( c ) - k = 0,即尸（0 = 

例23 证明： 对函数 / Or ) = A〆 + g . r 十1在某区间上应用 

拉格朗日中值定理时符合条件的^恰为区间中点.其中为常 

数. 

证不妨设区间为|>，6],则有 
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fib) — f(a) = f (c) (b — a). 

因为 /(A) — f (a) = p(b 2 — a 1 ) q(b — a) y 

f ( c ) = 2/^ + 9， 

所以 r (c) (b — a) — pu? 2 — a 2 ) q{h — a) 

=>2/>c = pib + ^)=>f — ^~2~* 

即芒恰为区间中点. 

例 24 证明下列不 等式： 

(1) |arctan.r — arctan^H ^ | x — I ； 

(2) <ln-f < (a>b>0)i 

a b a 

(3) e’ > xe (x > 1). 


证 （1) 当工 =)， 时，显然有 

( arctanj ： — arctan ^ | == \jo — y |. 

当 x 乒时，不妨设 : r < )，，令 /(/) = arctan ，， 在0,乂 | 上应 

用拉格朗日中值定理，得 


arctanj — arctanx = 



(y — x ) 


|arctanjy — arctanjr | 


1 




I ^ ^ i < 丨 ：V — 上 丨， 


故 jarctanj — arctanx | ^ \y — .r j . 

(2) 令 / Cr ) = ln.r U > 0) ，在 [/;， “]上应用拉格朗日中值定 


理，得 


\na — \nb 


a 


h 


1 

c 


In 


a 

1 


c 


(a — h ). 


因为〃，由不等式性质，得 


a 


(… > o ). 

(3) 令 / Or ) = c % 在 [ l ，. r ] 上应用拉格朗日中值定理，得 


e 


jT 


e 


O — 1) ， 1 < c < 
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=> e x — e 〉 eO — l )=> e x > e 二 


取 .r = tt ， 即为常见的数值不等式 > eK . 

例 25 证明数值不等式1/9 < - 8< 1/8. 


证 因为谷=故令/(工）=&，在区间[64,66]上应 


用拉格朗日中值定理，得 

/(66) - /(64) = _ 1_ 
66 — 64 2 


64<彡<66, 


即由 v ^66 — 8 


=> 


/y /66 


< /66 - 8 < 


/64 


得 


1/9 < /66 - 8 < 1/8. 


例26 若尸 （ x ) = A /( x ) (A 为常数 ），:r 6 (-cxd ， + oo )， 则 


/( x ) 为指数函数. 

证 v e (- oo, + 00)，/(：1：>4在以: r 和 o 为端点 


的区间上满足拉格朗日中值定理条件，有 

— /(0) e- AO = If ( f ) e - 站— A /(^) e- Af ](x — 0). 

由题设知尸 G ) = A / G )， 所以上式右边等于零，即 / Cr ) — 
/( O ) e ^ = 0=>/( x ) = /(0 X 由于 /(0) 是常数，故 / U ) 为指数 


函数. 

因式子在 x = 0时亦成立，从而知对一切 x G ( — OO ，+ 00)， 
/ Or ) 为指数函数. 

例 27设函数/在 [0,1] 上二阶可微,/(0) =/(1),尸（1) -= 
1，证明：存在 (0，1)，使 /"( f ) = 2. 

证 引入辅助函数 F ( ar ) =/( x )— 工 2 ,则 F ( x ) 在 [0,1] 上 

满足拉格朗日中值定理条件，所以3 x 0 6 (0,1), 使 F '( x 。） = 
jP(1) — F(0) = — 1. 


又尸，（1)=[尸（工）一2:*:]=尸（1) —2 = -1.所以尸（工) 

x= 1 

=尸00 — 2 x 在[>。，1]上满足罗尔定理条件，故3 Uo » l)C 

(0，1)，使/ ? "(打=0•即存在芒 e (0,1)，使尸(0 = 2. 
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例 28 设函数/和#在上连续，在 ( a ，6) 内可导，证明: 
存在$ € u ，6)， 使 

/( a ) fW ^ 、 fUO 尸 （O 

gW gib) g(a) g f ($) I 

/(a) /U)| 

证引人辅助函数 FU )=, 、 、，显然 F (: r ) 在 

gKa) gix) 

[>，6] 上满足拉格朗日中值定理条件，故 3 ( a ,6), 使 

F ; (^)(6 - a) = F(6) - F(a). 


由行列式性质 


F f ($) = 


gM 


F ( a ) -| /( a ) 

g ( f ) gM 


/ ⑷ 

= 0, 


所以 

例 29 


f(a) f(b) f(a) f ⑻ 

gib ) ❶ ff ( a ) g f ($) 

设函数 / 在 （_ oo , + oo ) 上二次可微，且 |/ U )| < 


m ， 证明 ：3 $ e (― oo , + oo )， 使尸 G ) = o . 


证 若 /"( I ) 变号，则由导数的介值性，则 3 芒 e 
(― 00 , + OO) ， 使尸 (O = 0* 


下面用反证法证明尸 (X) —定变号. 

若尸( X )不变号，不妨设尸 u )>0 (尸( X ) <0类似可证）.必 
/' Or ) > 0( 见下节).取 f ,使尸 （ O 垆0.若尸(幻 > 0,则当 X >芒 
且 x -»*+ oo 时，由拉格朗日中值定理有 

fix ') = /($) + 尸 （ i ) (x — $) /($) + r (多 ）（x — o — ►+ oo , 

若尸 (O <0,则当工<$且 X — — OO 时，同样有 

+ 尸（芒 i ) (工 一 $) >/"($)+ 尸（疗 ） Cr —爸）- ♦+ oo . 
这与 /(X) 的有界性矛盾•故尸 o) 必变号. 

例30 设 /(： C ) 在 [0, + oo > 上可微,/(0) = 0,并设有实数 
尔使1尸(工）|<4|/(尤）丨在 [0, + oo ) 上成立，证 明：在 [0, +00) 

上， / U ) 主 0. 


证法1由題设条件，在 [0，: r ] 上应用拉格朗日中值定理，得 
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I fix ) I = 1/(0) + /’ (亨 i ) (z — 0) I = \ f f (ci ).r I ^ A |/( c ! ) i 二 
限制 : T e ( 0 ，^ j 时，有 

\ f 

1/(，) I < + 1/( 。 1， 0 < c t < X. 

重复使用此式 《 次，得 

|/( 了 )| <~^|/($1)| 芒 2)1 < …^ |/Cc„) I . 


式中0 < t <气 — i <…< t 1 < 


2 , 


由/的连续性知， l / U)l ，所以在上 


1 /( 工）丨 < 


M 


(” = 1 ， 2 , 


从而知/( X )在上时恒等于零.用数学归纳法 可证: 在一切 

点]( / = 1， 2 广.）上恒有， ( > ) _.于是得，在[ 0 ，+ 00) 

上 /( x ) = 0. 

证法 2 用反证法证. 

若 / O ) 尹0,则3 X。 G (0，+ W ) ，使 /( x 0 ) 7^ 0. 不妨设 
/0。） > 0 (/(. r 。） < 0类似可证）•记 A = inf {jc | (. r ， x 。） 内 fix ) 

> 0} ，由连续函数的局部保号性知 /(. Ti ) = 0 ，在 0 1 ， 0 ：。）内 fix ') 

> 0 . 

令 发 0) = In/Or) Cr 6 ( Xar 。）， 则 \g , ( x )[ — (((:)) < 
4 ，故在 ( A ， i 。） 内， |^( x ) I < M ，但 lim / O ) = /( j ： i ) = 0,从而 

丄 

lim g(x) = — oo, 与 /O) 〉 0 矛盾 * 

例 31 设函数 / Cr ) 的导数 / v Cr ) 在 [〃 A ] 上连续，证 明：存 
在常数 人> 0, 使 |/(: r 1 ) — /(. r 2 ) I < L IX , — x 2 1 y x v » x 2 6 [“，△]• 
证由 /' Cr ) 在 [> ，幻上连续知,尸 （ x ) 在 [«， A ] 上有最大值. 
设 A = max |/ ； Cr ) | (,r G [“， 办]) • 依拉格朗日中值定理，有 
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— fCr 2 ) =/'( 令 ）Oi — A)，C (，/，/，)♦ 

即 1/00-/02)1= |尸 （ f ) lUi — 1 2 | < — J 2 |. 

例 32 设 f (. r ) 在 （一 00 , + oo ) 上可导，且存在常数屮 ，心和 
a 2 J )>{ a l < A ) ，使得 

lim [ f(:r) — (a } jr + ^ 1 )] = 0, lim \_f { x ) — {a 2 x + 匕）] = 0. 

一 + oc 


』一► — oc 


证明 ： V e e (〜， 〜）， 3 乞使尸(1) 


= tj " lim 


1 r f { jo ) 1 . / Ct 

由 lim - = a x , am - 

■7'—^ — CO JC JZ' 

7(，）一 /( O ) / 丄 /V 


知 lim 


/ (^) _ /( O ) 


■r— - co 


a 2 (由 fix ) 的连续性知， /( O ) 为有限 


数）.于是， v[e (屮， a )，] :^< o ， x 2 > o , 使 


J ( X x ) — /( O ) 


< C, 


/( X 2 ) — 7(0) 


> t • 


依拉格朗日中值定理， 3 h e ( x M 0), e 2 e ( o ， x 2 )， 使 

/(xo — /( o ) m / /( X 2 ) — /( o ) 

— 瓦二 — — "O 〈“ 一 — -/ ⑹〉 C. 

由闭区间上连续函数的介值定理，3 ( U 2 ) ，使，（$) d ，. 

例33 设 /(- r ) 在[>，6]上连续，在 ( a ，6) 内有二阶导数，证 
明:3 f e G ，/0, 使 


烟- 2 /(中) + /ao = ¥，m 

证 将上式左边变形，得 


/⑹ 一 2/( | + /( a ) 


j \ h ) 


a A - b 


H ， 




f(a 


r l a b b — a 

r\ ] r\ 


a + 厶 


-[+ 


+ 




/ ⑷， 


故引人辅助函数扒 X ) 




— A 了），对 
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J — 2 / 



f(a) 



在 I “， 


上应用拉格朗日中值定理，得 


/(/；) - 2/ 


^ a 


f{a ) = / ( 孑 1 ) 






h — 



h — a rf , , lb — a 

—7 T — - / ( h ) ― 


(再用拉格朗日中值定理) 




h — a 1 


b —— a 


/"(O (心二 “)( ， c = f 


沒 ( a ，6). 


例 34 设 a ,/，> 0,证明 ：3 f e (〜/;)， 使 

ae h — be a = (1 —各 Wa — b), 


ae h — be a 

证 将等式变形，得 


丄 〆 = a - j 

a b 




在上引人辅助函数 / U ) =_ re 7 , 应用拉格朗曰中值定理， 

b a 

即得上式.再变形（两边同乘以 即得 

ac 1 ' — bc u = (1 — ^ ) e f (a — 6)， c G («，6). 

例35 设 /( x ) 在[“，办]上连续，在 ( a ，6) 内可导，且 fia ) = 
f ( b ) = I ，证明：3芒，7 6 ( aj >， 使 

e 7 - c *[/(7) + /(7)] = 1. 

证上式可化为 c 7 [/(?) + /' (7) ] = e f ，为此，引人辅助函数 
FCr ) = e r /( x ). 由题设知 FCr ) 满足拉格朗日中值定理条件，且 
F ( u ) = e J /(«) = g \ F (/>) = dfibX 因此，3 7 6 («，办），使 

F - ) r r F --- = - F f ( v ) = e 7 [/(7) + fWl 

h ~ a o — a 


又 = e 1 在 [〜 A ] 上满足拉格朗日中值定理条件，故 3 ^ 


G (“，心)，使 
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综上所述知， 3 e UA )， 使 

e v [/( 7 ) + r C 7 ?)] = ebe 7 -? [/( 7 ) + /'(▽)] = 0 . 

例 36 设 / O ) 为非线性函数，在 l >，6] 上连续，在 ( a ，6) 内可 


导，证明：3 ? e O ，心），使 


fv\ > 


fw — f (a) 

b — a 


证 引入辅助函数 

Fix') = fix) — /(a) — ’ - ’⑷ (x — a )， 


由于 / U ) 非线性， F ( x ) 吴 0,故3 c 6 ( a ，6)， 使 F ( c ) # 0•而 
F (a) — F (b^ — 0 . 


设 F ( c )>0 ( F ( c ) < 0 类似可证).在 b ， c ] 与 [ c ，6] 上分别应 
用拉格朗日中值定理，得 

F 1 ( ci ) = F ( c ) - > o，Ci 6 (a , c ), 

c — a 


F\e,) = F ⑹ _ F <0 , e ( c ， b )， 

o — c 


而 

F r (x) 

= 〜) — /(’，)_ f ⑹， 

h — a 

即 

fix') ： 

/ ⑹一 f(a) ■ , 、 

= b-a + F ⑴. 

所以 


从而 

fib) -f(a) 
b — a 

< max{ l/'C^) | , \ } = /'(7)l. 


例 37 设 / Cr ) 在 [0，1] 上连续，在 （0，1) 内可导，已知/(0) 
= 0,/(1) = 1，证明 :V a 9 b > 0,3 ^ 7 } G (0，1)，且$式7，使 


证 因为“，6>0,所以0<^^<1•又 / U ) 在[0，1]上 
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连续，由介值定理知， 3 / G (0,1)，使/(/) 


在区间[0，/]和[/，1]上对 / Or ) 分别应用拉格朗日中值定理 


得 


J U) — /(0) — r (c) (/ — 0) , c ^ (0,O, 
/( I ) — /(/) =尸（？）（1 — /), V 6 (/ tl ). 


由于/(0) = 0，/(1) = 1，所以由以上两式可得 


/(/) 

TW ) 


a + b 


/( c ), 1 


1 — /( t ) 

/， 0?) 




于是，将前后两式两边分别相加，得 


~ (a + 6)/'( 芒 ) 卞 (a +6 ) 尸 （ 7 )’ 

例38 设函数 / Or ) 在 :r =- A 点的某一邻域内可导，且其导 
数 /'(. r ) 在 X 。连续，而〜<1。<凡("=1，2,…），当 "— oo 时， 
\ — 1。，札 — 1。. 证明： 

“ /( 足）一 /(O fr ( 


证设{〜}，{/?,,} 6 f /° Cr 。）， 则依拉格朗日中值定理，有 


J(D 一 J c 

Ai ~ a n 


/’（芒„)， Or „ < C w < Ai - 


已知己 — ，又 P (x) 在 jr 。 连续，即 f r (jr 0 ) = lim 尸 （ x) ， 所以 
lip 一 :(%) == lim/'CcJ ^ lim/'(x) = /'O。). 


«—» CO 


co 


J* 


n 


例 39 设 /(. r ) 在(《，6)内可微， T ^ Cr ) 在 (《， A ) 内有界，证 明: 
/ U ) 在 (《，/;) 内也有界. 

证 因为尸 OO 在 (《, A ) 内有界，所以 v xe ( a , b )3 A / o > 
0,使 l / Cr )| < A / 0 . 

又由 ftr ) 在 Gv j ) 内可微，必在 0,6) 内连续，则当取定 a :。 
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时， /( A ) 为一定值•不 妨设々 =^^,则/| 41 是定值. 

\ * 

任取 J G (“ ，々），且 1 尹： T 。， 则在 [U 。 ] ( 或 [> G ， X] 上， /(JT ) 满 
足拉格朗日中值定理条件，恒有 

fix) — /(x 0 ) = / 7 (c)(x — X 0 ), C 6 Ct,X 0 ) (或 (0 ：。 , 工 ））. 

所以 I/O) I — I/O 。）丨 < I/O) — / (.r 0 ) I 

= j/'(?) | (j ： — ^0 I ^ M 0 \b — a\. 


即 


I / O ) 丨 < 


f 

(a + 办 ’ 


J 

(2 J 



~~ Af 0 \ b 一 q 


= M , 


例 40 设 /( x ) 在 [«，+ oo ] 上二阶可微，且 /( a ) > 0,尸 （《) 

< 0. 当 X > a 时，有 /" O ) < 0. 证明 ：方程 / O ) = 0在 [ a ， + oo ) 
内有惟 一 实根. 

证 由 / 〃 (.r) < 0 知,/ Or) 单调递减，即当 x > «时，尸 U) 

< /' ( a ) < 0,故/( X )单调递减.从而知 / O ) 在 [ a , + OC ) 内至多 
有 一 个实根. 


因为 / U ) ，/' U ) 均为定数，所以 a — jf ^>^ 且为定数，在 
〜上应用拉格朗日中值定理，得 


a 


f(a) 


—/(a) = /’ 


a 


0 


/ ⑷ 

T^j 


<fia) 


f(a) 

T 7 ^) 


— f ( m ) ， 


于是 / a 


/(a) 

Tuo ) 


<0.因为/(“）>0，故在〜^2 


/ ⑷ 
Tmj 


f(a) 

Tm ) 


内， 


fir ) 至少有一实根. 

综上所述，命题得证. 

三、柯西中值定理的应用 


由于涉及两个函数的问题，柯西中值定理的应用要比罗尔定 
理与拉格朗日中值定理的应用来得复杂.特别要注意的是，在一个 
命题中如何分离出两个恰当的函数来，使函数既满足柯西定理条 
件，又使命题的证明（或计算）变得简单 易行. 柯西中值定理经常 
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要与其它定理一起使用，所以分析问题时要注意层次性 _ 

例41 设函数史 O ) 在 [ Xj ， jt 2 ] 上可导 ，且而 jt 2 > 0,证明：3 C 

6 (^1 ，々），使 






<pCr { ) <p(x 


( p (^) — ( c ). 


解 引人辅助函数 / U ) 




，尺 O ) 



. 因为 


所以在 O t ， x 2 ] 上不含 JO = 0 的点.显然， /(. r ) ，貧 ( x ) 满足柯西中 
值定理条件，故3 6 6 ( A ，: r 2 ) ，使 


/(x 2 ) — f(jOi) 


2 


即 


于是 


y(x 2 ) _ <p(x x ) 

上 2 _ £l_ 

1"2 — 1/^1 

1 工1 


，_尸（幻 
一 

c ^( c ) - < p ^) 


一 1 /e 




A — ^2 <p(sc { ) <pCz 2 ) 


^ p ( c ) — ^ ($). 


引人辅助函数的方法通常是 ：将所 证结论（等式或不等式）变 
形，分析变形后的等式或不等式找出恰当的函数.较简单的情形， 
可直接选等式或不等式的一部分作为辅助函数，或将式子的一边 
移到另一边作为辅助 函数. 本例就是将欲证等式左边变形为 


X t 


< P (工2、 


_ X 2 沪(而）妒0 2 ) 

从而找出辅助函数 /( T ) = 


炉 (: r) 


.r A 


，尺 （ i ) 


丄 2 


-厂 


X x 


工 I 


例42 设函数/在 : r = 0的某邻域内，/阶可导，且/(0) 




/，（0) =/"(0) 


~~ » . • - 


/_”（()）= 0. 证明: 


厂⑷ ( Or ') 

/( 了）=― ， - 厂’ ？，0 G (0,1). 


令 #(. r ) = /，则 fM.gtr) 在 [0，. r ] 上满足柯西中值 


定理条件，故 
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f Cr) — /(O) _ /(c) _ /’ （孑 l) — J f (Q) _ = ••• 

^( x ) -7 coT = 770 ~ ^(^)-^(0) — m ) _ 

_ 广 - Dd)— 广 -])(()) = / u) (cJ = f {ti) iOx) 

= f "(D — ^ u (0) — — "! ’ 

式中乞 =I e (0,.r), ^ e (0 ， 1), 

r ") ( Ox 、 

即 /o) = ——— x w , o g (o ， i). 

«! 

例 43 设函数 / 在[“，幻上连续，在 04) 内可导，证明: 
彐々 ，: r ： MJr 3 6 (“，办），使 

P (xi) = (/; + ^ ) 】 — (// + “6 + “ 2 ) ^ 

6 工 t 


证 因为 /(.r) 在 [u ， 6] 上满足拉格朗日中值定理条件，故 
3 而 e (“，6)，使 


h — a 


① 


又令欠 (jt) = x 2 ， /K.r) = x 3 , 对 /( ： r) 与 5 *( 了）及 /O ) 与 A (x) 


分别在 [>A] 上应用柯西中值定理，得 
f (b 、 — f{a ) _ (.r：；) j ( 厶）一 / (<^) _ P ^ x i) 

g (h) — g(a) g f (x 2 ) b z — a 2 2x t 

f (b) — f (a) _ J f (x 3 ) fib) — f {a ) — P (x 3 ) 

h(h) — /Ka) = A 7 ('r 3 ) ~~ b 3 - a s ^ = —3xf ― 


r > G (a ， b ) ， 

，: r 3 G (“ ， 厶）， 


4 


/( 厶）一 f(a) 
b - a 

fib 、一 f(a) 


(/; + “） 


rs £： 

2 x 9 


b 


a 


(厶 2 + nf ) + ^) 


/ ，（ 乃 ) 

Sxt 


② 

③ 


比较式①，式②，式③知，3 . r M j ： 2 , X 3 e (“4)，使 


r (^ i > =(厶 + “） 


r Or . 


2 


2 jc 




{b 2 ab a z ) 


/ Cr 3 ) 


2 


lr 


9 


请读者尝试证明类似 命题 : 若函数 / 在上连续，在 04) 
内可导，且 0 < « < 办，则 3 e (a ， 办），使 

■ Z 7 ( r i ) (// 4- a 2 ) ^ 4 ^ = 4 ( ’" a ) ” r 3 f (. r 3 ). 




2 x x 


( lrl 


b z 
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例 44 设函数 / Cr ) 在 [ a ，6] 上可微，且 a 与6同号，证明：3亨 

6 («，办），使 

(1) 2 ^{_ f ( b ) — /(«)] = (/? 2 — a 2 )/ 1 ( c ) ； 

(2) fib) —/(“）= c( In — ) f (c), 

a / 

证 （ l ) 将欲证等式变形为 /( g = f J a) = ^^知， 需引人 

辅助函数貧 O ) = I 2 .由于/0)，私0)在(<2,6)上满足柯西中值定 
理条件，所以3^6 (“6), 使 

fib ) - f ( a ) _ 尸（0 

b z - a 2 ~ ~ 2 T ^ 


即 2c[/(6) - /(a)] = (V - a 2 ) f (^. 

(2) 将欲证等式变形为 • 三 . ggy = 知需引人辅 

助函数 g ( x ) — In lx |. 由于 f ( x ) f g ( x ) 在 ( a ，6) 上满足柯西中值 
定理条件，所以3 U ，6)， 使 

/⑹一 /( a ) __ /’（彡) _ 

InH - \ n\a \ - ~YJT — ⑻， 

即 /(6) - f ( a ) = ein|- f f C $) = einf 

a ^ I 

例 45 若 / O ) 在 (“，+ oo ) 内可导，且 lim [/( x ) + f ( x )] 

JC -^ + oa 

= 0,证明 ： lim fix ) — 0, 

+ oo 

证 由式 [/ O ) + f ( x )] e r = [/(;*:)&]' 出发，考虑引人辅 
助函数 F (. t ) = fMe ^ ygix ) — e r . 显然，发 ’ Cr ) / 0. 

由 lim [/ Or ) +/'0)] = 0，知¥ e >0,3 叉>0，当工>义 

- J-oo 

时，有 \ ftz ) +/' Cr )| < e , 

对 x > X，在 [X，:r] 上应用柯西中值定理，得 


即 





/(jr)e^ — f(X)e x 

〜 1 八 x 


= /(c) + / r (c) 
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或 |/U)I < l/(X)|c x -+ |/(c) +/(C)| (1 

由于 lim e x -1 = 0, 所以 3 A >7, 当 .r > 兄时，有 e Y ^ < 

+ oc 

e 和 e x "" < L 于是 ， V X > X 】，使 

|/(. 7 ) I < |/( X)|e + 2 e = ( |/( X )| -f 2) e ， 

即 lim j\x) = 0- 

例 46 设 A > 0,函数 / 在 [a — A ，《 + A ] 上 可导. 证明：存在 
c e (0，1)，使得 

J(a + ') ■ : 2 ’⑷ + /(“ 一 ’0 = /，（“ + Qh) - f (a - 0h\ 


(2) 设函数 # 在点 ^ 二阶可微，证明 

lim 人心十/0-2乂(尸）+/^ — /0 _，⑷. 


证 （ 1) 引入辅助函数 F(x) = f{a + .r) — f{a — t) ,.r G 
[«， A ]. 显然， FU ) 在 [0，/ i ] 上满足拉格朗日中值定理条件，故 3 $ 

e ( o ， i )， 使 

f(a + A ) — 2 f ( a ) + /(a + h ) __ F ( h ) — F (0) 

h h — 0 

= F f (0h) = f (a + dh) — f (a - Oh). 

(2) 由题设函数贫在点 a 二阶可导知，在卩 ( x 。） 内 gU ) 连续 
并有一阶导数，任取 A G (0 ,幻并令 


JF(jt) = g(a + x) — 2g(a) + g(a — x ) , 
lG(x) = X 2 , 


x E [0，办]， 


则 F(x) 和 G’Or) 满足柯西中值定理条件，故 3 f G (0 ， /0 ,使 

# 

F{h ) — F(0) _ g(a -\- h) — 2 《（ a) + g(a — A) 

G(h) - GXO) = J? 


_ F f _ g f (a — g r (a — 6) 

= (7(1) = 2 l 

而 /z — 0 时 ， f — 0, 且 g 在 u 二阶可导，故 


F(h) — F(0) _ g(a + 八） 一 2 片 （“） + g(a 


l^oGUi) - G(0) 


h ) 


h-*0 


h Z 
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lim 


2 c 

g f {a + c) —〆 (a) | g f (a — c) — g f (a) 


例 47 设函数 / 在 （ 0 ， 1) 内连续且可导，有 lim /Tf (x) 


0 


0, 证明： / 在 （ 0 ， 1] 内一致连续 . 

证 由函数极限的局部有界性知，3 A />0, 和 0< C <1 .使 

I p (x) I ^ M, x G (0 ， C], 

于是 V A ， . r 2 e ( 0 ， c ] ，且 A # _ r 2 ，依柯西中值定理， 3 C 6 

( X " X 2 ) (或（工2，而）），有 


fCr 2 ) — 

— 


1/(2 / / T ) 


/r n 


即 


y x 2 — yx x 1 2 = a + x 2 — 2 \/ 工 : :r 2 ^ \x x — x 2 \. 


故 V £>0，彐 d = ml n 


2M 


“， ，当 A ， 6 ( 0 ， c ] ，且 


ki 一 hi <5 时，由上面两式得到 


i ) — /( 々 ）I < 2MI 


z 


V^i I 


<2 A / 


t 


A I < e . 


于是知 / 在 （0， r ] 上一致连续 • 由于 / 在 （0，1] 上连续，所以/在 

0，1]上连续，从而在 0 , 1 ] 上一致连续.于是/在 （ o ， i ] 上一致连 

续. 

例48设 / U ) 在|>，6]上连续，在内可导，0<« <心, 
/(a) #/(6)，证明：3芒 e ( a ，/))， 使 


/'(O 


a b 

27 




证将欲证等式变形为 — w =乙|^(炉一 〆 ）知， 
要引入辅助函数 aCx) = 1 和 g 2 (x) = jr 2 . 在 0 ，/，] 上分别对 


“ 2 )知， 
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fM . grix ) 和 / U ),/ f 2 Cr ) 应用柯西中值定理，得 

r P 

/⑹一 /(“） = ―-— (h — a ) ， c 6 ( a ， b ) ， 


/ ⑹一 /(a) 


f ( y ) 

27 


- “ 2 )， 1 e (“，々）• 


即 


f (^ ) = f w . 

例 49 证明不等式 

1 + x\n(x + yr + x 2 ) 〉 \/i + x 2 1 

证 令 / O ) = xln(x + yl + x ^) ，尽（工) 


(jo > 0). 




1， 


则上式转化为/(工） 〉 gO ) O 〉0). 由于 /(0) = 0， g (0) = 0,对 
/ O ) 和 gU ) 在 [0，： T ] 上应用柯西中值定理，得 

fix) = /Cr) -/(o) = /'(O 

gioc) g(x) — 尽 （ 0) _ 〆 （芒 ）’ 

于是 fix ) > g { x ) 又转化为尸 O > 〆 （ f ). 因为 

/， （ e) ln(e + /FTT) + C/ vTT^ 


^( c ) 



— <r 


1 + 


1 + c 2 ln(c 


1 芦 ■? 、 

— ) 


而当. >芒>0时，专/ 


IT ^) > 0,所以 


rsi ) 


> l^/Hc) (0=^/(x) > g(x) f 


即 1 + xln(x + %/l + x 2 ) > y 1 -f-^r 2 • 

请读者尝试证明类似命题 :证明 不等式 
arctanx — In(l + x 2 ) > n/A — In2, r G [1/2 ， 1], 

只需设 /(x) = In(l + x 2 ) yg ( x ) = arctanjr ， 在 [.r ， 1] 上应用柯西 
中值定理，注意到 T € [1/2,1] 即可. 

例 50 设 / Or ) 在[>，幻上连续，在(“ J ) 内可导，且幼 >0, 

证明：3 € 6 («，/0,使 
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知需引入辅助函数 F { x ) = x/(x)，G(x) =— +，在0,6]上对 

尸 (x),GU) 应用柯西中值定理，得 

Fm - F(a) _ 6/(6) — a/(a) _ F v (^) __ /(O + (?) 

GCA) -~ F ( a ) ~ — Ub + lJaT — OIF ) ~ iJF 2 ’ 

= 户[簡 + we)]. 

例 51 设函数 / 在 （_1，1) 内可微，/(0) -=0，|尸(1)| -1, 

证 明：在 （一 1,1) 内， j/Cr)| <1. 

证 引人辅助函数 gM =工，在 [0，> r ] (或 [_ r ，0]) 上 （*r 6 

(- 1，D) 应用柯西中值定理，得 

/⑴一/⑻ = /，（!）= ff , 

莒 Cr )- 裒(0) - 1 ~ } (?) - 

因为 /( O ) = 0,贫 (0) = 0,且 \ f ( x )\ <1，所以 

= |尸(汔) | < 1=> |/( x ) | ^ | ^： | ^ 1. 



第二节洛必达法则 


主要内容 


洛必达 （ LHospital ) 法则用于求未定式的极限.以下七种类 
型的未定式可以利用洛必达法则 来求： 
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1. I 型未定式 若 

( 1 ) lim/(.r) = OAmig(x) = 0 ； 

(2) /，《’在^/%:^)内可导，且 〆 （: r ) ^ 0； 

(3) g f ( x ) = ^ ^ 为实 数或土 ° 0 , 00 );则 


Hm £^ l = V im ^M 


茗（工 ) 


〆 （工） 


儿 


定理对极限过程: T — A+A —OC，x —+C 
的情形，只要稍加修改条件 （2) ，也有同样的结论成立. 


2 -— 型未定式若 

(1) lim/O) = oo, [[mg(x) = 00 ； 

(2) f，ff 在[广 + U 0 ) 内可导，且 y(x) 关 0; 

( 3 ) lim + ~r|fy = A (A 为实 数或士 oo,oo); 则 


lim 


ftr) 

片 （工） 




定理对极限过程 工一工“1一：1： 0 ，了 — 00，了一+( 

的情形，只要稍加修改条件 ( 2 ), 也有同样的结论成立. 
3- 0 .00 型未定式 若 


化为 


lim / O ) = 0 ， lim 《 0 ) 

lim/Cr) • g( x ) = lim 


■ T t 


l /《 Cr )， 


0 


则为 f 型未定式，化为 
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lim/O) 


• gtr) 



i /7 c ?) ; 


则为 = 型未定式- 

Oo 

可用以上方法分别确定极限. 

4. CXO — 〜 型未定式 若 

lim / (x) = lim^(‘r) = 00 ， 

or—.r 

化为 - ^ <x)] ^ ^ 

则为 1 •型.实际运算时 ，一 般均可通过通分实现 • 

5. 1-,0%00»型未定式一般为幂指函数形式，即 fixY ^ 
形式，通过取对数化为 ^• U ) ln / U ) 形式，即为0 • oo 型•再依0 • oo 

型未定式情形化为 | 型或^型，即可使用洛必达法则确定极限值. 

[} 

疑难解析 


1. 用洛必达法则确定未定式极限要注意哪些问题？ 

答 （1) 用洛必达法则计算极限之前要先确定是否 j 型或 

—型的未定式，或是否可转化 OO - oo ,0 • co ， l ' O °， oo 0 型.若不 

oo 

能转化，则不能使用洛比达 法则； 若能转化，待转化后再使用洛必 
达法则. 

一般定理的第 （ 3 ) 条不进行验证，通过计算可以确定 
iim 是否存在. 

(2) lim 不存在，但仍是未定式时，可以继续使用洛必 

达法则.允许在满足条件时多次使用洛必达法则. 

lim 不存在， Ji 不是未定式时，并不 i 兑明 极限 不存在，还 

有可能可用其它方法求出极限.例如 
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socx 


lim 
n 2 tanx 


U 


lim 


tan.r 


k /2 SCCUT 


用洛必达法则结果反复循环，得不到极限，但 

! . SCCX 化简 v 1 

lim -= lim ——= 


^/2 tam j*—► re/ 2 SllUf 

(3) 在使用洛必达法则之前和之中，要不断对函数进行化简, 
并配合其它求极限方法，使计算过程更为简捷.例如 

In tan 7 i 


lim 


In tan 2 x 

7 sin 2 xcos 2 x 


( 化简) 


lim 


0 


lim 


2 sin 7^: cos 7 x 
7 4 x . 


lim 


tan 7 «r / tan 2 工 
7 sin 4 .r 


蜃 


sin !4 x 


(等价无穷小) 


2 14 .r 

(1) 洛必达法则只是计算未定式极限一种较普遍的方法，它 
不是惟一的，也不一定是最简捷的，所以在使用中要认真考察.例 
如 

_0 
"0 


lim 


jrsirur 


1 —— cosx 


L ’ sinx ~h jtcosx 


sinx 


0 


0 


H m cosjt + cqsjc + jt( — sinx) 


但 lim 


: rsmjr 


1 — cos.r 

法而更为简单易行. 


(等价无穷小代换 ）=lim 


COSJT 

0 

ST 


2, 


X 2 /l 




2,则不用洛必达 


方法、技巧与典型例题分析 


在疑难解析中，我们讲述了使用洛必达法则所应注意的问题. 
而更重要的是灵活运用洛必达法则，不要墨守成规. 


例1 

求下列 极限： 


(1) 

lim ln(1 + 1/x) ； 

(2) lim 


arccotx 

(3) 

r (工 2 — n 2 )sinox 

lim . 2 ； 

(4) lim 


J - 1 

JT -* 1 
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lnsinx 


(丌 一 2工) 2 ， 


j' 


1 ln ^ 


+ 1 



解 （1) 是 I 型未定式，故 


原式 Hm 1 + ■— 


1 + 工 : 


lim 

x-^k /2 


lim ( 匡 

—4*00 X + x l I oo 


L, ” 2工 _ ! 

一 8 * _ 1, 

(2) 是 j 型未定式，故 

V CQSX _ 

原式 JSz sinx [— 4(7 t — 2 x )] 


sinx 


— 2 sinx + (tc — 2 工 ） cosx 


8* 


(3) 是 $ ■型未定式，故 


原式 = lim 


(x -f tt)(x — 7t)sin5 ^： 


X~^K 


lim 


sin x 


2 丌(工一 7r)sin5x 


sm x 


— 1 


V A sin 5 工 

= 2 兀 ltm - 


x-** 


2^r lim 




2k lim 


►霣 


sin5x + 5 (工 一 7t)cos5x 

n - : - n - 

， 2sinxcosxe 5in x 

sinSx + 5(x — k)cos5x 

n - : - n - 

1 2sino:cosxe 5in x 

sin5 工 + 5(x — tc)cos5 工 = 

— Zsinx 


— 5 兀. 


(4) 是 j 型未定式，故 


原式^- Hm 


lim 


x x (\nx + 1 ) — 1 

1/工 一 1 

x x (\nx + l ) 2 + : 

- l/i 厂 


义一 1 


— 2 * 


例2 求下列极限 


r\ r\ 


(1) lim 


x 


a 


j m 


■ I 


( 3 ) lim 


x — a 

e" — (1 + 2x) m 


(“〉 0 ，.： r 〉 0 ); ( 2 ) lim 


e 


e 


sinx 


x- 


o x 


sinx 


ln(l + x 2 ) 


解 （1) 原式 


0 

\~0 J 


U 


lim 


(4) lim arcs ^ nr — S[nx 

r-o arctanj ： — tanx 

" _1 - a l \na 


ax 


j— d JC 


x 


(代人) 


aa 


— l 


— a^lna 1 — Ina 


+ 1) 1 + lna 


(2) 原式 


0 

0 


.X 


= lim gl p C0Sj:e 

才一 0 1 — cosx 


sinx 


0 

0 


V e 

lim - 

j—►o 


x 


cos 2 ： re sinj + sinxe 


*mx 


sinx 


(化简) 


1 



lim 

x-»0 


e x 一 cos 2 xe 


sin*r 


r ^0 


V 


1 



lim 


sinx 

e x + ( sin 2 i — cos 2 x ) e 5iILr 


cosx 


1 + 0 = 1. 


(3) 原式 


^_0 
"o 


2x) 




1/2 


lim 

jr-*- 0 


1 + e" - (1 + 2x)~ xn 


V 


x 


lime" + (1 + 2x) 一 3/2 

JT—0 




2 = 1 


(4) 原式 


0 
0 J 


L ’ —: ( 化简) 




lim iL +: 2 ) c ? 2 : lim 1 - /I 




x z cost 


0 


/ r ^ 


X 


z 


x-^0 


COS^Jt ： — 1 — 


X - 


oT 


—厂 y im Jcos . r / \/l — jc 2 + %/T — x 2 • sin : 


0 


lim 


一 1 


j 


IJ 


。/ r 

- lim 

0 

1 + 1 
2 + 2 


— r 
cois.r 


二 lim 

、 x -^0 


— sin 2 x — Zx 

xco^x + (1 — . T z ) s\nx 
sin 2 x + 2 x 


f 0 


0 / 


Tsinjo + (1 — jo 2 )cosjt — 2 xsiru 


2cos2t + 2 
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例 3 求下列极限 


(1) lim 


(1 


)(1 — ) 義 “(1 — ) 

a - : cr 一 1 


(2) lirn 


2 x 




x-* 


yF 


解 （ l ) 是 ■^型 未定式•先分解因式再求极限，有 


原式 = lim 


1 — ^ 1 ~ … 


^ ^ 1 • X 


lim 




1 — X 


lim 


—=lim ― —=••• lim - —=z 

x ^* 1 3 n ：】 


參 


n\ 


(2) 原式 


~ j = lim 


例 4 


)\ v (2 — 4x 3 )/(2 */2x — x 1 ) — 1/(3 Vx^) 


)1 - — 3/(4 

一 2/2 — 1/3 16 

— - 3/4 — 9 • 

求下列 极限： 


(1) lim 


(3) lim 


0 


ln(<2 + be x ) 

、 \/a + bx z 

lntan7x 

lntan2x" 


v e x — 2* rarctanj ：/7 t 

⑵上 $1 — e - + 工 ； 


解 


(1) 原式 

■ 


— Hm -^-/― ^ 

x-^+oo a 十 / 2 s/a + 


bx * 


(2) 原式 


V e 

=*= lim 一 


/T 4T 、 

r — 2arctanx/7r — 2 工匸沉 （ 1 + x 2 )] 

e ^ — i 


(3) 原式 


厂 1 . l/(tan7x) • sec 2 7 工 • 7 

l/(tan2:) • sec 2 2x • 2 


lim 

i-^0+ 


7 tan2x 
2 tan7x 


lim 

J^0 + 




2x 

lx 
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例 5 求下列极限 


⑴巧 〆 


(3) lim 


-1 hr 


⑵ lim 


\nx 


("> 0 ， A> 0). 


解 （1) 作变量代换〃 =1，贝! J 当 ： r — 0时 ， k 


于是 


原式 


f ~* -j-co e 


Hm ^ 

.-** +oo G 


M—► 4 -i?o C 


lim ， = 0_ 

► + oo 6 


(2) 原式 


lim 


xnx 


此题说 明：当 — +^时，幂函数/是对数函数 Iilt 的高阶无 


穷大. 


(3) 当 A 为正整数时，有 


原式 


L! P 户？ 一 1 

= lim . ^ 


lim 


L ! uiu — l ) f — 2 


A 心 


当户不是正整数，但[户] < 户< [/0 + 1. 易见 


Ipj 


lim — 0, lim - 

+ oo 6 -4-00 


M+i 


由迫敛性 ， lim ^ = 0,所以，当 A >0，//>0 时 ， lim ^； = 0, 

x-*h-oo € j^+oo e 

此极限说明，当: T — + OO 时，指数函数 A ( A >0) 是幂函数 Y 
> 0) 的高阶无穷大. 

例6 求下列 极限： 


(1) lim cotlr 


解 （1) 原式 ( 


(2) lim 


\nx 


1 1 


"2xcot\r 
=lim - 


x 2 cot 2 x — 1 
lim - ^ - 

T—0 X 

- X 2 ZcO\X — CSCJT 

2 jo 


212 


lim 


cos xsinx 


nx — xcos.r ” cosj：sinx — x 

: r ~~ lim 3 

sin .x o x 




t — 

=lim - 

j*—*0 

- 2/3- 


sin 2 x + cos 2 x — 1 

3 丁 2 


lim 

j-*0 


(2) 原式 （oo — oo) 


y x _ 1 — lnx 
ix — l)ln,r 


l’ r _ l — \/jo 

Iflt + (:r — l)/:r 


= .rln.r + 

例 7 求下列极限 


J _ 

x — 1 


^ 一 1 in^r ' 


— 2 s \ n z x 
3x 2 





(1) lim x 1 H - e 

jr—► + co _ \ JC , 


Vx 


1 ； 


(2) lim 

jr-*- +o 


arctan3^ 


參 


x 2 . 


解 （ 1) 原式 （0 


♦ 


lim 


(1 + 2/ x ) e 1/ " - 1 


lim 


x-*- + oo 1 / JC 

e l / r ( 3 / x 2 + 2 Ar 3 ) 

— 1/ x 2 


lim e 1 " • I 3 + 


3e° 


(2) 原式 （0 • oo) = lim 


tt/2 — arctan3 工 : 


\/x 


lim 


— 6^/(1 + 3 jt 2 ) 


— 2 / x ' 


lim 




1 + ax 1 


例 8 求下列 极限 : 

(1) lim x uX ~ l) : 


(2) lim 


\!x 


— arctanx 


(3) lim O + 3«r T ) 1/r ; 


(4) lim tan:r ln ( 卜 !)• 


x-*^0 


解 幂指函数 /(X)_ 为 (Al'Oc^ 型未定式时，求极限时要 
用取对数方法，化为 0*oo 型再化为 | 型或完型，用洛比达法则求 

\J oo 

岀极限.但是，在书写上有两种形式. 
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一种是写成 = lim 的形式，再 


将其化为 e limln/M/ A ， 求出极限 . 


ln/(.r) 


一种是写成 lim^.r)ln/U) = lim 后，再写成 

lim/O) 以） = c lin ^ J>ln/u> 的形式 • 

相比之下，后一种写法看起来简单明了 . 

(1 ) 因为 lim (jt x — l)lnx = lim (e xlux — l)lnx 


lim (:r 
=lim 

•T-0 + 

=lim 

x-^0 + 


x^O 


C 


xlru* 


— 1 


:rln:r 


x\rx 2 x = lim jrln 2 x 


ln 2 x 

1/x 


0 " 

0 / 


— 2 lim 


lnx 


j- 


；； l/x 


lim 

V 


x-0^ 

2lnj ： * l/x 


— l/x 
- 2 lim 


2 


\/x 


0; 一 l/x: 


0, 


所以 


lim jr (xJr_l) 


e 


0 


(2 ) 因为 


x-*0^ 

lim —In 

+03 JC 

V 


n 


arctanx 


lim 


- 1 




^/2 — arctanj：\ 1 + x 2 j 

—1/(1 + x 2 ) / _0_ 

+*co n/2 — arctanx I 0 


lim 


U 


lim 




co 


所以 


lim 


-h co 


7T 


2xK\ + x 2 ) 
— 1/(1 + . r 2 ) 

lAr 


0 


lim 


2.r 


X' 


1 


JL 


0, 


arctanx 


e 


o 


(3 ) 因为 


lim —ln(x + 3 3 ) 


CO 


X 


V 


lim 


X* 


V 


lim 


jt — +oo 


•r + 3. 
3 J ln 2 3 

1 + 3 J ln3 


(1 + 3 r ln3) 


所以 


iim (jr + 3 1 ) 1 


e 


hi 3 


ln3, 


3. 


co 


(4 ) 因为 


lim ln(l — x)Intanx (0 • oo) 


0 
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lim 




\nlanx 
l/ln(l — x) 


CO 


lim 


lim 


.r-，0 1 


lim 




1/tan.?' — \/cos 2 x 

rii ----- 

1/[(1 — jr)ln 2 (] — .，■)] 

ln~(l — 立 ' 

sin;r 0 j 


( — 1 )2ln(l — jr) 
(1 — x)cosx 


0, 


所以 


lim tan.r lua_jr) 


0 


例9 求下列 极限： 

/I、 v P + c" l/x 、 ， 

(1) lim - - - , a > 0,b > 0,c > 0* 

j— 0\ o j 

… r ( ^ + at -\ - < r /r 、 

(2) lim --- 1 ， a! > 0, 心〉 0,…， ^ > 0 

j— o \ n ) 


解 （1) 因为 


lim —In 

j-*0 ^ 


a r + b x + 


lim 


ln(〆 + f + 〆 ）一 ln 3 


f ) 


厂 H ni + b r \nb + c x \nc 

= = a y + b T + 


Ina + \nh + Inc* 


In \/ a he 


所以 


liml — 


If + r r \ 1/J 


In Viibc 


V a he 


(2) 因为 


lim — In 

i-*0 了 


^_ j n / “（+“《+•••+ 叫 _0 

^ n ~0 




^ |j m _ ^2i _ • “(lnai + … + crl\na fi 

•r —0 < + W + ••• + a,: n 

lruq + In 七 + … + lna" = , 


所以 


lim 






e ln ( t v:，.V 


a i d 2 ••• ^ 


例 10 求下列极限 
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(1) lim arctan 


+ 1 


1； 


(2) lim 


ln(l + l/n) 
arccot/z 


解对数列 U ,,} 的情形，若把 A 看作整标函数 /(") ，则 /(”) 


是 / Cr ) 的特殊取法.因此，可先求 lim fix ), 再令 .r 


，得 


Yimf ( n ). 


(1) lim /( x ) = lim arctan 


x + 1 


iim 


/[ 


1 + 


+ 1 


2 


參 


iim 





xf \/& l ) 

， I) 1 7 oo\ 


-hoo x ( 2x z + 2x + 1) 


lim 


3x 

6^ 


4^ + 1 


所以 


lim arctan 


+ 1 


n l + 1 


V 


(2) 因为 


Iim 


In(l + 1 / jt ) 
arccotx 


lim 


所以 


xf (1 + l/x 2 ) 

~" - 17(! + ^)~ = 

H m ln(l + \M 

，卜吻 arccot " 


lim 


1 + 


1， 


+ CO 


在以上的例题中，我们在使用洛必达法则的同时，还使用了两 


个重要极限、等价无穷小代换、变量代换、有理分式函数时 OC 的次 
数比等方法，从而迅速得出结果.这就要求读者熟练掌握求极限的 
各种方法和综合运用 能力. 

例 11 设 lim ln( )j 土_^ = 4,确定 （• 

f +:° y 1 -f- l \ i 2 
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解 


oo 


是 i 型未定式，依洛必达法则，有 


原式 


IJ 


lim 


CQ 


：1 


cx 


cc 




/T 


cx 


lim 


■十 cc 


lim 


cc 


X 


1 


—- lim 

C'C JT— + CO 


V \ ~\r 


ex' 


9 


c 




蠢 


J 


+ CO C 


c 


c 


c 


所以 




c 


16* 


例 12 设 /Cr)= 工 3 + ln(l — x 3 ) ^g(x) = Ax\ 若当 x — 0 

时， /( x ) 与 gtr ) 是等价无穷小. 


解 由题设，得 


/(x) 


’片⑴ 


0 

0 


IJ 


lim 


jr 3 +ln(l — jr 3 ) 

A ^ 1 


lim 

jr-*0 


3jt 2 — 3x 2 /(1 — j ： 3 ) 


nAx 


l 


lim 


3 x 


5 


J：^ 


故知 




o Anx n ^ 1 — x 、 

5, An — — 


lim 

•r—0 


- 3 


Anx 


n 一 6 






例 13 设函数 / Cr ) 在点 i = a 的邻域内有连续的二阶导数， 


且 f ( a ) 0,证明 




lim 


.r—u 


J (^) — (: r — a)/ 7 (a) 


f f (a) 


2Lf(a)J 


证 是 OO ~ oo 型的未定式，故 


原式， 瑞 


IJ 


i: 


lim 


=lim 


fia) - f (x) 


■r 斗 u 


f f — a)/ 1 (a) + [/(. r ) — (a) 

_ — f ， r Cr) __ 

fXx) (jt — a) f (a) + 2f(x) + f (a) 


( 0^ 
l"o i 


f f (a) 


2 [尸 (“）] 


l 
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例 14 证明： 若函数 /(x) 在点 i 有二阶导数，则 


lim 


/(.: 


h) 


f Lr — h) — 2 / (x) 
~ 1 ? 


(x). 


证 先应用洛必达法则，再依导数定义，有 


lim 

A—► 0 


fix + A) + ]\工 — h ) — 2f(^) I 0 




lim 

/r -^-0 


尸（: 



fO 

h 


f Cr) 


f {x ~ h) — f (x) 

— h 


[尸 Cr) +/"Cr)] = /"Cr). 


例 15 设函数 j = /(x) 的二阶导数连续，且尸 (x)>0，/(0) 
= 0,尸 （o) = o .求13 m ，其中《是曲线: y^/b) 上点 

PCr，/(_r)) 处的切线在 .r 轴上的截距， 

解 （1) 先求《的表达式.由题设尸 U)>0 知， /'U) 是严格 
单调增加函数.又由/'(0) = 0知， .r 关0时， /U # 0. 曲线 y = 
/U) 在点 PlrJU )) 的切线方程为 y — fix )^ f ( x )( X - x ), 


当 y = 0时，即得切线在: r 轴上的截距 


(2) 计算 lim 因为利用洛必达法则，得 


fix) 

f (x) 4 


lirrm = lim 


0 


0 


_ fU ) 
r tr ) 

ftr ) 


” u 

iim —— 

JC 


= 一 : 
x^*o J y^T ) . 

v ( 、 /O) 

lim 1 - 

x -*0 x/ (x) 


=lim: 

j ：^0 

f f (0) 

T \ o ) 


Um^( 

J -0 J (^) 


0, 




^ , y fU ) 

^ l -a /’O) + x/’Xr) 

=： 1 - H m _ 0), r 

1 ^ofCr)/x + rU ) 
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/" ⑻ 

尸 (0) + 尸 (0) 


1 - 


(3) 刺=龄应用洛必达法则，得 


v /(“V0 

1 二 1 Too "o 


IJ p f (u)tr — (x)) / 

— = ；~~ TT 7 ) 


lim 

:r —0 

lim 

x -*-0 


n , N [ 尸 （，）] 2 — / Cr )/"( x ) 

"“M 1 Lfu )7 - 


/’ ⑴ 


f («)/ 0 )/〃( x ) 


lim 尸 ( x ) 


j -*0 


/"(o) • 去 


LfMJ 

x fix') P (u)/u U 

工 ” x7 7 (x) * lf (x)/xj m 7 

1 尸⑻ 1 1 




[/"( o )] 2 


參 


综上所述，最后得 


lim ^ = lim lim 辦 

^0 UJKJO) x-0 It J-O J{x) 


1 . 


第三节 


泰勒公式 


主要内容 


1. 泰勒定理若函数/满足下列 条件： 

(1) 在闭区间 [>/] 上函数/有直到《阶的连续导数， 

(2) 在开区间 (《 ，6)内函数/有 w + 1阶导数， 

则对任何 ao' 。e (“，/，），至少存在一点 f e (a，々）， 使 

fix ) = /X:o) + P ( ^o) — :。） + —^ (>r — Xq ) 2 -f- 


* • * 


~^ 0) u ~ x ° r + (7+ i) ： ^ - 〜 ),,+1 . 
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泰勒定理又称为泰勒中值定 理. 等式称为函数/在. r 。 的泰勒 


公式. 

r . ) 

p ， 人 x) = /(x 0 ) + r (^o) _ ^o) h — -~—^x — x 0 ) 

+ … ^ - - - o — x 0 ) 

n \ 

称为 / 在 A 的泰勒多项式. 


Y 乃 +1) 




(c) 


Cr — . r 0 ) ,,+1 称为/在 X 。处泰勒公式的余 


/ (" + 1)! 叫 " yj J vjv ^ W J 

项. ? = X 0 + 0 (x — X 。） ，0 < 0 < 1. 

2. 当》 == 0 时，泰勒定理即拉格朗日中值定理. 

3. 泰勒公式在 .r 。 = 0 时称麦克劳林 (Maclaurin) 公式. 

4. 带皮亚诺 (Peano) 型余项的泰勒公式若函数/满足 

(1) 在点 A 的某邻域 f /( x 。） 有直到 " 一 1阶的连续导数， 

(2) / u ) U 。） 存在， 


则 IU ) 




f ( r 0 ) + f ( x 0 )(x — x 。） + — jr 0 ) 


+ 


( 工 0) 


O —J： 0 ) n -ho((jc —jc 0 ) n ) ,x ^UCr 0 ). 


. 常用的初等函数的麦克劳林公式 


( 1 ) c 


1 + x 


2 ! 


+ 



(2) ln(l + x ) 


+ 


(« + 1 )! 
-in 


■"+j 


+ ( — 1 y 


■fl+i 


("+ 1)(1 + Ojry +li 


(3) sinx 


3! 


+ 


(— ir — 1 


.2"»_ l 


( 2 m — 1 )! 


■2"i + l 



(—1 广 ( 2 m + l ) l Sin \ 6x 



(4) cos.r 


1 一 



2! * 4! 


+ ••* + ( — 1 ) 


(2 m )! 


.2 川 +2 



(― 1 ) 




(2w + 2)! 


cos ( Ox ) 


« 
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a 


(5) (1 + -rY = 1 + 


cc{a — 1) 




JT 


* ♦ « 


.a(a — 1 ) … （a — " + 1 ) Jt 
-j - x 


n 


a(a — 1) •** (a — n ) 
("+ 1)! 


太+1 (1 + OxY … 1 


其中 0 <沒< 1. 


疑难解析 

1. 怎样理解泰勒公式的意义？ 

答 泰勒公式的意义是 ，用 一个〃次多项式来逼近函数 /. 而 
多项式具有形式简单，易于计算等优点. 

泰勒公式由 / Cr ) 的《次泰勒多项式 P n U ) 和余项 尺 Cr ) = 
o[(-r - x 0 ) rt ] 组成，我们来详细讨论它们. 

当《 = 1时，有 

PiCr ) = /( x 0 ) + / r O 0 ) (‘r — r 0 ) 

是 = f m 的曲线在点 （ j "。 ，/' (1。）） 处的切线（方程），称为曲线 
= /( i ) 在点 ( A ，/ U 。）） 的一次 密切. 显然，切线与曲线的差异是 
较大的，只是曲线的近似. 

当》= 2时，有 

尸 2(1) = /Oo) + /' ( 了 。）0 — JT 0 ) + - ;_;°) (X —— J'o) 2 

是曲线 y = fix ) 在点(•〜,/(々））的“二次切线”，也称曲线 J = 
/(. r ) 在点 O fl ，/(: r 。）） 的二次密切.可以看出，二次切线与曲线的 
接近程度比切线要好. 

当次数越来越高时，接近程度越来越密切，近似程度也越来越 
高. 

2- 泰勒公式的余项有哪些类型？它们各有什么作用？ 

答泰勒公式的余项分为两类， 一 类是定性的， 一 类是定量的， 
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它们的本质相同，但性质各异.定性的余项如皮亚诺型余项 
o ( (.r — . r 。)”） ， 仅表示余项是比 ( .r 一 . r 0 )" (当 — x 。 时）高阶的无 

3 3 

穷小•如 sin.r = x — o (/ r 3 ) •表示当 a ' — 0时 ， sin:r 用 t | 

o 6 

近似，误差（余项）是比/高阶的无穷小.定量的余项如拉格朗日 

型余项- ( _; ^ ~ y ^-/“ l +1) (0 (.r — 也可写成 x 。 + 穴. 7 -— 

A ))、 柯西型余项（如在某些函数的幂级数展开时用）.定量的余项 
一般用于函数值的计算与函数性态的研究. 

方法、技巧与典型例题分析 


泰勒公式常用于近似计算、极限计算、不等式与等式证明及某 
些命题的证明. 

一 、利用泰勒公式计算极限 

利用泰勒公式求极限，一般用麦克劳林公式形式，并采用皮亚 
诺型余项.当极限式为分式时，一般要求分子分母展成同一阶的麦 
克劳林公式，通过比较求出极限. 

例1 求下列 极限： 


(1) lira 


W 2 


cos.r 


j ：-^0 


(2) lim 


x 2 /2 + 1 ~^ 1 H™ 


T -*0 


: r 2 sinx 2 


… r tan 3 (2x) ^ x 


(4) lim 


cos(sinx) — cos 了 


sin x 


解 （1) 因为当 x —0 时，有 


e -xk = ! + _ 


o(jt a ) , 


cos.r 


1 - 士： 



jr 1 + o ( x A ), 


所以 




COSX ~ — JT 

e 


24 


x 4 + o(jc a ) 


12 


o(jr l ), 
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故 


lim , Vl 2?d lim 「l +柴 




12 


(2) 当 x — 0时，有 /1 + 乂 4 = 1 + 


■ 12 . 

x 4 + o(x 4 ) ，故 


lim 

X^() 


x l / 2 + 1 — 1 + ? 

x 2 sinx 2 


lim 

x-*0 


— x A /S + o ( x 4 ) 


( 3 ) 原式 = lim 


8sin 3 (2^) 


cos 3 (2-r) 


(2x) 3 


〆 一 1 — x 

•r(e J — 1)— 


q x — 1 —— jr 

价 一 ！ y ， 


因为 时， e'= 1 + x + — ^： 2 + o(x 2 ) ，所以 


” tan 3 (2^r). 

l 1 ^^ - 1 1 


6 ^ — 1 


y X 1 H + 0(J0 2 ) 

J-To + o(x)) 


(4) 当 x—0 时，有 


cos(sinx) 


1 - ^sin 2 x + —sin 4 .r + o(sin 4 x) 

2 24 


= 1 _ M 





+ <7( X 4 ) 


o(x 4 ) + o(x A ) 


=1 ~ Y x2 + 24 x4+oU4)， 


cosjt 


1 — 含 r 2 + — x A + o (: 4 ). 


故 


r 5 x 4 /24 — x 4 /24 + o(x 5 ) 

原式 = -- 


lim 


jr 4 /6 "h o(x A ) 


例 2 求下列 极限 : 


(1) lim jt 3 — x 2 + 去 e lAr 

J 一 + oo L \ 乙 j 

- -l - 

(2) iim x — x 2 \n 1 H - ； 

JT~* L \ - 



(3) lim 


+ 了 + ,， 2 — 1 

e r —1 
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_ 


(4) lim — ； [cos 2 xsin 2 x — jt 2 (1 一 r 

x -*0 f 




产1 


解 （ 1 ) 当 


oo 时，丄 — 0 ,有 

x 




+ 7 + ■ 6 x ' 


O 


X 




X' 


\ 1/2 


X' 


X 


3 



2oo z 8*r 



o 


X 


& 


所以 


X — JC 


o 


X 


e 


h 


— + 1 


7 + T 


3 


馨 


O 


X 



0 


\2x 1 2x 


o 


^)+1.^ 


X 


•r 3 8x 


9 


O 


X 


故 


lim 


X 


X — X 


2 


X 

J 


e 


l/x 


X 6 + l 


6 


(2) 当 , r — 时 ， 7 — 0 ,有 


In 


jr 


了 2x z 1 3.r 3 4 工 4 


o 


x 


4 


故 

lim 

tow 

x - 

- /In 

f 

1 - 

,1 

— 

J 

.r 一 




JT j 



lim 






▲ 

Mi " ■■ ■ — ■■ — -^ 

' r\ o 


r \：r 


.rr • o 


^ 1 1 

■ 

〆 j 



(3 ) 当 x — 0 时， 71 + x 
1 + x + •故 


x 


r + x 2 ) + o{x) ,e 


lim 

x -*0 


VY 


0 1 

. r 十•厂—— 1 


c ; — 1 


lim 

J *0 


O 十 *r L> )/3 + r>(.r) 1 


•r 十 o{x 


(4) 当 r — 0 时，有 


cos-x = y(l -f cos2-r 


1 斗 1 
2 ^ ? 


1 — ^7 (2-^) 


IT ㈤ 


(2x) G +o(a，） 7 ) 
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sin j ： 


(1 — cos2x) 




(2x) 


4! 


(2x) 


6 ! 


(2x) 6 +o((2x) 7 ) * 


故 


cos 2 xsin 2 x = x 2 


: r 4 + —x 6 + o(x 7 ) 9 


x 2 (l - x z Y n = x 2 1 


( 一 x z ) 



(— x 2 ) 2 -h o(x 4 ) 


x z 一 — x 4 4~ "^了 6 + 了 6 )* 

6 y 


所以 


原式 =lim 


0 X 


i — 吾卜 6 + 心 6 ) 


22 
= 45 - 


例 3 确定常数 A 和户，使 


lim ( v^l — x 2 — Ax — 


解 当 j : - ►+ oo 


时，士 一 0,有 


3? 


+ o 


~5 * 
x 


故 原式= lim x [— — 1/ x ^ — x ~ ~\ 

_r— + oo L 乂 J 


limx — 1 + ^3 — A—^-+0^3 


= 上^[(— 1_A) — f + + 去 + 0 

要使左边 = 右边，则 一 1 一 ^ = 0，户= 0,于是 A = 


1，户 


例4 设函数/在 : r = 0的某邻域内有二阶导数，且 


lim 1 + x + 


fix ) 


\}x 


e 3 , 


x **0 


求 /( O ) ，尸 （0〉 ，广 (0) 及 lim 1 + 

^—0 \ 

解 由题设条件知，有 


/(x)\ 1/j 


fix) ― /(0) 
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1 !x 


又由 


lim 

J-* 0 


1 + X 



ftr ) 


lim 

jt-*0 


1 


1 fi ^ r ) 

x 


X + /( J ) / 


X 


X 


^ + /f.r)/jr ,r 


c 


3 


知 


lim 


' /U) ' 


X 


1 ， lim 

j-*0 


X 



/( 工） 


X 


X 


lim 泡 = 0, 


0 X 


即 


lim 了 m — lim 


j ' 一 o ^ 


: T 一 0 


/⑻ ， ， ，⑻ + 


◊ 


JC 


0. 


知 /(0) == 0,/ r (0) = 0 ， /O) = ’ (?’) 工 2 (0 <C 0 <C !)• 


又由 


lim 

x-**0 


jr + 


fCr ) 


X 


x 


lim 

■i.—0 


1 


/(0) , f ( 0 ) i f f ( Ox ) 


x 


? 


X 


3, 


知 

所以 


j -^*0 


A => f fr ( 0 ) = 4- 


lim 

^*-►0 


1 


fM I 


X 


\/x 


lim 

•I 一 0 

lim 

x—0 

e 1 " 


1 


/(. r ) 


x 


x/f{jc) */(jr) Lt^ 


1 


/( 工 ） I 


X 




e \ 


二、函数的泰勒展开式或麦克劳林展开式 
求函数的展开式，关键是求出高阶导数并写出余项，这项工作 
比较麻烦，可以用前面求高阶导数的知识、方法和技巧来完成.更 
多的是用间接展开法，利用已知展开式和四则运算、导数等运算来 
完成，这样就比较简单. 

例 5 求在点 i = 4的 fix ) = jc a ~~ 5- r 3 — j " 2 — 3 x + 4的 
泰勒多项式. 


解 因为 


/(4)=——56, 


/'(4) = (4^： 3 — 15^ r 2 — 2 .r — 3) 


21 


X- 
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尸 ( 4 ) = ( 1 2x 2 — 30x — 2 ) 


74 , 


所以 


(4) = (24 x — 30) 


5 x 


66， 


⑷= 24 , 


x= 4 


3工+ 4 


— 56 + 21( 工 一 4) + 37 (x — 4) 
+ 11 {x — 4) 3 + ( 工一 4) 4 . 


— 1的〃阶泰勒公式. 


例6 求函数 / Cr ) =—在 . r 。= — 1的”阶 I 
解 因为 /⑷ u ) = ( — (- 1) 


…，所以 


[1 + 0 + 1) + o + I ) 2 + …+ ( 工 + 1”] 


- i) rt 


:«+2 


1) ,,+1 ， 一 l <^ < x . 


例 


求下列函数的 n 阶泰勒公式 


(1) ;re f ,^ 0 = 0 ； 
(3) arctamx 0 = 


0 ; 


(2) sinx ， j ： 0 = 
(4) arcsinj ：, 


解 （1) 因为/⑷ = e T (k +工），所以 


o ： e r = /(0) + 尸（0) + ;/"(0)工 2 




‘X 3 + 


6<^< 1. 


(2) 因为 / Cw ) ( x ) = sin 


； I7T 


了，所以 


(-1)* 孕 ， n = lk ， 


1) 


yr 


n — 2^ + 1 


sinx 


/Tr 

^ 上 


+ X 
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« 搴 ■ 


t (- in 


(-ir 

(2« + 1)! 


: ；«+i 


°((- r ~ f ) 


2«+l 


(3> 因为 y 


("— 1) !cos w ^sinw y ^ — iy = arctan.r) 


y ^>( 0 ) = 0, 

所以 arctanj ： = x -- - -h 


X 2 h + X ) 


(0) = ( 一 1 ) , J (2/0! 






+ 卜 1) "^1+心 2 "十 1) . 


u ) 因为 y 


2 «) 


0 ， y 2 " + u ( 0 ) = l ( 2 n - l )!!] 2 , 所以 


arcsinx 


x + 


T 277 


， + T4i 

(2 /i — 1)!! 


2## + l 


o(x 2n+l ). 


_ 2 » + 1 ( 2 / 0 !! … ， 

例 8 给定下列一般项的趋向于零的序列，求出它的一个等 


价无穷小量. 

( 1 ) ^ = 


” + f 卜口 +含卜 1 ;⑵〜 


1 — nsln — • 

n 


解 （1) 利用泰勒公式. 


1 ——— 4- - i - 

1 2« + 3” 2 



2 n l 3 n 3 


o ( A)l 

/ J 




朽 )]- 


12 " 



°\^r 


故的等价无穷小量为 


i 2/ i 2 r 


(2 ) 化 




厂 1 

_ #2 — 
L n 


3!« 


2 




6« 


2 


故 {«„} 的等价无穷小量为 

三、证明不等式或等式及其它 

例9 证明： lim ” • sin (2 TC ；/ t ) = 2^. 


"-♦co 


证 由泰勒公式，有 
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wm 

s 


^=0 


玎 +(« + 1)!^， 0< 义 <1 ， 


S 兴十 


k l (” + 1)! (” + 2) ! 


e 汔 + l ， 0 < 0 fl+l <i L 


将上述两式两边相减，得 


(« + 1) ! 


A 



或 




(n + 1 ) ! Oi + 2)! 


1 -4— ■ I 

1 十幼 + 2) • 


e ^ rt+1 


lime 1 



( m—) eVl 


=> lim 先 = 0, 


故 2 ^ en ! = 2 ^\ 1 + 


+ … H -- + - ( — I 1 . n 

n\ O + 1)! 


2 ^k 


2 丌 


j L t -* I 

0 TTT) e = 1 + 


■ ■ I ■■■ • • • —|— 


?TC 

贝 lj ns\n(2^on ! ) = ns in — :— -e 6n 

n 十 1 


2 n - q Z ： -- e^sinf 二 ■ /( 二 e 〜丨， 


e n _•」 2n e 


2 丌 


于是 limwsin(2TOn J) = lim2^e w —— —sin —— ~re rt / - 一 ~ —-c^ 
/i—o w -^co /2 + 1 \ w + 1 f ! \ n -t l 


2 丌 . 


例 10 用泰勒公式 证明: 


a + b c / a 2 + b 2 ^ 

3 ^ V 3 


证 设 /Cr)= 工 2 ,则 


fix) = 2x^ /"O) = 2 > 0, 


ftr) = /O 0 ) + f (x 0 ) (x — j ： o) 





(x — x 0 ) 2 ， 


即 

取 


/Or) > /( 工 o) + /’ （， 0 ) O — jt 0 ). 
=( 2 ，得 a 2 ^ x 2 0 -\- 2x 0 (a — x 0 ), 
=by 得 6 2 > xg 十2了。（6 — jt 。） ， 

= c , 得 c 2 ^ j^o + 2x 0 (c — x 0 ) t 


229 


将不等式两边相加，得 

a 2 + h z + r 2 ^ 3xo + 2.r 0 (“ + 办 + c) — 6 ，成 
取 A = y + h + c ) ，则: r Q 在 u ， b ，(: 之间，故 

a 2 + b 2 + c 2 >3 xl =3 l ^ t ^±^\\ 

即 a ~ ± j ± ^< 

例 11 设 /(X) 有二阶导数，且 

fix) ^ "^"[/"( 工 — h) + f(x -\- A )]， 

试 证:尸 Cr )>0. 

证 由泰勒公式，有 

/(.r + /i) = /O) + f (jc)h + -|-/ ,, (.r)/i 2 + o(A 2 )， 



/O — A) = fix) — f {x)h + y/ w (^)/l 2 + o(.h 2 ). 

将二式相加再除以 A 2 , 利用题设条件，即得 

/’’(• T ) + o ( l ) ^ 0. 

令6 — 0,取极限得尸 u ) >0. 

例12 设 / O ) 在0,6]上有二阶导数，且 /(«) =尸（6)= 
0,证明：3 ^ 6 ( a ，6)， 使 

\f f $\^—l ay \fdb)~na)\. 



将第二式减去第一式，得 


/( b ) — f ( a ) + ~^[尸(芒 2 ) — — a ) 


0, 


故 4l/ y ~{ 2 (a)l + /H^ix i/^)i. 

\o — a ) l 

尸⑺ =-max {|/〃 (匕 ）|，|/"( f 2 )|}. 

例 13 设 / Cr ) 在「( X 。）内有四阶导数，且 |/ (4) 0 r )| < M , 

M > 0 •又 a = 工。 一 A ， j ：2 = x 。+ A ， 证明： 

ru 0 ) - 岛 2 卞。) + ’(々) ^ 

证 将 /( 而） 和 f ( x 2 ) 分别在点 X 。展开，得 


/( x ,) 


/(X。）+ /' (x 0 )(x t — X) + ’ 工 〒°) (Xi — : T 。) 2 


尸 Cr 0 ) 


(X,- — x 0 ) 



( e ) 


iXi — x 0 ) 4 . 




1,2. 


则 


fiT x ) = f(x 0 ) — /’ （ :r 0 )/i + —f ff (x 0 )h 2 


- ^ rf w U 0 )h 
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/Or 2 ) = /( 工 。） + f(x 0 )h + ^-f\x 0 )h 

+ ~ rcT 0 w + 

o 24 


工 1 < 彡1 < 工0， 工。 < 6 < 工2. 


将二式相加，得 


/(x 】） + f{x z ) = 2/(x 0 ) + /"O 0 )/r 


A 4 


+ ?7[/ U ) ^ i ) + /“)(&)]， 


所以 


/"Uo) 


■ 24 L v 1 ^ 

f ( 工 l) — 2/(t 0 ) 

h ^~ 


/( 工 2) 


< 


24 


[|/ <4) (^ i ) + / U | K ^^、 


例 14 设函数 /( x ) 在 [0,2] 上二阶可导，且 |/( x )| < 1， 
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|/" U )| < 1，证 明：在 [0，1] 上必有 \ fU )\ <2. 

证将/(2)，/(0)在任意点 X e [0,2]展开，有 

7 ( 2 ) ~ fix ) + ( x ) (2 — ) + 音 /"(fi )(2 — J ") J » Ci ^ ( x ， 2 ) ’ 

7 (0) — /(* r ) + f (. r ) ( — . r ) + — x ) 2 1 c 2 6 (0，: r ). 


故 /(2) - /(0) = 2尸(工） 一 + j {2 - * r ) 2 尸 (1). 

因为 \ fU )\ <1，|/〃( x )| <1, 所以 

21/ 7 (.r) I ^ |/(2) I + 1/(1) t ~2 1 尸 ( 芒 2 ) I 

+ -^-(2 — - r ) 2 1 尸(芒 !) I 
< 2 + — [x z + (2 - ‘; r) 2 ]. 

又，函数 gCx ) =2 4- y [ x 2 + (2 — J ：) 2 ] 在 ：c = 0 和 x =2 取得 
最大值 g (0) = (2) = 4,故 

2\f(x)\ < i=>\f f Cr)\ <2. 

例 15 设 / U ) 在 [0，1] 上有二阶导数，且 /( O ) =/( l ) =0, 
min {/(. r)|.r 6 [0,1]} =—1, 证明 ：3 (0 ， 1) ，使得 /"(O > 8. 

证设有 == — 1 1 .^0 ^ (0，1) ， 且 /’（. r 。）= 0. 

将 /(0) 与 /( l ) 分别在 . r 。 展开，得 

/ CO ) = 0 = — 1 + = 4, o < 6 < 了。， 


PUP \ 

/(l) = 0 =- 1 十 - ^o)W(c 2 ) 


(1 - - r n )^ 


A < c ：> < L 


显然，当: r Q < 士时， m ) > 




( 1 / 2 )" 


8 


当〜 > y 时’ rm ( Y _ 1/2) 


8. 
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从而知，存在(0，1)，使尸(幻 >8. 


例 16 设 / U ) 在 R 上二次可微，且 V . r € R ， 有 |/( x )| < 
M 0 J \ rU )\ < M 2 . 

(1) 写出 /Cr + /0,/( x -/ i ) 失于 h 的有拉格朗日余项的泰 
勒公式》 

(2) 证明: V /»>0, 有 |/( x )| + 

(3) 证明：|尸 Cr )| < V 2 A / 0 M 2 . 

解 （ 1) fix + A) = /(x) + f Cz)h + ’ —-y — ^^/z 2 , 

0 <A < 1， 

/(•r — h) — /(.r) — P (Jr)k + - -■ ^ 2 ^ h 2 ， 0 < 0 2 < 1. 

(2) 将题 (1) 中的第一式减去第二式，得 

2f' (.Jr'ih — f(jr + h) — /(x — A) 

+ + O x h) — f\x — 0 2 h )] 

=>,(:) = / ( £ + h) ~ Z ( £ ~ h l 

+ *|-C/ r， (jr — Q 2 h 、一 fix -h O x h)~\h. 
由题设条件，对上式两边取绝对值，得 

(3) 设|/七)|<孕+手=抑） （ A >0), 则 

?00 > 2 /» = 时相等彳， 

所以，代入上式，即得 
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用泰勒公式还可证明其它命题 • 

例 17 设 /"Or) 连续 ，且尸 Or) 尹 0 •求出在中值定理 /U + 
h ) — 7 (.r ) = hj'{:r -)- Oh ) 中的 0 当 A — 0 时的极限 • 

证依泰勒公式，有 

/(•r + /:) — /(.r) = f{x)h + + Wh 2 , 


与题设等式相比较，得 


fix + Oh ) - fU ) 


士 /"(X + OjiVu 


对/'(了）在 Cu +你）上应用拉格朗日中值定理，得 


f (x -f Oh ) - fix ) = /"U + 0 2 0 h )0 h (0 < 沒 2 < 1) ， 


故 


0 


/"O + 0 x h ) h /2 /"( j ： + 0 x h ) 


— /〃U + 0 2 0 h)h 2 /"U + 0 z 0 hY 

由尸 ( x ) 的连续性，得 


尸 （jt + 6 ih ) 


{ ^° = 0 2 Oh ) 


1 


2 * 


例〗8 设函数 /( x ) 在 R 上有连续三阶导数，且 V 力 >0,有 


/(x + /Q — /O) 

h 


f 


了 + 4 


证明： / U ) 是二次多项式. 


证对任意 : T e R ， 将函数 /Cr + /0和 /' Cr + /0分别展为 

泰勒公式，有 

fix +/0 =/( x ) +/ f ( jc)h + / h 2 H ~ ’ f C ) A 3 ，〈在 < C：T ， 

L o 

h \ 〜 、卜广 "， 、 A i 尸 （ 7) A 2 〆 / \ h 

f (^) + / (. r ) — — ! ---^， •: r <C 7〈： H — w - 

1 1 \ L 


r 


X 




将上述二式代人题给等式，得 
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ftr ) + 


(c) 


f Cr) + T\x) 


h 

飞 




h 


即 /"( c ) = j / /;/ (7). 

当 /i —0 时彳 —. r ，7 —二由的连续性，得 

lim/ w (c) = 4 lim/ w (7)^/ w (^) - 4 尸⑴， 

fi-^O 4 JT-*0 4 

即等式成立 <^/'〃 Cz ) = 0. ‘ • 

由 /〃'(>) = 0 知 ， v .r e R ,/( x ) 是二次多项式. 

例 19 证明 ：函数 /(. r ) 是《次多项式的充分必要条件是 

/ u +1 J Cr ) = 0. 


证 必要性 若 / Cr ) 是《次多项式，则 


ftr ) 


a 0 x 




-1 


+…+ a 


UiU = l ，2 r “，"） 是常数.显然， / u + u ( x ) = 0, 

充分性将 /( T ) 在^ = 0 展成麦克劳林公式，则 V .r e R ， 
有 


f { jo ) = /(0) 


尸⑻ 


or + 


# « • 


+ 

n\ 


it 


(0. r ) 


(” + 1 ) ! 


t«+i 


其中 0<6>< 1 •若 / u +1) ( x ) 三0,则上式为 


/(了） = /( O ) 


f (0) 

~ T \ 


X + 


争# • 


严 （0 ) 
"! 




显然， /(工） 是 w 次多项式. 

例 20 设/"(1)是《次多项式，且 f ( jr 0 ) ~ f ( jt 。） = …= 
f m (.Xo) = 0»/ (,w+1 ) (j~ 0 ) 0 (;w ^ n — 1) ， 证明： *r = Jr 。 是方程 

/(. r ) = o 的，《 + 1 重根. 


证将 / Cr ) 在 X 。展为泰勒展开式，有 


/( ^) = ftr 0 ) 



f ( r 0 ) 


(jr — jt 0 ) + 


# « * 



尸 〃 I +1 ) U 0 ) 

(川 + 1)! 


U - . r 0 ) ,/t+1 + 


華鲁嘛 


/ ㈤ ( A ) 


O — . r 0 ) 
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(2) lim^(jr) = 

x-»0 it 

证 （1) 对任 x ^ O , 且 : re (— 1，1)，由拉格朗日中值定理, 
有 

/(. r ) — /(0) + f 1 {0 {x)jc) * (.r — 0) (0 < 0(jt) < 1)， 

因为 /"( r ) 在（一 1,1) 内连续，且 /" Or ) 关0,所以尸 Cr ) 在 
(-1,1) 内不改变符号.不妨设 f f U ) > 0( 尸 U ) < 0类似可证）， 
则 f ' M 严格递增，故 OOc 、 惟一. 

(2) 由泰勒公式，有 


/ U ) =/(0) +/ f (0 ).r + +/〃 GXr 2 (芒在0与 x 之间）， 

故 了/ 7 (沒 ( j ) x ) = /(：»•) — /(0) = r ( o ) j ： + ♦ 

即 r io <, x ) x ) — p ( o )= 〜 po , 

而 lim 乙’吵怎)、一’’⑹ -尸 （0) , lim /〃（ e ) = /"(0), 

■T 一 * 0 l/ \ JT / JJT 2 ^0 

所以 linWCr ) =丢 

4—0 L 
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(由 0( x ) 


f(OCrM - f (0) 

0 { x、X 


尸 G )， 两边取 、 r — 0 的极限即 


得\ 


例22 证 明：若 


f (a + A ) = f ( a ) + /’（ a)/z + … + —/^ tw) {ti + Oh ) f 0 〈沒 < 1 ， 


且 y ^+ u ( i ) # 0,则 lim 沒 



证 因为广 + n Cr ) 关0,由泰勒公式，有 

f(a + A ) = /( a ) + + … 




于是，将题给等式减去泰勒公式并整理，得 


f 0t) (a Oh ) — f 0 t ) ( a ) _ _ 

h n 

♦ h — 0,对上式两边取极限，得 



+ i ) 


U ) 




lim ^ 

A -►O 


f M (a +0 h ) - ( a ) 

— 


YimO - 广 +n (“） 


+ 1 


尸 l+1 )(“）， 


所以 


lim 夕 


0 


+ r 


例 23 设 fir ) 在 O ,幻上连续，在 U ， A ) 内/〃 (,r ) > 0 ， 证明： 
V 6 [々，^^，且七 < x 2 , 有 

A x l ™h : r 2 ^ /(，!）+ 几厂 2 ) 

J \~~2 ^1( 2 • 

证满足上述不等式的函数是凸函数.一般利用拉格朗日中 
值定理证明（读者不妨一试）.在这里•我们利用泰勒公式来证明， 


将 / U ) 在 了 0 


^处泰勒展开，得 


/(.，）= /(了 0 ) + r ( x 0 ) c ： 


o) + 


rcc ) 


(了一 X o ) 2 , 


e 在 I 与 x 。 之间.又 
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/(』、）= /(x 0 ) + /’Oo) ( 了】一了 o) 

+ --- _ 了 0) ， Ci 6 ( X "2 0 )， 

u • 

j ( J" 2 } := y"C.r()) ~\~ y ( 了 0)( 工 2 To) 



/" ⑹ 


( x 2 — * T 0 ) 2 ， 芒 2 6 Oo ， x 2 )- 


将上述两式相加后除以2,考虑 Xi —： r 。 




( jr 2 — jc 0 ) ，得 


/(x } ) + /(x 2 ) 


/( 工 0) 



/ 〃 (C X ) + /^(c 2 ) / J0\ — x 2 

4 ~2~~ 


因为尸 U ) > 0,所以上式右边第二项大于零，故 


/( 


了 1 


£z \ < fC^O + ftxz ) 
— 2 


第四节 函数的单调性与极值 


主要内容 

1. 设函数/在(《4)内可导. 

(1) /在 U ,6) 内单调增加（或单调减少）的充要条件是 

/’ (X) ^ 0 (或尸 O ) < 0) ， X 6 (a yb ) ； 

( 2 ) /在 g 必）内严格单调增加的充要条件是，对一切 x e 
( a ， b )， 有 (或 /'( x ) < 0), 且在(《，/，）内的任何子区间 

上 /’(X) 羊 0. 

推论 若函数/在 (“， 6) 内可导，且 /' Or )>0 ( 或尸0)< 
0)，则/在(《4)内严格单调增加（或严格单调减少). 

注意推论是严格单调的充分条件，不是充要条件. 

2. 若函数/在 . r 。 可导，且在 X 。取得极值，则称^为/的稳定 
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点（或驻点、静止点），且将 / Or 。） == 0称为极值的必要条件 • 

3. 极值的第一充分条件设/在 U ( r a ) 内连续，在 
内可导. 

( 1 ) 若当 . r 6 (- r 0 — ^ 1 ，々）时 T ) >0，当. 7 '€ ( x 0 > J*o 4~ <^) 

时，尸 O ) < 0,则/在 . r 。 取得极 大值； 

(2) 若当 G O 0 — S , x 0 ) 时, /'(. r ) < 0,当 I 6 ( x 0 ,- r 0 - f ~ d ) 

时， /' U ) > 0,则 / 在 A 取得极小值. 

4. 极值的第二充分条件 设/ '在内 一 阶可导，在 *3" = 
h 二阶可导，且尸0。）= 0,尸0。）弇0,则 

(1) 若 /〃(. r 。） <0，/在^取得极大值； 

(2) 若 /" Cr 。） > 0,/在 X 。取得极小值. 

5. 极值的第三充分条件/在 t / Cr 。） 内存在直到 《 — 1阶导 

数，在7 阶可导，且 / ( h ) ( j ： o ) — 0(^ — 0，1 ，•••，《 — 1) ， 

/ (/,) ( j ： o ) 9^ 0,则 

(1) 当"为偶数时,/在 x = A 有极值.且当/ < w ) ( x 0 ) < 0时， 
/( x 0 ) 为极大值；当 / < w ) ( x 0 ) > 0时， /(. r Q ) 为极小值. 

(2) 当《为奇数时，/在 x = _ r 。 无极值. 

6. 若/在[>，6]上连续，则/在 [ a ，6] 上必有最大值 A / 与最小 
值 w . 

(1) 对以解析式表达的函数，可以通过比较所有稳定点，不可 
导点和区间端点的函数值大小来确定函数/的最大值与最小值. 

(2) 对应用问题 ，一 般不考虑区间端点.也可以通过比较稳定 
点、不可导点函数值大小确定/的最大值与最小值. 

若问题只有一个稳定点，可以根据问题的实际意义确定是最 
大值还是最小值. 

疑难解析 

1. 若 /'( A ) > 0,能否说函数/在 〖/ U 。） 内单调增加？ 
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答若尸 （ A )>0, 则/( I ) 在点々 严格单调增加•即 V xe 

Cr 。 一 ， 有 /(. r ) < f ( x 0 )；\f x 6 (了。，了。+ $) ， 有 /( x 0 ) < 

ftr ). 但两个不等式之间的关系不一定能传递，即/在 Or 。 一 Ax 。 

+幻内不一定严格单调增加.例如 

f o \ 

X + o^sin ——， x ^ 0, 

/(:) = < 了 

、 0 , x — 0. 


当 x / 0时，有 f (^) = 1 + 2 ：rsin 丄 一 cos 丄， 

x x 

"、、 + A.r 2 sin(l/Aj：) — 0 i 、^ 

/’ （ 0) = lim ---——--=1 > 0 

A.r— 0 AJ ： 

所以， / Or ) 在:0严格单调增加.但当、 r 乒0时，有 


/" U ) = 


2sin - cos - 


丄 ■ ± 

— ^sin —， 
X x 



[< 0 , 

inn 

\> 0 , 


«为正整数， 
n 为负整数. 


而尸~ = 0- 故 /0) 在点&都有极大 

值•由于 X ,，= — 0,所以，在任何（一£， 

o 内，/都不是严格单调增加的，而是作无 
穷次的振荡. 

2. 怎样理解函数的极值与最值？ 

答 极值与最值的问题是一个局部与 
整体的 问题. 极值是函数的局部性质，即函 
数/在某个 UU 0 ) 内所具有的 /Cr。） < 
/U)( 或 /Cr 0 )>/(.r)) 的 性质. 因此，从图 4. 1 可以看出 ，一 个函 
数/在区间[>，/，]上可以有多个极大值与极小值，此极大值可能小 
于彼极小值 • 而最值是函数的整体性质，在[«，6]上连续的函数必 
有最大值与最小值，最大值与最小值都是惟一的.最大值与最小值 
可能是极值，也可能不是极值. 
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方法、技巧与典型例题分析 


一 、函数的单调性问题 

函数的单调性问题包括确定函数的单调区间、证明不等式、确 
定方程根的个数和证明某些命题.其中对方法和技巧要求较高的 
是证明不等式，证明不等式的关键是要引人一个函数.引人函数的 
方法有多 种：最 简单的是将不等式的一边移到另一边构成辅助函 
数; 较复杂的则需根据对不等式特征的观察加以确定，因而有一定 
的技巧，需要通过多练习才能掌握. 

例1 讨论下列函数的单 调性： 


/ I 1 \ x 

( 1 ) 3 r = 1 H - ，： c>0; 

\ x ! 

(.2) y = (2x — a) (a — x ) 2 » a 〉 0; 

(3) jv = x + [sinxI ； (4) y — x n • e _r ，n > 0，i > 0, 

解 （ 1 ) 因为 lnjy = :rlrr 1 + ~-| = x[ln(l + x) — lnj ：]， 两 
边求导，得 


y 



X 


1 + .r 



■r + 1 


=ln(l + x) — lnx — - ~ :—— • 

1 + x 

因为，由拉格朗日中值定理，在 [ X，l + X ]上有 


ln(l + jt) — \nx = 


c 


(1 + x — x ) 


，孑 6 (工，1 + 1), 


所以 

1 十 x c 

即 In (1 + 了 ）一 lnx — — = — > 0. 

1 + X C 1 + JT 

又3, >0,所以 

r i -i 

y = y ln(l + O ') — Iru: — - ~ :—— 〉 （X 
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即 J = 丨+上在（0, + oo ) 内单调增加. 

、 工 I 

(2) 因为），’ =— 6 (、r — 2“/3 ) 厂3 V i2x — a ) d (a — :r) _，稳 

定点为$，导数不存在的点为 i 和 

在（一 co ，《/2) 内 ， y > 0,函数单调增加； 

在(《/2,2^/3)内, y > 0,函数单调 增加； 

在 (2 a /3， a ) 内 ， y < 0,函数单调减少； 

在(《，+ oo ) 内 ， y >0,函数单调增加. 

(3) 因为函数含绝对值记号，要分区间讨论. 

当 2 nn < 2 x < (2« + 1)兀时， sin 2 x > 0; 

当 （2” 一 l)n < 2 x < 2 nn 时， sin^r < 0. 

所以，当2抓 < 2了 < (2 w + 1)7 C ， 即 < ”兀 + tt /2 时，有 

y = 工 + sin2 ： r ， ），’ = 1 + 2cos2x, 
y > 0<=^ cos 2 x 1/2<=^2«7 t ^ 2 x ^ 2 nn + 2 兀/3， 

即 nn ^ nn + 兀 /3* 故 

当， iTT < JT < «7 T + 7 T /3 时， / > 0,3, 单调增加； 

当 /m + tt /3 < x <+ k /2 时， < 0 ，y 单调减少. 
类似地，当（2« — IX 2了< 2， m , 即戊时， 

y — jt — sin2x ， y f — I — 2cos2.r ， 
y f ^ 0<=^cos2-r ^ \/2^=^{2n — l)n ^ 2jt ^ 2nn — 7t/3 ， 

即 ， m — 7 t /2 ^ X ^ /27 T — 兀/6, 故 

当 》7 T - 7 t /2 < -r < /27 T - It /6 时0，>0,)，单调 增加； 

当 ， m — tc /6 ^ jt ^ /m 时 ， y < 0 ，：y 单调减少. 

(4) 因为 y + = (« _ * r ) e - 〜稳定点为 

x — n . 

在 (0， M ) 内 ， y > 0，： y 单调 增加； 

在 ("， oo ) 内 ， y < o ， j 单调减少. 

• 242 • 




例 2 判断下列命题的 真伪： 

(1) 若 /(.r) 在 ( 〜 / ，）内单增且可导，则尸 Or) > 0. 

(2) 单调函数的导函数必单调 . 

(3) — 个函数的导函数单调，则函数必单调 . 

(4) /(-r) 在 OiJ) 内连续，在 [> ，幻上单调减少，则 /'O) <0. 
解 （ 1) 伪 . 例如 P 在（一 2,2) 内单调增加且可导，但 

^ ( 0 ) = 3x 2 = 0 . 

x— 0 

应改为 /U) >0, 命题才成立 . 

(2) 伪 . 例如 :V = .r 3 在 （一 oo ， + oo) 内单调，但 y = 3.r 2 在 
( — OC ，+ oo) 内不单调 . 

(3) 伪，例如 y = x z 的导函数 y = 2:c 在（一 oo, + oo ) 内单 
调，但^在（一 OO , + oo ) 内不单调. 

(4) 真.因为 V 丁。 6( 。， 6) ，取 [ 而，工 2 ](^(“ ， 6) ，且 :*:。6 

(A ， : r 2 ) ，则 fix) 在上满足拉格朗日中值定理条件，所以 

f{x z ) — /(jTj) = f (f )(j ： 2 — X x ) , C G (^ ： l ，工 2). 

而 /(^) 在 [a ， 6] 上单调减少，于是 

f (c)(^ 2 — f ($) ^ 0. 

显然，上式当 A — jc, — 0+ 时均成立 . 

当 A - A — 时，由 /'(x) 的连续性 ,lim/'G) =/'Cr。), 

又由有极限函数的局部保号性知，由 ! im 尸 G) <0-> 尸（工。） <0. 

C—► j- 
x 0 

再由 A 的任意性，确定在 (a ， 6) 内恒有 / Cr。） < 0 . 

例 3 证明下列不 等式： 

(1) e* 〉 穴、 

(2) 2 X > jc 2 {x > 4) ， 并说明，当 0 <;r < 1 或 x = e: 时，只有 

y 才满足 f = 当 x> 1 且 /^(^ 时，对一切 . r , 都能找到惟 
一的 JA 使 ，= 

证考虑一般情形 ( 设《 > 14> 1 )，则两边取对数 
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后可得等价不等式 ：¥>¥ 
于是引入辅助函数 / U ) 


Inx 


，则 


/’ O) 


1 — \nx | < 0, 

工 2 1 > 0 , 


x > e ， 
x <i e. 


也可以引入辅助函数/(^) = x — elnx 来讨论 e K > <• 

(1) 由 /'(X) 在 ( e ， + oo) < 0知， / U ) 严格单调减少，因此 

llL ^ > 1^!，即 Trine 〉 eln 7 t ， 得 > 7 r e . 
e 7 r 

(2) 因为 x = 4> e ，所以由/'(工）在 U ， +00)<0知，/(工） 

严格单调减少，因此 f 即 • rln 2 > 2 ln : r ， 得 2' > x 2 . 

当0<工<1时, / Cr )>0，/ Cr ) 严格单调增加.当少，工€ (0, 
1) 且3"尹•^时，/(^) 4/00. 所以仅当 T = ： y 时，才有当 
•r = e 时, /(_ r ) 取得极大值，对任何 J 弇 e , 都有 /0；)〈/( e )， 故仅 
当3； = ；c = e 时，有 y 

对: r > l 且 x 乒 e ， 因为在 （1， e ) 内 / U ) 严格单调增加，在 


( e ，+ oo ) 内严格单调减少，所以直线 y 




lnx 0 

工0 


与曲线 y 


lnx 


有 


且只有两个交点 A ， 


1ilt 0 、 ( lnx 0 


x 0 


， Jo 


.即 


0 


In^o _ lnx 0 




To 


= ^ 0 °- 


x y . 


这表明，当工 > 1 且时，有惟一的 3； 尹 X ， 使 / = x y . 

实际上，要证可转化为：（1)证 7 — 6“>0;(2)证 Mna 
— aln 6>0;(3) 证 V /6 a > l •从而可以选择一种最易 确定尸 Or ) 符 
号的方法. 


例 


证明下列不等式 


(1)1+ x\n(x + 
/o 、 \a b\ 


(n\ \ ^ \ ^ I** I 

tt + \a + b\ 〜 tc + |a| 
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r+x 2 )> /r+x 2 , x>o 

w . \f>\ ^ L 广 



i^i 


ia,b e R) 





(3) — < .r 厂 ~ r + x~ < 1 ， 0 < x < 1 ； 

c 

(4) 0 < -- - < ^，了 > 0 ，工在 1 • 

•r — 1 I 

证 （ 1) 设 /(.r) = l+ xln(x + y 1 + or') — \/1 + ，则 
P (x) = ln(.r + /1 + jc 1 ) 

= In (jt + v^l + ?) 〉0， x 〉 ()• 

所以在 （ 0, + oo) 内， /O) 严格单调增加 • 而 /(0) = 0 ,故 

1 + jrln(.r + 1 + x 2 ) — 1 + .r 2 >0 ， 

即 1 + x\n(x + /I +7) > 71 + r’, x>0. 

(2) 设 /O) = —^ — ，贝 ! j 尸 Cr) = fz~r — ^ 2 〉 0 •所以 ftr) 

7T -j- JT \7t X) 

单调增加. 

又 |tst+6|< |ti| + | 办|，令 *2^= |“+A| ， jt 2 = |a| + |/’|， 
则 /(Xi) </(.r 2 ) ，即 

1 “ 十 6 丨 〆 | t'i | + 1 6 丨 — 〆 I* 3 | I 1^ 1 

7T+ +/；| ^ K+ |«| + \b\ ^7T+ |«| 卞 TT + 

(3) 令 /(,r) =x^" r = (1 +1)1 占，则 /( 了） >0 •对 

等式两边取对数可得 



ln/(jr) = ln(l + x) 


1 一 .r 


In.r, x 0, 




=/(.r) • 

因为 

g f Cr) = 

=lnx + 

所以 

g( ： r)= 

: ln.r + 2 


lnx + 2(1 — jc )/(1 

(1 - x) 2 


• r ) 


1 — x 


所以 gtr) = in.r + 2 ^ 

故 /'U) <0 ， /Cr) 严格单调减少，故 


X | 1 一 

.r 1 + 了 


〉 0 ， x > 0, 


〈只⑴ = 0, 0 < .r < 1 * 
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争 


即 


lim J (jc) < /(x) < liru /O) ， 

— < .户 + 了山 < 1, 
c 

(4) *4^ >0 是显然的，只需证 < j . 

or — 1 x : — 12 

当0 < JT < 1 B 寸 , ~~- T < ^•〜 2 lnx > ~ i ， 令 

r — 1 2 ,r < 

fix) = 2\nx — - - - — 2\nx — x + 丄， 

•r x 


则 


fM 


x 


1-2 =— 


X 


1 - 


X 


< 0. 


所以 fix ') 在（0，1)内严格单调减少， / Cr ) > lim fit ) = 0. 故有 


4^<~. 于是欲证不等式成立. 


例 S 证明下列不 等式： 

⑴ pe ^ + < </_ V) ，/>，<?> 0,户 + 9=1; 

(2) (1 + xY — (1 — .2')^ ^ 2 a , A ^ 1,0^ T ^ 1； 

(3) (/ +，)"《 > (‘〆 + ) 々 ' x,^>0,/3>«>0 ； 

(4) xe~ x —e _r , 0 <C x <C 1. 

x 


证 （1) 将不等式变形为+ e jA /+ x 2 /(8；> V ) x — 

2/> g )， 得，户 e 2v 十 g < e 2 Av +.、’ 2 /2. 

令 f ( y ) = e 2Ar+ ) 2/2 —户。 2 )’，则 

/’（_y) = e 2j -[( 2/ , 4 - ), )e .v 2 / 卜如.一 2 户] = e 2 -'>( 3 0 , 

〆（），）= ()，+ /> — q) 2 c y2/2 ~ 2t,y > 0, y E (— oo, -f oo). 

所以当: y > 0 时，〆 ：y') > 0; 当）， < 0 时，〆: v) < 0 . 于是对 6 

(― CO , + 00 ) ，恒有 f ( y ) ^ 八0)=(2.故 

po 2y + g < c"' v +’ / 2 =>/)c’" + qe~ T/q ^ 〆’( 印 V), 

(2) 令 / U ) = (1 + xY — (1 — jc )\ 1，则 
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/’（. r ) = A[(l + i 广 1 — (1 — .r)^ 1 ] >0 (A> 1). 


所以 ftr) 在 [0,1] 上严格单调增加，又 /(l) = 2 \故 

f (t) = (1 + .r) A — (1 — x) A ^ 2 A ? 0 ^ r ^ 1. 

(3) 将等式变形为 [1 + aVv) a ] l fl >[l + Or /)，)* 3 ]' 令 /(«) 
= (1 + > o,o < a < +⑺，则由证变形后不等式转化为证 

/(X) 在（ 0, + oo) 内的单调性 . 


因为 


ln/o) 


ln(l 


f(a) &Ll mu 十 ’）」 

rlnr — (1 + ^)ln(l + t a ) 

- “ ___ 一 _ 


ln(l + n 


n 


a 2 a + n 

rind + n - (i + /°)ind + n 

^(T +n 

—— ） <o O 〉 0) 

a 2 (l + r ) 义、 > 

所以由尸（幻 <0^>0 ， /0) 在 （ 0, +oo) 内单 调减 : 


< 0 U > 0)， 


) 内单调减少 . 即当 /?> 


a 时， （1 + f ) 1/fl > (1 +，勺吒令/ =寻，即为 

「 / a n 1/c r / 卢 n I ’彳 

1 + 上 > 1 + | 上 々[/ + y ]"。 < [/ + y ] i/ ^ 

- it /」 L m 」 

(4) 将欲证不等式两边取对数，得 

Inx — _ r 〉一 \ n:r — l / x , 

即 2 ln.r 一 x + 1 /x > 0, 0 < x < l . 

令 ftr ) = 2 lnjr — x + 1/ x ， 则 /( l ) = 0,且 

, 9 1 ( r — n 2 

J f Cr ) = - 1 - o = - : - ; - <0, 0 < x < L 

JO X" JT" 

故 fU ) 严格单调减少，有 fU ) > /( l ) = 0,0 <.r < 1. 即有 

2ln.r — •，+ \/x 0 =>x 2 c — 』 c i/x 〉 1 

^xq j > c - 1 "/:，， 0 < .r < 1 * 

例 6 证明下列不 等式： 
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_ 1 — — I > 0 ， t 〉 0; 

x j 

,/ , 、、^ arctanjr ^ ^ 

(2) in(l + x ) > j +了， i > 0. 

证 （1) 当/ = 0或，=:时，不等式显然成立•当工 >0， f < 


x 且/#0时，有 

[ ln /( x)] f = 


In 1 


-丄 n ， 
x /」 


jrln 1 一 



ln(jr — t) — lnx + 




x — t 


由拉格朗日中值定理，有 


\n(x 一 /) - \nx 


当0 O 时，0 <x —f <c <x 


c 


当 /<0 时， 


0 < Cjo < i $ <x — 


[ ln /( j ：)] / 


J 




又 lim 1 - = lim 

JT-* + CO -X* 」 X *• + 


1_ X 


e 一 ， ， 


所以，当 x —+ oo 时， 1 — 丄严格单调增加且趋向 e —， 即 

x 

f J \ X 

6 _/ — 1 — - 0. 

\ ^ 

(2) 令 F(x) = (1 + jr)ln(l x) — arctan •: r，x > 0, 则 


F f {x) = ln(l + .r) + 1 


ln(l + jt ) 




> 0, 


故 Fix) 在 （0, + oo ) 严格单调增加 •又 尸 (0) = 0,即 F(x) ^ 0. 


ln(l + x ) ^ 


arctanx 
1 + x • 


例7 讨论々 > 0，々为何值时，方程 


arctanj ： 


kx 


存在正根. 


解 令 /( x ) = arctanx — kx^x ^ 0,则 


/⑻= 0， fix ) 


1 +士 


々， 
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尸（0) = 1 —々，尸 (X) = (1 + 工 2)2 <0- 
所以 /(.r) 严格单调减少，且 

lim fix) = — oc ， lim P O) = —々 • 

X -* "h 00 ■!*—► + oc 

当 1 时，尸 Or ) <0,于是 

f(x) < /(0) = 0, x > 0. 

即是 > 1 时，方程没有正根 . 

当0<々<1时，有 



即 / 在 [0, y(i - km] 上严格单调增加，在 [7a - 峰 、+ 
00 ] 上严格单调减少•有 


/( /(I - k)/k) > /( 0 ) = 0 ， lim /(x) = — 00 . 

由连续函数的介值定理和 / 的单调性知，方程在 （/(I -々)/々， 

+ oo ) 内有惟 一 正根. 

例 8 设 /Or) 在 0, +oo) 上连续，在 [a, + 00 ) 内可导，且 
fU ) > k> 0 (k 为常数）.又 /(a) < a 证明： /(x) = 0在 

(a ，“ — 内有惟一实根. 

证令 6 = a ，则由拉格朗日中值定理，有 

- ^ ■ 

/(6) = /(a) + P (c) (J) — a ) = /(<a) + f ($) I — 

— - /(«) | 、 - 1 丨 >0， a <C c <C 6. 

即 /( d 在[>，6]两端点异号，依连续函数的介值定理， / U ) 在 
U 4) 内至少有一个实根. 

例 9 设 / Cr ) 为定义在（一内的偶函数，且在（一《，0] 
内严格单调减少， 证明: /( x ) 在 [0， a ) 内严格单调增加. 
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证 任取 1 ， h G [0 ，“ ） ，且 ！ <C .7’2 ，即 0 < < 而 <C “，则 

— a <C — . r 2 < — .rj ^ 0. 由于 V (.r) 在（一 a , 0] 内严格单调减少， 

即 /( — . r 2 ) > /( — x , ) ，但 /(.z ) 为偶函数，有 

/ (- r 2 ) = /( — - r 2 ) > /( — ) — /(. rj ) , 

所以 / U ) 在[0，《)内严格单调增加. 

二、函数的极值与最值问题 

确定函数的极值可以用第一充分条件，也可以用第二充分条 
件，具体使用时一定要根据实际问题决定，使问题简洁明了. 

例 10 根据题给条件，讨论指定点是否函数的极限点，是极 

大值点还是极小值点. 

(1) 已知 lim '( f ) - ) =一 1，讨论 x = a ; 

(2) 已知 /( X ) 在 （一 oo , + oo ) 有定义 ，: r 。 垆0是 /(X) 的极 
大值点，对一 /( — x ) 讨论一 ： c 。； 

(3) 已知 / U ) 二阶连续可导 ，且尸 （0) = *= 1，讨 

j —0 丨工 | 

论 : T = 0. 

解 （1) 因 1 ir ) /( ri : /)?) = — 1，依极限的保号性知，在 

某 L T ( a ) 内 ， ’ H — /)?) < 0,即 /( 工）一 /( a ) <0 (*r 尹 a ). 所 
以，/(«)是 fCr ) 的极大值 ，x = “是 fix ) 的极大值点. 

将极限式改为 lim ~ } ^ k , n 为正整数# 0,可以 

jt 〜 \jr — a ) 

证明： 

若” 为偶数.当々 > 0时, /( a ) 为极小值;.若々 < 0,/ U ) 为极 
大值. 

若》为奇数，则在 UU ) 内，有 

/(，） 一 /(a) = (k 0))0 — aY 

在 .r = «两侧异号，所以 /(«) 不是极值. 
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(2) a 垆 0 是 /( x ) 的极大值点，但不一定是 / U ) 的稳定点. 
y =— /( - - r ) 的图形与 3 , = / Or ) 的图形关于原点对称，故 
尹 0 是 /Cr) 的极大点时， 一 A 是 一 /( — .r) 的极小值点 • 

( 3 ) 因为广 （ 0 ) = 0 ,所以 x = 0是/ ( .r ) 的稳定点.由 

lim = 1知，尸 ( x ) 与 U 1 是等价无穷小.因为在 "(0) 内， 

jc -^0 I ^ I 

kl > 0,故 f tf U ) > 0. 依极值的第二充分条件， /(. r ) 在= 0取 
得极小值，所以 ： r = 0为极小值点 • 

例 11 设 /(. r ) 在（一 oo , + oo ) 内恒满足方程 

(•r — l )/’’(* r ) + 20 — 1)[/’ ( x )] 3 — \ — e 卜' 

(1) 若 / Or ) 在 : r = « (« 关 1) 处取得极值，则必为极 小值； 

(2) 若 fix ) 在工=1取得极值，是否为极小值？ 

证 （1) 由题设知 / U ) 在 （一 oo ,+ oo ) 内二阶可导，故若在 

I 

X ~ a 取得极值，必有 f ia ) — 0,则有 

/"(“）= — (1 — e l " a ) , a ^ I . 

a — I 

当 a < 1时 ，尸 u ) > 0;当“ > 1时，也有尸(《 ) > 0.所以 fix ) 
在 jc = a 取得极小值. 

(2) 是.因为，（1) = 0,而 


/"(X) 


[1 - e w — 2 Cr - 1)(/' Cr )) 3 ]. 


由 fCr ) 的连续性知，尸 Cr ) 连续，故 


lim 


1 — e 


1 一 X 


1 — 之 


广⑴ = lim 匕 e 〜 2 ( ，二 !)(,(，)) 

^**1 x — 1 

,• l - e w r — (1- x ) 

=iim -- = lim --= 

x — 1 (x — 1) 

由尸 (1) > 0 知 ， /Cr) 在 x = 1 取得极小值 . 


lim 


例12 设正值序列 {. r w } 满足 ln . r w + — < L 证明存 

#1 -J- 1 rt—►oo 

在. 
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证 因为对 / O ) =丄 + lnx ， > 0,有 y 7 (X) = X _ 2 ' ， 所 

JC 工 r 

以， 1 = 1 是稳定点 •由 /"( l ) = = 1>0 知， /( i ) = 1 

为极小值，即最小值. 

由上知 lnx rt + ^ ln . r „ +丄，即〜 < 〜十〗，所以{心 } 严格 

工 ， i+l X n 

单调增加.从而 UmA = u 存在，且 a > 0. 

/I 一 oo 

设 a = + OO ， 则对 \ rix n + <1 取 《 — oo 的极限，得 + OO 

工 ##+1 

< 1，这是不可能的.故 a <+ OO. 

对不等式 + — ^― < 1 < lnx ,, 4-—取极限，得 lna + — = 

x n a 

1 .由第一^段知 a = 1，即 limj ^ = 1 • 

Ff— »00 

例 13 证明 ： ^r<x，+ (1 — X )，<1, 0< X <1,/)>1. 
证 引入辅助函数 / Cr ) =分+ (1 — X )、则 

fM — p \_ x p ~ 1 — (1 — 稳定点 x = 

又 尸 Cr ) = Pip — 1)0 户 一 2 + (1 - xy - 2 '] > 0. 

故工 = *1 ■为 /0 c ) 在 (0,1) 的惟一极值点，且有极小值 /(■!": = 
_ T . 而/(0) = /( I ) = 1为 / O ) 在 [0,1] 上最大值，于是 

+ (1 — xY < 1. 

例14 (1) 求函数 /( x ) = X 3 — />x + <7 {p > 0) 的极值点与 

极值； （2) 求方程 P — Ar + ysO (/>> 0) 的三个实根的条件. 

解 （1) 因为 / Or ) = 3 x 2 — />,所以稳定点为 x = ± 7^73. 

又 / M ( x ) = 6. r ， 知 /"( /户/3) > 0，/"(— //>/3) < 0,则 /( J ：) 在 

-/ />/3有极小值 _/X \//> /3 ) =—2^1 + g ; S*r = — -//>/3 
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有极大值 /( — ^/>/3) 
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3/2 



(2) 因为 lini fix ) =+ oo，lim fix ) =— oo , 所以若极小值 


/( v 773) < 

分别在区间 

( — oo ^ 


7773) 


o 有三个根， 


V p / 3 ) ， （ 一 p / 3 ， V 户/3)， （ p /3 j + °°)， 


要满足条件一 2(41 3 2 <9<2(專广 2 ,可简化为丨妥 




例15 设在[0，《]上1尸 U)|<M ，且 /'( x ) 在 (0, a ) 内有极 
大值，证明：|尸（0)| + \ fM \ ^ Ma . 

证设 /( x ) 在点 c € (0 , a ) 有极大值，则尸 （ c ) = 0.对尸 Or ) 
在 [0, c ]，[>， a ) 上分别应用拉格朗日中值定理，有 

/，（ c )— 尸 （0) = c / w (^>, ^ 6 (0， c ), 

/’ ⑷ 一 f f (c) = (a — ^2 G (c,a). 


由尸 （ c) = 0 知 ， / f (0) =— c/ f, (cx) ，/ r (a) = (a — r )/〃 (芒 2 ) •故 
|/ ，（ 0)| + \f(a)\ - rl/^j) + (a - c)|/ 〃 (f 2 )| 

^ cM + (a — c)M = aM* 

例 16 设.1^ 2 = a (常数），且: > 0 , jr 2 > 0,求 W 4 的 
最小值 （w > 0 ，n > 0). 


解 因为 工1了2 = “，所以 


/(了1) 




f ( jr x ) = mx 


m— 1 




令 /'( j ' i ) = 0,有惟一驻点 JT 


f { a / x x )\ 

1 = Onjr^ rt — na n )/ x ^\ 


当 0 < A < (似 Vw ) 1 "" … 0 时 < 0； 当 A > 

(«“ V ”0 1/fm+n ) 时， /(々）> 0, 故： r 1G 为 /(々） 的极小值点，即最小 
值点.最小值为 


J (*^10 ) 


na 


»\ 1/(，《+«) 


"*+« 


0/ aVw ) 1 


/* #«/«> 
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n 


a 


n 


m 



— 

m + ft 

+ 

| m ' 




m -h n 


m 


(^«)y7T?7i 


r . 

m 

t _• 

n — 

litn 


! n 

m -i- n 

J- 

( m 

m H- ft 

“ ”1 + " 

■ 

m J 

丁 

1 n \ 




例 17 证明不等式 < ~ aP + ，其中 


1 ——— I ——— 

’ P <1 


1 . 


令 fix ) = X 

/' U) = 1 


!//> 


7 


，则 


p \ 工 f p 

有惟一稳定点 *r = 1 .当 0 < x < 1 时，/ Or ) > 0; 当 x > 1 时, 

尸（1)<0.所以/(1) = 1- 丄是极大值，即/(工）在 

p q 

[0, + oo ) 上的最大值.故 


P 


1 


X 


+ - 1) 


0, 


X 


P 


X / 1 

P ^ g 


令 ： r 


a 


p 


b q 


代人 (6 = 0 时显然成立），得 


a 


a 


p 


b Hip 


< 上 

P If ^ q 


a 


—a p b p q ^ 丄 // ， 


P 


q 


即 ab< —a p + 上 b\ 

p q 

( l ) 利用本例可以证明赫尔德不等式 



其中心 > 0 A > 0，/> > 1，士 + 丄=1，々=1，2,… 

I 

只需设“=七/( Y .^ y'^b = bj ( 念的） 1 '代人例中不等 

’ k =\ / k =\ 

式，再将两边对々求和，即可证得- 

当户=^ = 2时，称柯西-施瓦兹公式 
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2> A ) 2 <(2>) 2 



^ ~ 1 


(2) 应用赫尔德不等式可以证明闵可夫斯基 （ Minkowski ) 不 


等式，有 


^ + b k) p UP < ( 


/a / 



k-^i 


其中“走 > 0 ，~ > ()，/>〉1 ，々 = 1 ， 2 ， 


9 * * 


rt 


2 + b k y = (… + 仏 )(“々 + b k y-' 

k—\ 务 =i 

n 

= + 心 ; K - 1 + ^b k (a k + fhY - 1 ， 


k ^\ 


注意到 + + = i ^iip — l ) = _/>，应用赫尔德不等式，有 

s (〜 +仏)，< ( 广 [tw 广 - i> r 




-i) 




i 


k^i 



2 峋 


Vp 




1 A / 


变形即得闵可夫斯基不等式. 


第五节 


函数的凸性与拐点 


主要内容 


设/是区间/上的函数， V . r ,,^ e / •和 A G (0,1). 恒有 

fi^\ + (1 — A).r 2 ) ^ A/(j? t ) + (1 — A )J (x 2 ) 


(取“ <” 称严格凸）则称 / 为 / 上的凸函数.若恒有 
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/(A.rj + (1 — A) 了 2 ) > Kf ( 工 0 + (1 — 


(取“ > ”称严格凹）则称 / 为 / 上的凹函数. 

2. /为/上凸函数 ㈡I 上任意三点 A < A < A ， 总有 


f(r 2 ) — /(,，、）/ f(r 3 ) 




A . 


r *> 




了 2 


3. 设 / 在区间 / 上可导，则下述论述 等价： 
a )/ 为/上凸 函数； （ 2 ) /为/上递增 函数； 

(3) /定义在区间/上 ， v e /• 

/( ， 2) > /(-^i) + f (xi) (x 2 — .r,). 

4. 设 / 在 J 上二阶可导，/为 J 上凸函数 ㈡ 在/上 尸 U ) > 0. 

5. 詹森 ( Jensen ) 不等式若/为 [« ，6]上凸函数，对任意； 


6 [«，/，]， A ,. > 0 (/ = 1，2，…，/! ) ，且 ( ^ 人=1 ) ，有 

/= L 

« n 

/( 2^ X/ ) ^ ( ^!人/0,) j • 

i -= 1 i—l 

6. 若 : y = / O ) 的曲线在点 Oo ，/( x 。）） 处有切线穿过，且在 
切点两侧的曲线分别是严格凸和严格凹的，则称点 ( x 。，/0 r 。）） 为 
曲线的拐点. 

7. 若/在 * r 。 二阶可导，则 ( x 。 ，/(々））为 .y = /(. r ) 的曲线拐 
点的必要条件是尸 Or 。） = 0. 

8. 若/在 A 可导，在内二阶可导，且在(: r 。） 和 
Cr D ) 上尸 Or ) 的符号相反，则 O e ，/ Cr 。）) 为），= fix ) 曲线的 

拐点. 


疑难解析 

1. 叙述 /( x ) 在区间/上是凸函数的等价命题. 

答 / U ) 在区间/上是凸函数的定义共有三种 形式： 
( l)/(.r ) 在区间/上可导，曲线 / U ) 位于曲线上任意点 
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Cr ，/( X )) 的切线上方•即 V e /，有 

/ Cr 2 ) > /’ ( Xi )( x 2 — : i ) + / Oi ), 

(2) 设函数 /(. r ) 在区间 / 上连续， V . A , jt 2 6 I , 有 

JT } + J0 Z \ ^ f(x x ) + /(X>) 


< 


3) 设函数/ (工）在区间 / 上有定义， V 工1，^2 6/与义6 


(0，1)，有 

/ [Arj + (1 — A)x 2 ] ^ A/(xj) + (1 — A)/(:r 2 ). 

将上式中的“ < ”改为“<”，则为严格凸的定义. 

其它等价命题还有： 

(4) 主要内容之 2. 

(5) / U ) 在/上可导（或二阶可导）, /' U ) 在 J 上单调增加 
(或 V ^ 6 Ijf rr ( x ) > 0). 


方法、技巧与典型例题分析 

例1 设 /(X )， 尽 Or ) Ma ， b 、 上的凸函数， 证明： 

AO) ▲ max{/(x) ，茗 O) } 

也是 ( a ,6) 上的凸函数. 

证利用凸函数 定义. 设々，毛> 0,七+ a 2 = 1,则 v 〜 ， x 2 e 
( a ， b )， 有 

A 2 x 2 ) ^ ^ 1 /(^ 1 ) + 

< Xih ( x x ) + A 2 ACr 2 )， 
g (^ x x x + A 2 x 2 ) ^ + 

■ 

^ k x h ( x { ) + X t h { x 2 ), 

从而 h { X x x A + k 2 x z ) = max {/( Apr ! + ^ 2 ) + 毛工 2 )} 

^ ^ 1 / 7 ( x x ) - f ~ X 2 h ( jr 2 ). 

所以 h ( x ) 为凸函数. 

例 2 设 0 < A < x 2 < …< A < TT ， 证明： 
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sin 


了 1 


x 2 + + x tt 


n 


〉一 (sinxi sinx ? 
n 




攀 * _ 


+ sinx ^). 


证 


令/(了） = — sin : r ， j : e (0，穴），则 

f f ( x ) = — cos.r, /" ( 了） = sinx > 0 ， 


故 fir ) 是 （0， tt ) 上的严格凸函数，由詹森不等式 


/( 々+々+… +,£, <丄[/ ㈤ + /⑹+…+ / U ")]， 

I n / n 

即得欲证等式. 

例 3 利用 /(j-) =— ln.r (.r > 0) 是凸函数，证明： 

(1) xfix2 2 ，, * x ^ ^ + A 2 j: 2 + …+ A rt x "， 其中 x ,. 〉0» A , ^ 


n 


o ,2 人 


(2) 当： r ,>0, /= 1，2,…，《时，有 


n 




工 2 



_ 晕 * 


+ 


■ ■ ■ [ |" ■■ _ • . 

X l X 2 x 


n 


n 


证 （1) 因为 /(. r ) = - ln.r Cr > 0) 是凸函数，所以詹森不 


等式 /( < ^/U t ) 成立•即 

i = 1 1 = 1 

— lnCA^! + A 2 x, + **• + 

^ — + A 2 lnjc 2 + •” + 人 

— ln(AjjT| A〆」 + •_• + _ In 卜 •) 

^lnCA^! 4- A 2 •: r 2 + … + X n x n ) ^ ln(4, 卜 ••：>) ， 

从而 ^ A t x a + 々 A + … + 


(2) 在题 (1) 中令 A , = 士，则 

V + 工 2 + … + 

Vx 1 x 2 -"^ J ^ -- - --, 

又对 /( 了） = — \ n.r (. r >0) ，取 x ,>0, 则丄〉0, /’ = 1，2,…， 

工 i 

小由詹森不等式 
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了 1 工 2 


综合题（1)、题(2)，即得欲证不等式. 

例 4( 詹森不等式）征 明：若 /为上凸函数 ，V : 
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=/ 2+ (A + A + i ) ^ - f * A * +1 X * 十 A * 

< SA,/(^) + (A* + A … )/( 七 九， + AT+t^^ 1 ! 

^ = 1 


裊 一1 


^ 入/(工, ）+ ( A * + A * 


k -\ 


+ i ) [ a * + a * + / (xa) + A ：+ v ^ /(x * +1} 

*+l 


2^/( ^i) + A/OJ + Ajt+i/Ow) = x 々 /(:,)• 


所以，对任意的 《 ，都有 


/I n n 

f { 2 ) = ， 2 入 = I * 

i = l t = 1 i=1 

例 S 证明： 

Cl ) 若 /,贫 都是 / 上的凸函数，则 a / + 处也是凸函数，其中 
«，卢是正实数. 

(2) 若/，尽是 J 上非负凸函数，且/与贫在 J 上都是严格单调 
增加（或单调减少）的，则/ • g 是^上的凸函数. 

(3) 设 /A — 乙与 g : J 2 — R 都是凸函数，且 g 严格单调增加， 
则贫。/是乃上的凸函数. 

证 （1) 因为/，贫都是 J 上的凸函数，则 Va ,% e /和 V A 

e ( o ， i )， 有 


/( Aj -! + (1 - A^XA/UJ + (1 — A)/( x 2 )， 

/(Aj^ + (1 — A)x 2 ) ^ (j ： i) 4* (1 — 义)尽(工 2 )， 

故 ocfi^Ci + (1 — A) x 2 ) + ^ gC^Ti + (1 — A) x 2 ) 

< ACa/CxJ + PgOoi)) + (1 — A)(/(x z ) + g(x z )). 
其中《，/?为正常数，故 《/ +ft? 也是凸函数. 

(2) 设/，《•在 J 上严格单调增加（单调减少类似可证），尸00 
> 0,^(x)>0. 并有 /Or) > 0,尽 U) > 0•则 v A，*r 2 e /，不妨设 

- r 2 > 工”有 
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/(X 2 ) >/( 々 ）+/’ (^!)(^ 2 — Xj ) ， 




g ( x 2 ) ^ 尽（工1) + 〆 （々）（ 工 2 —工 1). 


因为 （/ * ff )’ = /'•发+ / • 〆 ，所以 

fix 2 ) g ( x 2 ) > /( x ^^ C ^ i ) + f ix l ) g { x l ') ix 2 — X X ) 

+ /Ol)^Ol)(l2 — Tl) + f’ （ JOl)g’ (^)(^2 — Xx) 2 

^ / Oi ) 〆 工 i ) 

+ [/’ ( x I )^ r ( x 1 ) + / Oi ) g ’ ( X !)]( x 2 — J0 X ). 

所以，按等价定义（主要内容 3 中的 （3)) 知，/ •发是凸函数. 

(3) 因为/是凸函数，则 Va ，％ 6 /和 AG (0，1),有 

+ (1 — A ), r 2 ) ^ A/OJ + (1 — A )/( x 2 ). 

又由尽 Cr ) 严格单调增加，有 

A r [/( 又 A + (1 — A ) x 2 )] < + (1 — A )/ Cr 2 )]， ① 

而尽为 A — R 上凸函数，有 

gWU ^ + (1 — A )/(. r 2 )] 

< M[/( 工 i)] + (1 — 义 ) 尽 [/(x 2 )]. ^ 

由式①、式②可得 

g 。/ [^1 + (1 — A )： C 2 ] < %。 f { x x ) + (1 — 。 /( x 2 ). 

所以/。^?■是 / l 上的凸函数. 

例6 设 /(工）在 （ a , 6) 内可导 ，V oc^y G ( a ，6)，且 x < _y ,3 
惟一的2 € 0 , 30 ，使 f ( y ) — fix ) — f iz ) dy — jc ) ，证明 : f ( x ) 
在 ( a ，6) 内是严格凸或严格凹的. 

证用反证法.设函数 / Cr ) 在 ( a ， b ) 内不是严格凸或严格凹 

的，则3工1，工2，工3 G ( a ，6)，且 Xi 工2 工3，对曲线 y :s= f C *^) 上 

r 

的三点 0^ ,/ Cxi ) ) , ( x 2 ，/( ar 2 ) ) ， 0 3 ，/( x 3 )) ，有 


/(x 2 ) = 

一 fix,) 

一 /( 工 1 ) / 

_ (工 2 - 

~ x x ) + /(Xi) , 


x z 

— 工 1 

/( 工 2) - 

_ /(x 3 ) 

一工 3 

\00 2 - 

— 

-x 3 ) + /(x 3 ) ， 


^ /(x 2 ) — /Cri) /(x 3 ) — /(x 2 ) /(Xj) — /(x 3 ) 

取 — "■ — = 

工 2 — ^1 工 3 — X 2 X X — X 3 


即三个点 Oi ，/(々））， 0 2 ，/(， r 2 ) ， （. r 3 ，/0 3 )) 位于一条直线上.依 
拉格朗日中值定理，有 

/(，,）一 /(-^) = /(乃）— /Sill ^ /，(芒山 t 6 

x { — x 3 x t — .r { 

’ Cri) ~ = fUz) ~ = /(c 2 ), c 2 e u 2 ”r 3 ). 

JTi — *r 3 — x z 

显然 e〆h ， 这与只存在一个7,使 /Ul ? _{(: 3) = rw 矛盾 • 

了 1 — 

所以 / U ) 在内是严格凸或严格凹的. 


例 


设〜 >0 (/' = 1,2，〜，《)不全相等，证明 


( l)i 


c7flna 


ai\na 


_ * * 


+ 


a 


■*— - u - l - fc -** 

1 “2 1 


a 


T 

n 


In 


a 


X 


X 


m w m 


+ ill 


n 


> 0； 


⑵ /U) = 在 (—⑺， + ㈤ ） 严格单 

n 

调增加； 

(3) arctanCA ^^ + X 2 a t + …+ 人凡,）^ A ^ rctan^t + A 2 arctana 2 
+ ••• + A^arctana,^ 


证 （1) 考虑函数 f(jr) = xln:r ， 则 /' O ) = 1 + in : r ，/"( x ) 
=1 /.r > 0 O < 0) ，所以 fix ) — : r 是 (0, + oo ) 上的凸函数，又 
<(/ = 1，2,…， /;) 不全相等，所以由詹森不等式，有 



< +/ W ) + 


« * * 


+ +/«)• 


将 /( x ) 代入，即得所证等式. 


(2) 因为 lim / U ) = (类似第二节例9)，再补充定 

.r— 0 

义/(0) = V 屮〜…心，则函数 fix ) 在（一 00 , + oo ) 上连续.当: c 

关0时，有 


Dn/Cr)]^ 


fix ) 


x 


X 


j tr ) 
ax\na x - \-ai\na 2 


+“！ + 


+ … -\-a^\na n 

… + 


—l n ^ - +W 

n 

w > 
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由 / ( I ) > 0 及上例知，当 T 尹 0 时 ， /' ( r ) > 0 ， 故 _/’ （ x ) 在 
(一 m ， + CVO ) 上严格单调增加. 

(3) 考虑函数 /(了）= — arctan . r ，了 6 (0，+ …），则 /’（了）= 

= t4S>°^> 0 ^ 即 /O) 为（ 0, + w ) 上的凸 

1 +〆 1 十： r: 

函数.由詹森不等式（即将 / Cr ) 代入），得 

arctan(A i a l + 々 A + …+ 入 〆 〜） 

^ A^rctan^j + A 2 arctana 2 + * ••十 A„arctan“,” 

例8 设都是正数，证明： 

x\n — -f* : yin y- ^ (x + y)^ r- 
a h a + a 

证 设 / O ) = jrln.r (*r > 0), 则 /' (. r ) = 1 + ln . r ,/ w ( x ) — 
丄>0，所以/(.7：)为凸函数，有 

J0 


“ + 6 a + a + h a + b 




■yin — 

h a 


故 （: r + y)\n 



T < 血 —~-r + y^n — 
o « 十 n a 十 


- <xlnf+^lnf 


例 9 利用函数的凸性，证明 


( 1 ) —-( y 1 H ~ y 1 ) > ， 了 > o ， ）， 〉 o ，了 尹 — v ， 》> l ; 

(2) -~( e x + eO > e^ v)/ S x ^ 3 ^. 

证 （1) 设 /(* r ) 则/'⑴ = W _1 ， 尸⑴ =«(« — l ) r - 2 . 

当 《 > 1 时， /" ⑴ > 0(/ > 0), 所以 /(/) 为凸函数,依定义，有 

/( A /, + (1 — X ) t 2 ) < A / CO 十 （1 — A )/(/ 2 ). 

令 ’1 = ~ )’，A 1/2,即得 


1 —j— \f w 

♦(，+ y ，) > — T 3 • 

(2) 设 /(/) = e ’， j ^ /’（/) = c / ,/ w (7) = e # > 0,所以 /(/) 为 
凸函数，同题 （1)， 取 6 = . r 山=)，，)，=1/2,即得 
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e")/2>e (r ^ }/ % : r 关爻 


例 10 设概率曲线^ 


士 〆 ’ 在点: r = 士 a 处有拐点 

/ 7 C 


0> 0 ，A > 0)，/2和 CT 有何关系？ 


解因 y 


\/n 


|4^-e- /rV ，/= ^L(2h z x l - 1 )( T aV 


，令 y ’ 


0,可得 x 。=± 讨论 A 与: r 的值 ，知: 


当 ！ d 时，: y "<0; 当 丨 > jx 。！ 时 O ，">0 •所以，当 


= ± 


17T 


± c 时 o 的曲线有拐点，即 A 


/y 

~2^ % 


例11确定 = k { x 2 — 3) 2 中々的值，使曲线在拐点处的法 
线通过原点. 

解 因为 


2 k ( x 2 — 3) = Akx 3 — 1 2 kx y y ff = 12 k(x + 1) (.r — 1), 


所以： = 士 i 可能是拐点.讨论 y 的表达式，知 y ' 在 x lt2 = 土 1 
两侧异号，所以而. 2 = ±1确为拐点横 坐标. 拐点为（1，4幻和 
(-1，4々）， 

在点（1，从）处切线斜率 h =- 8 L 法线方程是^ — 从= 


&Cr — 1). 将原点坐标（0,0)代入，得 


一 4 々； 一 茲^^=± 


/Y 


在点（一1，4々）处，类似可得相同结果. 


故当々=士 


/T 


时，曲线= kix 2 — 3) 2 在拐点处的法线通 


过原点. 

例 12 确定曲线)，= ci . r 3 + 6. r 2 + t\r + d 中的 a ，6， c，d 的值 
使 i =— 2 为稳定点， （1, — 10) 为拐点，且（一 2,44) 在曲线上. 
解 由题给条件列出方程组求解. 
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— \b — 2 c 
a + A + c + = 

12 a — Ah + c = 



44, 


- — 10 ， b 

o (y = o) ， c 


— 3, 


24, 


6 ^i + 26 = 0 ( y ff = 0), 


16 - 


例 13 证明 ：曲线 y 


证 因为 


•r — 1 


: r 2 + 1 


( 工 : 


的三个拐点在同一直线上 • 

2 x + 1 

卜 I) 2 、 


,, 2 (x + 1)0 - (2 - / T )]|> — (2 + / T )] 

尸 (/ +T7 — 


所以 A ljX z 


3 ， 


^3 


2 + 时，)’〃 




经考察，在 （_ °°， 一 l ) 内，在（一 i，2 — 了）内， 

> 0;在 (2 — /y,2+ /T) 内， y'<o ; 在 (2+ /y， 十⑺）内， 


y > 0. 故点 A (— 1, — 1) I 2 — ， — j — N ， 

I 4(2 _ V ^3 ) J 

/—、 

C 2+ /3~, 是曲线的拐点. 

I 4(2 + / T)J 

可以算得直线与 SC 的斜率为 

, (1 — y ^~)/[4(2 — y ^)] — ( — 1) 

(2 _ ) — ( _ 1 ) 

_ (9-5 VT )(9 + 5 / T ) _ J _ 

— 24~ = T 1 

7 _ (1 + / y )/[4 C 2 + / T )] - (- 1) 

纪 I 1 C — ~zzz 

(2 + ) — ( — 1 ) 

= (9 + 5 / T )(9 - 5 / T ) = 丄 

- 24 ^ ~ T ' 

两直线斜率相同，且都经过 S 点，所以 x ， s ， c 三个拐点在一条直 
线上. 


7 T 

/ T ) 


AB 
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第五章 不定积分 


第一节不定积分的概念与基本公式 


主要内容 


L 设函数 F 与/在区间/上都有定义，且在 J 上 PU ) == 
/ Cr ) , 则称尸 为/在区间/上的一个原函数. 

2 . (原函数存在定理）若函数/在区间/上连续，则/在/ 
上存在原函数 K 

3. 设 F 是/在区间/上的一个原函数，则 

(1) F -^ c 也是/的一个原函数，其中 r 为任意常数 f 

(2) /的任意两个原函数至多相差一个任意常数. 

4. 函数/在区间/上的全体原函数称为/在/上的不定积分，记 

作 /(. r ) d.r = F ( x ) + c . 

*i 

不定积分的几何意义 是：若 F 是 / 的一个原函数，则 j = 
厂 U ) 的图像称为/的一条积分曲线,任一条积分曲线在横坐标相 
同点处的切线都是互相平行的. 
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1. 为什么说微分运算 “ d ” 与不定积分运算构成一对逆运算？ 
答从原函数和不定积分定义可以 看到： FU ) 是 / U )- 个 

原函数，则广 U) =/Cr)_ fix) 的不定积分 /Cr)dr = F(x) 

* 

所以，有 

d[J/Cr)dx] = f(x)dx , dF(x) = F(.r) + c\ 

即“先积后微，作甩 抵消； 库徽后积，抵 消加， ，故知微分与不定积 
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分构成一对逆运算. 


方法、技巧与典型例题分析 


在计算不定积分时，要注意任意常数当积分结果中含有 C 
时，结果表示全体原函数；不含 C 时，只表示一个原函数. 一 般地， 
若一个不定积分可化为几个积分时，在积分号全部去掉后添加一 
个 C 即可. 

一、 不定积分的基本概念 

读者必须十分清楚函数、原函数、不定积分之间的联系与区 
别，在辨析问题时能够熟练地运用.对于涉及基本概念的问题，只 
能利用定义和以前学过的连续与导数概念来考察和研究.对分段 
函数和绝对值函数尤应注意. 

例1 判断下列 FU ) 是否 /(X) 的原函数，并说明为什么. 


(1) F(x) 


x 2 sin —， x # 0, 
x 


ftr) 


0 , 

2xsin 




0. 


cos —— ,x ^ 0 ^ 


10, 


0. 


,3 


( 2 ) F(x) 


+ 工 + 1 ， JT > 0, 


fCr ) 


r 2 ， x < O. 

3x 2 + 1, > 0 ， 


2x t x ^ 0, 

解 （1) FOr) 是 /Or) 的原函数•因为当: r 关 0 时,有 

, F f (x) — fix ), 

r(0) = lim 吵 ）— F(Q) =lim ^ Sin(1/x) 


- 0 


x 


limxsin 


0 = /( 0 ) ， 


所以恒有 F r ( x ) =/(:r) •但 /( 土）却不是连续函数, /Or) 在 x = 0 

* 268 * 


处有一个第二类间断点. 


(2) FU ) 不是 fix ) 的原函数.因为 Fix ') 不连续，所以在不 
连续点 x = 0必不可导，不存在 FHO ) =/(0). 

但当0时，恒有厂' （* r ) = /( i ) ，所以 F ( x ) 在（一 oo ,0) 和 
(0, + oo ) 上是 / Or ) 的原函数. 

例 2 —曲线通过点 （ e 2 ,3)， 且在曲线上任一点处切线的斜 
率都等于该点横坐标的倒数，求该曲线的方程. 


解设曲线方程为 y =/ U )， 则依题设有 y = 1，于是 

X 

V = [ — d,r + 6 ， = lru ： + c ， 

J z 


且 3 = lne 2 + t ' = 2 + c=>c = h 

所以•曲线方程为 y = lnx + 1. 

例 3 证明： 


\ fix ) 


PCr ) f r ( x ) 
—[?( x )] 2 



r / u > i 2 


证 因为 



2 


/(，） 1 

/’ o ) 


c 


/( 工） 


Lfu^y -/u)f f cr) 

[/’ （ x )] 2 


所以，命题成立. 


/ U ) / U )/"( X ) 

fM ~ TpmT 


例 4 设 ： v = yM 是由方程 y 2 {x — y ) = x 2 所确定的隐函 

数,计算不定积分 「4 dr . 

J y 

解设 y = ^:，则由参数方程得 


以 2( …和工 2 〜 = 


故 






dy 

7 



j*[Kl - O ] 2 



f 3 (l — 0 



2 






dt 
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3 / — 2 ln ? 


33； _ 


2ln 


2 



例 S 设 /Or): 的原函数厂 Cr)>0, 且 F(0) = 1. 当时， 


有 f(jr)F(x) = sinYr ， 求 fix). 

解 [ f (x)F (x)dx — s\n 2 2jt：dx 


(1 — 


cos4r)dx 


sin4x c. 


f (.r)F( ： r)d^" = F(:r)dF(x) 




FHx ) 



c ， 


故 


F 2 (x) 


— sin 4 ^r c . 


即 F(x) 


—sin4x + c *， 由 F(0) 


1 .所以 


/(x) 


sinix + 1 


(1 — cos4jt) 




—sin4x + c 


例 6 设单调的连续函数 y = /O) 和工 = <p{y 、 互为反函数， 
且 〆0 ，） >0, 证明： 


/’ (x)d,x 


7 iy ) dy . 


证 由反函数求导法则知 fix) = 〆()’） ，dx = (fi (30djy ， 故 


/’ (jr)dx 




¥ (: y ) d ： y _ 


例 7 已知 fix) 的一个原函数为 T 2 mX - ，计算 

1 十 jcsiruc 

f(^)/ r (jr)djr. 


解 因为 /( 了 )/ 7 (x)dx = /(.r)d/(jr) 


PM + G 而 


/( 土） 


smx 


1 + sinx 


cosx — sirrjr 
(1 + xsin.r ) 2， 
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所以 


(jr)d,r 


1 「 cos.r — sin\r 
2 L (1 + xsinx) 2 


例 8 已知 ftr)dx = x 2 + c 


，计算 .r/ 

ml 


(1 


) d . 2 \ 


解 由题设知， /(.r) = Or 2 = 2x , 故 


于是 


故 


则 


_ 

ocf 


(1 


/(I - ^ 2 ) = 2(1 - 了 2 ). 

x z )dx = Jx * 2(1 — x 2 )dx 

= f (2*2 ： — 2x 3 )dx = 


例 9 已知 /'(sinlr) = cos2x + tan 2 x ， 求 /(x) ,0 < x < 1. 


解 f (s\n 2 x) = 1 — 2sin 2 x + 


Sill JT 

1 — sin 2 .r 


f (x) 


Zx 


1 — x 1 — x 




fix') = f (x)dx 


J(T 


— 2x djr 




ln(l — jt) — x 2 + 6', 0 <i jt <i 1* 


例 10 设 /Cr) 


=e 、计算 

. x 


解 由 fM 


知， /'O) 


，得 


f (ln.r) 


ln.r 


f ( lnj -) 


dx 


— l/i 


dx 


J - .； 


*> 


dx 




+ c. 


例 11 计算 McLr 


解先分别讨论，再加以综合 . 


当 :r 〉 0 时， | x 丨 dr = xdx 



当 x < 0 时， | :r | dx 


xdx 


因为 I.H 在 （一 co, + w) 上连续，所以的原函数 k|cLr 也在 


(― 00, + oo) 上连续•故 
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lim (x 2 /2 + rj 

r -*0 十 


lim (— x 2 /2 + c 2 )=>C! 


0 


于是 






kid 


x 


\a:\x 


2 


c. 


例 12 已知 F(x) = /O) — 
若 /'(x) = [GCr)] 2 , 且 /(tc/4)= 


fix 、 

1 ，求 /UX 


,G(x) = fix) 



/O) 


解先求 fix) 的表达式.由题设得 


F f (x) = f (x) 



fix ) 


又 F f (x) = [GU)] 2 




故 /' (x) 


1 + 尸(工） ) 
尸（工） 


fix) 

fKx ) 

to 

■’(:) T 7 U ) 

( 尸 ⑴ + 1) 


尸(工） + 1 

尸（工） 



2 


即 


尸⑴ 

fix') 


尸(工）+ 1 

fix ) 


fix) = 1 + 尸 Or) 



1 + 尸 Or) 

将等式两边对 x 积分，得 
fU ) 




* 


1 +尸（工) 


dx 



所以 


+ 尸⑴ 

/(x) = tan(x + r). 


df (x) = arctan/(j：) = x + c. 


由 /( 丌 /4) 




1=>tc/ 4 + c = 7 t/4=>c = 0 , 故 

/(x) = tana:. 


二、用基本公式与性质计算不定积分 
例 13 计算下列 积分： 


( 1 ) 


(3) 








tan 2 xdx} 

(cos 4 x 4 - sin 4 x)dr 


( 2 ) 


sin 2 2x 


dx ； 


(4) (cos 4 x — sin 4 x)dj：* 


解要善于利用三角函数恒等式将函数变形，使积分计算变 
得简单易行 . 






(1) 原式 = (sec 2 x — l)dx 




sec 2 xdx 


—Jdx 


tanx 


x + c . 


春 
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(2) 原式 


* 

J si 

■J 1 


dx 


sirTjrcos^r 


d.r 

cos 2 jt 


4J 

dx 

sin 2 x 


sin'r 十 cos'r 
sin 2 xcos 2 .r 


dx 


(tanjr — cotx) 


(3) 原式 =J[(cos 2 x + s\n 2 x) z — 2cos2xsin:\r]clr 

=f(l — 2sin 2 2x)d:r = (3 + cos4x)djr 

J 4 J 




— 3x 4 — -sinAx 




(4) 原式 =(cos 2 x + sin 2 x)(cos 2 ^： — sin 2 x)d.r 


cos2xdjc 




sin2 了 + c. 


显然，将题 (3) 积分式与题 (4) 积分式的和再乘以 1/2, 得 


cos 4 xdx 


32 


(12x + sin4x + 8sin2J：) 



将题 (3) 积分式与题 (4) 积分式的差再乘以 1/2, 得 


sin 4 jrdx 


32 


(12x + sin4x — 8sin2x) 



例 14 计算下列积分 

* 

( 1 ) a^e^dx ； 


( 3 ) \e x \a 


(2) (2" - 3") 2 dx ； 


dx ； 


(4) 


r 3 *r r 1 

e +1 」 

-- dx , 

J e x + 1 


解 


(ae) 


(1) 原式 =j Cae^dx = 


(2) 原式 =(4" — 2 • 6" + 9 J ) d^r 




(3) 原式 




' * 

J 匕 


Oe ) 


fb ]- 


il 

ln4 


iaey 丄 

1 + lrn? 十 & 

2 • 6 X , 9 r , 


(4) 原式 


XaeY ,, 

- ~r~i - arcsinjr + c. 

1 + ina 

% (e J + l)(c 2r — + 1) 

+ 1 




dx 


/ 2-r Jr 

(e —— e 


l)dx 
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例 15 计算下列 积分: 

djr 


( 1 ) 




r 


(3) 


(了 + 3)0 + 7) ’ 

d.r 


x 


2 


a 


2 


( 2 ) 


(4) 


r 


3^ 4 



j 


r* 


x 

x l 


2j^ 2 + 1 」 

"T ~： - 土 : r; 


1 

1—1 


dx . 


x 一 2^ 2 ^ — 2 

解拆项、拼项是将复杂函数化为简单函数的常用手段，拆 

得巧妙，拼得合理，可以极大地简化积分计算，故分项积分是一种 
基本方法. 


(1) 


(工 + 3) Cr + 7) 


(1 + 7) — (: c + 3) 
Or + 3)0+7) 


故 原式 


x + 3 : r + 7 


x + 3 x + 7 J 


djr 


[ln|x +3 丨 -ln|jr +7|] +c 






In 


( 2 ) 


3/ + 2，+ 1 _ 3x 2 (.r 2 + l) - + d 


x +3 
x+7 

2 



c. 



JC 


1 


3*r 


2 




1 



/ + 1 
2 


x 


2 



T ， 


故原式 


(3) 






3 x 


2 


1 


1 + jr : 


dx = x 3 — x + 2arctaajr + r. 


x 


a 


(x ~ a) (t a) ~ 2a\x — a 


x a 


故原式 


x — a 


(4) 


x 


i 


dx = x~ln 

X —— a 

2a \ 

x + a 


X 


-r 3 — 2x z + x — 2 


x a 

_ ( 了 2 + l) + (x — 2) 

O 2 + l)(x — 2) 



T 



故原式 
例 16 


r 


.r - 2 ' t 2 + 1 

计算下列 积分： 


- 2 1 x 2 + r 

d，r = In j.r — 2 丨 + arctan.r + c\ 
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( 1 ) 


d.r 

v/ 2ax 


(2) ( + 1)( — l ) dx ； 


y x \Tx d.r. 


(3) -- ^—dxx (4) 1 — \ V .7' ^/lr dj\ 

j V X ^ ^ 

解遇到根式函数，将式中根式化为分数指数幂，再利用幂 


函数积分公式计算积分. 


(1) 原式= 


1 r 
/ 2 ^ X 


1/2 d 


1 / 2+1 


/ 2 a \ — 1/2 + 1 


+ c 


2xfa + c\ 


(2) 原式 = U 2 + x 3/2 


1/2 


l ) d.r 


3 I ^ I 

x H — —x 


.3/2 


X + C. 


(3) 原式 = 


- 1/2 


2oc xn + jr^ /z )dx 


2 x 


1/2 


•r 5/2 + ('• 


(4) 原式 =(1 — x " 2 ) x 3/4 dx = ( x 3/4 


5/4 ) d ; 


丄 j 1/4 


—— \x 


例 n 计算下列 积分: 


(l) 


_ £ 

J (x — 


l ) 100 


dx ； 


(2) sinxsin(x + a)d.r 


解 （ 1) 了 3 = [O — 1) + l] 3 


(x — l) 3 + 3Cr — l) 2 + 3(x - 1) + L 


故 


原式 


T _1 

J L (*r 一 


1) 



Cr-l) 98 丁 U —l) 99 丁 ^ -1) 100 


dx 


96( 工 — 1) 


97(x — 1) 



9SU - 1 ) 


99 U 一 1) 
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(2) siminO + “） = — [cos^ — cos(2x + a )]， 故 


原式 



cosa — cos(2.r + a ) Jdx 


= -^xcosa — —sin(2x 4 - a) + c. 

例 is 已知 y =/o ) 的图形是一条开口向着夕轴正向的二 
次抛物线，与 .r 轴交于 1 = 0 和 X = 2 两点 . 设 fix ) 有极大值 4 和 
极小值 0, 求 /U). 

解 由题设，知 f (x) =- axXx - 2) (a > 0 )，则 
/(x) = axix — 2)dx = ax z /3 — ax 2 c. 

又当尸 Cr) = 0 时，有稳定点 x = 0 和 : r = 2 ,则 


/(0) = c, /(2) 

而 f\x) = 2au + 1) ，有尸 (0) = 
/(0) 为极大， /(2) 为极小，即 



Aa/3 


— 2a <i 0 ， /"(2) = 2<a 〉 0 ,故 


c = 4, 
— 4a/3 


4, 



0 , 


所以 


== 3 工 2 + 4* 


第二节 


换元积分法与分部积分法 


主要内容 

I 

1. 换元积分法设 《 = 在 0,6] 上可导，且 a<9?( x )< 
尽， 在 0,/?] 上有定义，记 

/Or) = (x), JT 6 

(1) 第一换元法 ( 也称凑微分法） 若 g 在 0 ,/?] 上有原函数 
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G ， 则 / 在[“， 6] 上也有原函数 F ， 且厂 O ) = G (< p { x )) + t ' 或 


f ( x)dx = ( x)dx 

= G (9>0)) + c. 



g ( ti)du 




(2) 第二换元法 若 ¥ M 表 0,则当 / 在 |>，&] 上有原函数 
时，尽在[>，/?]上也有原函数 G ， 且 GW =八厂 1 (幻 ） + ( 或 


g(tOdu = \ g (< p ( x ))( p ( x)dx 


_广 

/ 

r 


(^ c)djr 


I — 1 . 
x = p 00 


— 厂[ 90 _1 (“)] + <:• 

2 . 分部积分法 若 《 U) 与 z ； Cr) 可导，且不定积分 
u f (x)v(x)dx 存在，则 p(c V (x)dx 也存在，且有 

^ r 

u(jcW (x)d^: — u(x)vix') — u! (x)w(x)djr. 


上式称为分部积分公式，简记为 \udv 

_ 


UV 


' 

vdu t 


疑难解析 


1. 使用换元法应注意哪些问题？ 

答换元积分法也称变量替换法，是计算不定积分的重要方 
法.换元积分公式是复合函数求导公式的逆转，可以解决一大类函 
数的不定积分问题. 

(1) 第一换元法又称凑微分法，它是将不定积分公式中被积 
函数分离，用分离出的一部分与自变量的微分凑成一个新变量的 
微分，而使被积函数中的余下部分化为新变量的函数，于是原不定 
积分化为新变量的函数对新变量的不定 积分. B 卩，将不定积分 

/( x)dr 中 fU ) 分离为 /[>( x )]0 O ) ，使 0 ( j：)dx = dw 成为新变 

«/ 

量的微分，余下部分化为新变量的函数 / OCr )] ==尺(《),故 

/(.r)d.r = J/[>(x)]〆 (x)d.r = g(u)du 
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= G(u ) + c' == ( ， ’ [9?Cr)] + f. 

要掌握第一换元法，读者必须牢记常用的求导数公式并能熟 
练运用复合函数的求导法则. 

C 2) 在第二换元法中引入一个新变量，使原不定积分中的自 
变量的微分化为一个新变量函数与新变量微分之积，而原被积函 
数也化为新变量的函数，于是两个新变量函数之积成为新的被积 


函数，得到一个新的不定积分.即，对不定积分，令《 = 

p ( r ) ，则 d « = 〆 (. r ) dx ,^( z /) =发 [9>( x )]. 得到新的被积函数 

= / ⑴，故 


g ( u)du — (:)d 


/0) d.r 


= F ( x ) + 6' = K ")] + c 


要掌握第二换元法也必须能熟练运用复合函数的求导法则， 


能引入恰当的新变量. 


总之，换元法的关键是变量替换，技巧在于凑微分和引人新变 
量，目的是使新的不定积分比原不定积分易于求出. 

2 . 使用分部积分法的原则是什么？ 

答分部积分法是两个函数乘积的导数公式的逆转，在认识 

公式 

r c 

adv = liv — vdu 

时要认 识到： 等式的意义是等号两边的全体原函数相等，而不是某 
一个原函数相等. 


使用分部积分法的原则 是：将 |/( x ) d . r 中的 / Cr ) dx 化为 
“ ck ;， 要求 t ； = ( dx ; 易于求得（最好是一眼即能看出），要求卜心要 

峰 

比"山，易于积出•将 /(. r ) dr 化为恰当的 《 dx ; 是分部积分的关键, 

也是技巧的体现.一般地，当/(.，•）可以分解为两个函数的乘积时， 
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我们选择其中一个为 "，另 一个与组成 ch ; ，选择”的优先次序 
是“反（三角函数）、对（数函数）、幂（函数）、三（角函数）、指（数函 
数）”.次序选对了，不定积分易于 求出； 次序选错了，则不定积分不 
能求出.如 


. re r djr = 



e J dx = xe J 


ij 




而 


.re'dx 




积分反而越来越复杂了. 



方法、技巧与典型例题分析 


一 、换元积分法的应用 

换元积分法分第一换元法与第二换元法，第一换元法的关键 
在于凑 微分. 凑得巧妙，不定积分就易于 求出； 否则求积分就比较 
困难.但一般地，使用第一换元法时不写出中间的替换变量，做题 
者心中有数就可以了.常用的凑微分形 式有： 

* 1 r 

f {ax + b)dx = — f (ax + b)d(ax + b ), 

J a J 

/(? V-Mx = 丄 /(?)dx ”， 

' n . 


f (sinx)cos.rdj 




f (sirur)dsinx, 


r 


/(cos.r)sin:rdjr 


J 




f (cosjr)dcosx 


f(e x )e T dx 




/(e J )de r , 


j (lnjr) — dx 


4 / 


J 


/(Inx)dlnx, 


c* 


/(tanx) 


cos J ： 


dx 


/(tanjr)dtanx, 
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f ( cotx ) . 9 - dx 

sirrx 


/( cotx ) dcotjr ， 


/( arcsiru ：) 


1 _ 工 


f ( arccosx ) 


1 — x 


dx = f (arcsine ) darcsinx , 


dx = — /( arccosjr ) darccosx , 


/( arctanx ) ^ ^ dx = j /( arctaar ) darctanx ， 


/r + xH 1 _ ?j dx = J- 

[ f [ 1 W , , 1 I , f 

j x - 1 H - dx = 

J l ^ / x ) J' 


f \ x -f - d x + 


x d x ~7 


一些较复杂的问题，有时要凑几次微分. 

第二换元法一般是根据被积函数的特点和形式来选定代换形 
的，常用的有三角代换、双曲代换、根式代换、指数代数、倒代换等. 
具法的方法和技巧，我们将在例题中讲述. 

事实上，较复杂的不定积分一般都不能用单一的方法求得，而 
需要使用多种方法积分.这种例子我们将在后面逐步引入. 


例 

合理性. 


用不同方法计算不定积分 Jsin 2* rcb :， 解释不同结果的 


解 有三种 解法: 


2 sinjrcosxdx — 2 sin.rdstnx = sin 2 x + q ， 


2 sinxcosxdr — — 2 cosxdcosx 




cos x 


sin2^ ： d(2x) 

% 


cos 2 x + c 3 . 


因为一 cos 2 x 十 c 2 = sin 2 x — 1 + c 2 , 所以，当 q 


1 时， 


前两式就相等了，即前两结果只相差一个常数，故在全体原函数的 
意义上是相等的. 


cos2x 



- —( cos 2 x — sin 2 jr ) + c 3 
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= — cos 2 x + — + 


所以后两式也只相差一个常数，它们在全体原函数的意义上是相 
等的. 


例2 计算下列不定 积分: 


( 1 ) 


(3) 


解 


( 1 ) I 


d.r 

{ax -j- J 

2x — 3 
x l _ 3x + 8 


dx ； 


( 2 ) 


(4) 


v a — bxdx ； 
djr 

jclnxln(lnjr) * 


利用 j/dx = m 〆 1 + c , 

= — f (ax + b)^ n d(ax + b) 


a (n — 1) 


{ax + b) l ~ n 


( 2 ) 


- 1 




(a — fe.r) 1/2 d (a 


bx) =— -^(a 


bx) 


3/2 


利用 f ^-du = lm , + r ， 特别是分子的分子恰好是分母的导数 

J u 


时，非常简便. 


(3) I 




d(jr z — 3 ^ + 8 ) 
X 2 — 3 ‘r + 8 


In \x 2 — 3x + 8 I + c. 


()j _ m dlnx _ ' dln(ln:r) 

• lnxln(ln.r) j ln(ln:r) 

例 3 计算下列不定 积分： 


ln[ln(lrur)] + c. 


( 1 ) 


J \ a — X 


( 2 ) 


.4 


dr; 


xdx 


⑶卜 … 為 ； (4) J ^Tl) d - 

解有时需要先将被积函数变形，再进行恰当的变量替换. 


(1) / 


{a + x) 


dj ： 


di 


jod .: 



a • arcsin ——— h 

a 


1 f 

J 


2 \-\/ 


2 d ( a 2 — x 2 ) 
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a • arcsin -- (a 

a 


2 M/2 


xn 


(2) I 


dx 


(x 2 — 2)Cr 2 十 3) i 

T _1_ 

…(: r + ^2 ) (x — ^T~Z ) 
^2" i x — I 1 


7__ 1_ 

J \ Jo 2 — 



dx 


1 +o/ /X) 2 


/y 


20 







i 5 arctan 7 y + " 


(3) 


sin 


cos 


dx 2 


1 + * r 2 2 


sin 


cos 


1 + 工 2 


1 3^ 


COS 


1 + x 2 


dcos yi + x 2 = In I cos \/1 + x z | 



(4) I 




dx 


In |x I 


1 fd(x 6 + 4) 


24J : c 6 + 4 


In I .r I 


24 


In I x 6 + 4 I + c 


24 


In 




例 4 计算下列不定 积分： 

^ 、「 ln(l + 工） 一 lnx 」 
⑴ j x(.r+l) d 工 ; 


( 2 ) 


x + 1 

x(l + xe T ) 


dx ； 


(3) 


" a 
. 1 


x + sinx 


cosx 


dx ； 


(4 屮體 d 二 


解 （1) 观察到分母两个因式与分子中两个因式相同，所以 
分解分母的因式，得 

I — [f ^-7~ =r [l n (l + _ lnjr]dx 

J \ X : T 十 1 / 

=— J [ ln(l + x) — ln : r ]( l [ ln(l + x) — lnx ] 


[ln(l + x) — lnx] 2 + c 




W l + i + c . 


(2) 观察到分母中因式: rf 无法分解，因此设法将含; r 的项都 
凑成 x # 形式，得 




e J (x + 1) 
xe x (l + xe : 


~) dx = l 


da:e x 

xe x (l -J- xe x ) 
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xe 


re 


d(xe x ) = In 


.re 


1 + k 


如 


1 + W 1 • 

般地，有凑微分形式 

e ujr [^<p(b t z) + (/at)] = ] ， 


e .， +ln . r dr 


d (e J ln:r) = e 』 lru: 


(3) 当函数 vCz ) = xu f ( x ) 时，有公式 

* 广 

[“（ jt ) + ^(. r )3 dx = d [ jr “ Cr )] = xu { x ) 



故 


而 


在本例中令 uU ) 


十 COSX 1 + COSX 


sin.r 


sinx 


1 + cosjt 


xsmx 
1 + cosx 



cos：r 


COSJC 



(4) 因为 


1 + sinx 


sinx 


COSJ ： 


1 + COSJ ： 1 + cosx 


sin.r 


cosx 


1 + cosx / ’ 


所以由题 （2) 中凑微分形式得 


sm ^ 


例 


( 1 ) 


J 11+ cos.r 1 + 

e x sinx , 

1 ~；- r c \ 

1 十 COSJT 

计算下列不定 积分: 


—— COSJT 


dx 


e'sinx 

1 + COSJT 


1 + sinx 


dx ； 


( 2 ) 


. T 


2n-\ 


+ JC 』 


dx 


(3) 

解 


cosx — sin.r 
1 + sinxcosx 


d . r ; 


(4) 


dx 


算, 


丄 1 一一 J v/(x - ^)(JT - b) 

认真观察被积函数，找出特点，进行变形，使积分易于计 


(1) 进行变形，去掉根号再积分. 
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1 + sinx 


1 + cos ( k /2 — jc 


d.z 


ry [ dO /4 — jt /2) 

1 J cos(7c/4 — x/2) 


2cos l> (tt/ 4 — ,r/2) 


： —\/~2~ In 


sec 


T TT 

—+tan — 


(2) 由于分母含因式/，进行变形，化为对 x ” 的积分. 


1 


1 + / 


dx 


x ,J - •: r ” 一 1 



dx 


+ 1-1 

1 +〆 




1 j „ f d(:r + 1) x l , , « 1 ^ ,, 

=—djr — ——~ — = - In jt 1 + 1 H- c. 

n J J 1 + n 

(3) 利用三角函数之间的关系和 d(cosjr + sirur ) = (cosx — 


n J J 1 


sin . r ) dx 积分.即变形后，考察分子是否为某函数的导数. 

' COSJ ： — sinx j —「 2 (cosx + sinx ) 

J 1 + sinxcosx X — J 1 + (cosx 4 - sinx ) 2 X 


dx 


' cosj: — sinx ^ 工 — f 2 (cosx + sinx) 

J 1 + sinxcosx J 1 + (cosx H- sinx) 

0 f d(cosx + sinx) , 

=l - ~； - : —:-= arctan(cosx 

J 1 + (cosx H- sinx) 

(4) 将被积函数变形重组，巧妙地凑成微分. 


arctan(cosx + sinx ) + c \ 


dx 

{x — a)(jc — b ) 


2 d 


2 arcsin 


b — a ) 2 — ( a ) 


从题 （4) 可以看出，要想凑微分“凑”得巧妙，使积分变得简 
单，必须对复合函数求导方法和常用公式烂熟于心. 

例6 计算下列不定 积分： 


(1) cos (\ n . z ) dx ； (2) 


sin.r 


dx ； (3) e u sin 2 . rdT . 


J J sinx +cosx J 

解利用三角函数间的关系，将不定积分“配对”然后解方程 
求出不定积分，还可以得到一个配对的不定积分结果. 


(1) 令 = cos ( lnx ) dr ，/ 


sin ( lnjc ) dj ： •则 


z 


[ cos ( ln . r ) + sin ( lnx )] d:r 
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[xCsinClnx))' + sin(ln.zO]d. ： r ( 由例 4(3) 中公式 ) 






Jd[xsin(lnx)] = .rsin(lnx) 
J[cos(ln.r) — sin(lnjr)]d.r 


嶠 

cos(ln:r) + x(cos(lrLr))，]dr = d[^cos (ln,r)] 

J 



= xcos(lnx) 

解方程组，即得 A 和/ 2 


/ 2 + / 2 = xsin(ln.r) + c x 
h ~ h — J ： sin(lnx) + c> 


9 


y[sin(lnx) + cos(lnx)] + c ， 
y[sin(lnx) — cos(lnx)] + 〜 


(2) 令八 


. * 
_ si 

J slnjo 


sinxdjr 

jo + cosjt ^ 2 

sinjr + cosjt 
sinx + cosx 


.si 


cosjrdjo 


smx + cosx 


，则 


dx 


dx 


-Iy + / 2 = ZZ/in: + ⑽工心 = f d(cos£ 

J sinx + cosx J sin.r 

=ln|sin^ — cosx| + … 

解方程组，即得 q 和 / 2 . 

f/i + / 2 = J ： + c } 


djr 




sifLT) 


sin.r + cosx 


~ L 


A = Y Cr 


ln|sin:r + cosx | + c 2 
■ — In j sinx + cos.r | ) + r ? 


y(x + In |sinj ： + cos : 丨 ）+ 〜 


(3) 令人 = e u sin 2 jodjr^I 


2 = e 2 ’cos 2 :rcLr ， 则 


2 — e r (sin 2 .r 十 cos 2 x)djc = —e 2j + c 
J 2 
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I \ — h 






n 


又令 / 3 = 

h + h 

h — h 

解方程组 

解方程组 

例7 
( 1 ) 

(3) 

J 

286 • 


r 




e 2t (cos^r — sin 2 x)dx 


e 2：i cos2^rdx t 




r 


e f costdt , I k 


e’siiudf ，则 




c - 


cos，+ sin/]df 


e J 


(sin/V + cos/]d ， 










d(e’sinO = e'siiU + 依例 4(3) 中公式）， 

■ 广 

e'[cos, — sia/]d/ = e’[cosf + (cosO ; ]d/ 


4 / 


J 


d(e f cos/) = ekosZ 十 c 4 ( 依例 4(3) 中公式 ）• 

= e’sirU + c 3 ， 


[/ 3 — / 4 = e^cos^ 


c 


e 


(sinf + cost ) + c [, 




e 1 


(sin/ — cosO + c \, 


e 


2x 




4 


(sin2x + cos2^r) + c 2 ; 


h + h 


e 2x 十 c 


It 一 


u 


e 


lx 


(sin2x + cos2x) + c 


0 


e 


r 


1 - — (sin2.r + cos2jO 



h 


e 




1 + ~(sin2^ cos2 了） 


+ 


计算下列不定 积分: 

dx 


vT ^ 


( 2 ) 


e 


2^' 




e 


2 a 


- 0 


x 


d.r ； 


X 


9 


1 




1 


d.r; 


(4) 


r* arctan. 1 1 

e 



.rln.r (1 + x 2 ) 


1 + x 




dx 


% 


m/ 


I 


解 （ 1) 了 


de 


e 1 V 1 


arcsine 


(c 




VI 


( 2 ) 


j m i jt 

e dc 


1 — 


de 


de 


( de ' + 1) 


' (dc 


ln(l -h c x ) + c. 


(3) I 


o 


\/ x 2 

\ix ： 


arctan 


d:c 


d(x 一 1/x) 


( 工一 1/jt) 2 + 2 


VY 


J_ arctan 

\^Y x 


VT 



(4) I 


i 

. 1 


arctanjr -i r 1 '气 i *> \ 

^ d - r + iJ J f^ d(1 + J：2) 


arctam 


darctan.r + 4 - ln(l + x 2 )d[ln(l + J 2 )] 

乙、 


arctdiix 


+ +ln 2 (l + P) 



用三角代换计算下列不定积分 


( 1 ) 


*> 

jr^ 


djr ; 


( 2 ) 


dx 



(3) 


( x 2 + a 2 ) 


(4) 


dx 


解 （ 1 ) 含 Va l — jc z 时，令 x = asinf (或 “cosO ，则 dx = 

a cos/d/ (或一 asintdt ) ，且当 1 1 \ • 时 ,/ = arcsin— 5 cos/ = 

2 a 

-0).( 在使用熟练的情况下，以上内容在解题时 


均不再指出）从而有 


djr 


a sm t 
acost 


acostdt 
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a a c 1 1 . ^ 

(1 — cos2,)ck = — / — —sin2^ + c 


sintcost) + c 


扣 1 一 X'， 


a x 

—— arcsin —— 
c a 


+ t'_ 


图 5. 1 


求反函数可借助图 5.1 所示的直角三角形， g|1 
结果要化为原变量的函数 . 


⑵含， 

dx 


x 2 时，令 jc = ataiu ，则 


f ? 2 
a c x l 


^ _1 

J atantosec/ 


asec 2 fdl 


i r 

I 

a J 


csctdt 


— In I esc，+ cot，I ] + c 




In 



In 


(3) 令 ： r = “tanf ，则 




c ( 见图 5. 2). 



图5, 2 


dx 

( jr 2 + a 2 ) 2 

■- 4fcos 2 /^ 




' asec 2 t + tdt 

J (“ 2 tan 2 , + a 2 ) 2 ~ a z 


f sec 2 , 
i 3 J sec 4 / 


dt 


2a 


(1 - 


cos2 ，） d ， 


2 a 


+ —sin2^ + c 


2a 


片 ‘ x , ax 

^ arctan T + ^ T ^ 



(4) 含 -/ x 2 — a 2 时，令 jt = asecf ，则 




dx 


m 

? J ^ 


asecttant 


sec totan/ 




1 f 

a 2 m 


cos^d/ = ~-jslntdt + c 

a 


图 5. 3 


ax 


K 见图 5. 3). 


例 9 用根式代换计算下列不定积分 


288 


( 1 ) 


dx 


x 


(3) 


r 


V X ， 

(2) 

d：r ; 

(4) 


dx 


1 + v ±-~ 


x 




a /1^ 


2t j 

e dx. 


解 （ 1) 被积函数中含根式 /I 和 f ， 取根次数的最小公 


倍数 6 ，令 w = yT ， 则 




djo 






x 



U 


[X 

U 1 

~2 


6w 5 dw 


u 



u 


Z 




u 


2 


W + 1 — 


\ u J 


du 


+ u — In 11 + w I 


c 


2 — 3 \^r~ + 6 — 6ln 11 十 \ + c. 


(2) 令 + 工 = f ，有 dx = ，则 




dx 


r 2tdt 


1 



V 1 


x 


J 


1_ 






2 - 


1 + t 


dt 




2ln 11 + f I + c = 2 %/l + x — 2ln 11 十 7l + x | + c. 


(3 ) 令 ve^-pl — £，有 dx 


t 2 - 1 


山，则 


dx 




*y 0 ^ — 




2 tdt 


tit 2 - 1) 




r 


dt 


In 


— 1 
+ 1 



c 


In 




JC 


- 1 


1 






jr 


1 + 1 


+ 


(4) 


令 Vl — 


I 

e 


2x 


f ， 有 dx 


tdt 


1 — 


，则 




vr 


2x j 

e dx 




t 


1 —— t 


dt 




^l-t z - 1 

^ 1 — t 2 


dt 


1 + 


t 2 - 1 


dt 


vl ~ 


e 


2x 


Y ln 


+ 了 In 


Vl — e 2 " — 


- 1 


1 




c 




2x 


e + 1 

例 10 用指数代换计算下列不定 积分： 


c* 
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解 当被积函数中含因式 ’ 时，可令 〆= 〖，化 去指数因式 . 


(1 ) 令 e T = £，有 dx = _ ，贝 ！1 


1 + e 


dx 


' 1 
: 1 


1 — t dt 
1 + f f 


1 + 




(2 ) 令 e 


x/2 


In I — 2ln 丨 1 + ， I + c 




dt 


x — 2ln 11 + 〆 丨 + c* 


，有 dx 


，则 


' dx _ f 2 _ of 亡 + 1 _ 尤 士 

% e" 2 + e x . t t z t . Z 2 (, + 1) 

丄一丄 + 11& 

t z t + i + i) 

= —-— 2ln \ t\ + 2ln 11 + Z1 H~ c 
=■ — 2e T ’ 2 — x H~ 2ln 11 + e^ 2 1 H- c t 



(3) 令 Y = ，，有 cbr = • f ， 则 

2 x dx _ f t _ 立 _ 1 f _ dt _ 

1 + 2 r + 4 r = J l + t + t z dn 2 ~ hi 2 j (t + 1/2) 2 + 3/4 


— 1 '_ d“ + 1/2)_ 

= 向 (，+ 1 / 2) 2 + (/ 3 "/ 2) 2 

— r— ——rarctan (t + 备丨 / - + c 

ln2 /y L\ ^ 2 // 2 」 


=— —— arctan[(2 ：E+1 + 1)/ -/^3~] + c. 
VTln2 

(4 ) 令 / = t , 有 dx = ~,jH!j 



1 


— V 1 — t 


d / 


1 +，^ 1 r ^i ~ 

— df - Yj —7^ 山. 


再令 


m ，有 d/ = 2wdw ，则 


1 + 




Cu 


1) 


2tidu 


u 

_ 

F 


2 — 1 I 1」 

U 2 — 1) HU 


► f d 丛一 + 丄 

J u 2 — 1 2 , 


^I + ^ T ? + 土 



(“ —1) 


du 


In 


u —— 1 


In j u — 11 


2(u — 1) 


+ 了叫《十1丨 - 2(m + 1) 

1 i- Vl~h^ — 1 Vl+e^ 

~ln ― ^ - ---;— 

2 : . . 2 e " 


1 ~h — 
1 + 





再令 Vl — t = i ;， 有士 


2vAv , jjJlJ 


IEl dt ^-2\ v2 - l -\ l dv 

r J (v z — 1) 


In 


1 — — i 

1 - e x + 1 



1 — e 


C 2* 


所以 


da: 


V 1 + e x — V 1 — e x 

1 x vl4™^ _ 1 , 

: —In - ~ — + 

Vl + e J + 1 

V 1 + Vl - e 


In 


V 1 — e x — 1 


j 


例 11 


( 1 ) 


V 1 + ^ V 1 - t 

----+ r 

2 e " 2 e " 

用对数代换计算下列不定 积分 : 


1 + \nx 
jrlnjr 


dx ； 


( 2 ) 


lnx 

1 + \nx 


dx . 
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解 当被积函数含因式 1m' 时，可令 lnx = G 化简积分计算 - 


(1 ) 令 lrur = f ，有 dx 


也则 


1 + Inx ^ 
xlnx 


' /T 


Inx 


rix 


dlno' 




再令 /l + ， = «，有 dr = 2“d «， 则 


1 + 


dt 


“ 2 — 1 


2 udu 


dw 




J t 1 ^ — 1 

2 r + Y ln ^T+T 


1 + 7 + In 





故 


1 + Inx 
x\nx 


d:r 


\nx + In 


1 + Inx — 1 
1 + lnx H~ 1 


(2) 令 Ini = f ，有 dx = eMf ，则 


In : 


■■ 

JIJO 


djr 


^ y^l 


lnx 
+ lnx 


d:r 


'_ t_ 

J 


dt . 


再令 


w = « ，有 df = 2«d “，则 


1 + w 


dt 


广 2 i 

U — 1 

J u 


2udu = 2 (u 2 — 1 )du 


w 3 — 2u -^h c 


(1 +o 


1 -\-t +c. 


故 


lnxdjr 

x Vl + lnx 


(Inx — 2) v 7 ! + lnx + <:• 


例 12 用倒代换计算下列不定 积分 : 


( 1 ) 


’ 1 _ 

J (x — 


lru ： 

lnjr) 


9 


dx ； 


( 2 ) 


djr 

f - : 

4 — jo 


(3) I^ 8 (l d +x 2 ) ； ⑷ I (1 + x\ X 2 Y /2 ' 

解 当被积函数为分式，且分母中变量次数高于分子中变量 


次数时，可用倒代换，即 


，化简积分计算 . 
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(1) 令 ： r 


，有心 


dt 


，则 


1 — ln.r 


dr 


(x —lnx) w 

J (1 + /lru 




1 -ln(l/r) 

jA -In(I/O] 


(1 + tint) 2 1 + tint 


+ c 


(2) 令 ： 2 

dx 

r -/ 4 — x 


，有 


dx 


m 

J t 


dt 


，则 


dt 


4 — 1/t 


d/ 


9 


1 +ln/ 

(1 + ， ln/) 


od/ 


\nx 



\t - 1/8) 2 - (1/8) 2 


dt 

d(t - 1/8) 


= - -\n t -— + 


t/A + c_ 


其中用了公式 


du 


故 


2 


ln|w H~ yir — a 2 1 + c\ 


dx 


I i 丄 

X 2 8 ^ 


\/x A — 1/4 工 2 + c 


In 



4 — x : 



(3) 令 x 


，有 dx 




，则 


da: 

了 8 (1 + x 2 ) 




A Q 

t S t 
— ^― -- 1 ~• — 

J / 2 + 1 i 


dt 


f / 8 

' 1 + t 






- 0 


1) (Z 4 + 1 )df 


f dt 

~ J t Y ~ + 1 


dt 



( —+ / 4 — t 2 + l)d, — 


t , I L . , 

= ~ — r - -r — r t — arctan, 十 6 ； 


lx 



Xyx 


3-r 


- arctan - 1~ c\ 

x x 


(4) 


_dx_ 

(i + x + x 2 y /z 


_dr 

~(^r + 1/2) 2 


3/4] 3/2 
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令 （了 + 1/2) 


dt 


，有 d.r= — 方，则原式化为 


d ， 


(1/? + 3/4) 




d(3/74 + 1) 
(1 + 3/74) 3/2 


• — tdt 
.(1 + 3">/4 ) 

•4(1 + 3, 2 /4) 一 1/2 



故 


__ 一 _2_ 2jq 1 

(1 + ‘r + -t- 2 ) 3/2 ~ "3 7r+ 

用双曲代换计算下列不定 积分： 


例 13 


( 1 ) 


x 2 dx ； 


( 2 ) 


2 


(3) 


. V .7 + a dx ; 



d.x ； 


(4) 


dx 


2 


(a > 0 ). 


解双曲代换的功效与三角代换相似，但演算较为复杂 ，一 
般令 I = ash/ 或 1 = «ch/ ， 可以化简积分计算 • 

(1 ) 令 X = ash /， 有 dr = achtdtj^l 


o 


x 2 dx — a 2 ch 2 /d/ 




2 r i 

叫 Y 


Cch.2t 1 )d/ 


T sh2r + V 




因为 


则 


4 ? 


a (sh/ -\- chf ) = ae f ， 


In 



故 


sh2^ = 2sh/ + ch,= 

jtMjt = ^In(:r 4 - /a 


2x v a 


7) + 


(2) 令 jt = “sh ^， 有 = ach/d /， 则 


x 2 d.r 



a^shhdt ^ a 2 { C -^^dt 


, t 2 ? 

;sh2/ - f 
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ln(x 


? \ 
xr ) 


—— v “卞：-卞 v “丁 

(3) 因为函数定义域为 7 > a 和 JT <—a ， 所以： 
\° jc a 时，令 x = “ch/ (/ 〉 0 )，有 d.r = «sh/d^ 


' lx — a j 

,V 


a (ch/ — 1 )d/ = asht — at + c 


ci Vch^/ — 1 — at 
\/x 2 — cv — aln( 


x) H- c 2 


— V jo 2 — ci 2 - 2^In ( jo — a + \/x -h ^) + c. 

2° 当： r<C — a 时，令 jt= — achf ， 有 d:r = — ashtdt j 



a (ch^ + l)d^ = — ashz — at + c x 


x 2 — d l — a\n( 


a 2 — x) 


a z — 2ln( 4 — x — a + 


x a) + c. 


即，当 I ^ I > ^ 时，有 


jV^ d 


x 


sgru: • 


a 2 — 2a\n ( \/ \x — a\ + ^ j jt + a ) + r 


( 式中 2ln( \/ \jc — a I + \/ Ix + a I ) 


2ln 


jr + a 


^PEa 


~h 2ln ^~2 a 


In 


工 + a + \4r — a ) 




2a 


9 


+ ln2^ 2 =ln(^ + 


a - ). 


(4) 令 ： r = ach /， 有 dx = “sh^d /， 则 


djr 


^ = 1 


acht 

€icht 


dt 


dt — t -\- c x = arch 



In 工 


— 1 c 


ln(jr 
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在上面的例题中，我们对每一个题只用一种指定的方法求解. 
需要指出的是，这并不说明这种解是惟一的，或者是最优的.实际 
上，大多数题都有多种解法，技巧各有不同，结果有时也迥然相异， 
但对结果求导，总能得到被积函数. 

下面的例题，我们不规定方法，读者可试用其它方法求解. 

例14 计算下列不定 积分： 


( 1 ) 


(3) 


1 — e 2x dj ： ； 


⑵ ry 2a - x dxi 


_ dx _ 

{x — a) {b — jo) 


(4) 


(5) 


解 


J 


1 — / 」 
- n • 

(1 ’ 


__ 

sin\r + cos 4 x’ 




sinx 


cost 


(1) 令 〆 =siru ， 有 dr = 则 


1 - e 2x d*r 


r 2 . z* i 

COS^ , 1 

—— dt = — 
J sint J 


— sin 2 , 
sint 


dt 


(esc/ — s\nt)dt = cos ， 十 In tan — + c 


1 —— cos? 


cost — In — — + c 

\/l + cost 


=Vl-e 2j + +ln — 1 -+ 

Vl — e 2x + 1 

(2 ) 令 i = 2asin 2 f ， 有 dr = 4asin ， cosfd /， 则 


1 - e 2 " - 1 


2a X -x 


dx = 8a 2 sinUdt = 2a 2 (1 — cos2，） 2 df 


2a 2 (1 — 2<zcost + — + —cos4^)d^ 

9 

3a 2 t — 2a 2 sin2t + ^-sin4 / + c. 


由 sim 


2a 


yCOSt 


2a — x 
2a 


>sin2 / 


x{2a 一 x) 


， sin4. 
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+ hila - ^) + c, 

(3) 令 •: r — (b — a)sin 2 /， 有 djc — 2 (b — a)sin’cos’cU ， 则 

' d.r 

J %/ (x — a) (b — x) 

= 71 —— \ - 2 J^T ~ a ; S 写 • 2(6 - a)sinfcos/d/ 

J (b — a)s\n 2 t v (b — a)cos t , 

r * 

= 2 df = 2t c. 


由 x — a = (6 — a)sin 2 tjb 


(h — a)cos 2 t=^tan 2 t 


故 tant 


，于是 


dx 

(x — a)(b — x) 


2arctan 


(4) 


dx 

sin 4 j ： + cos A x 


m s\n 2 x + cos 2 x j 
,sin 4 : + cos A x X 



+ cos A x J sin 4 j ： - {- cos^x 

tan 2 xsec 2 jr + sec 2 x , f tan 2 x + 1 」 

- ； - : ~ :- —dx — -~7- . ― *dtanx 

tan 4 x + 1 J tan 4 x + 1 


[t 2 + 1f 1 + 1A 2 ,. 

1 . t — \/t 

― ^zarctan — ： r c — 

VY /T 


i ■ . Vt 矗 

tan 4 x + 1 

1 + l/^ 2 j — f d (/ — 1/0 

t 2 + 1/? = J (，一 1/tY + 2 

l/t . 1 tan 2 x — 1 

—— —— j- c = ― —arctan ——- 

2 -fl tanx 


(5 ) 令 f f ，有 dx 


nt 


，则 


'_1 
J x( 


x(l + x n 


dx 


,」 

J x( 


: rcU 


(1+0 nt 





1 + 


ck 


jn, — 2ln(l 十 / )] + c 
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= 士 [In.，— 2ln(l + _r”] + c. 

(6) 将 s \ n 2 nx 变形为 


sin2m = sin2«.r — sin2(« — 1 ) 了十 sin2(” 一 1 )x 

— sin2(" — 2)x + •_. + sin2x — sinOx 


n 


[sin2^x — sin(2 々 一 2) 工 ] 


rt 


2sinj"^]cos (2k — 1 )x y 


k 


s \ n 2 nx 

sinjc 


dx 


则 sin 2^ x ^^ — £ ^] cos (2々 —\)jodx = 2^1 (2^ — l)xdx 
J sinx J k =i k^x 

= S 2k - i sin(2 ^ - D 工 + c . 

对于初学者来说，用常规方法解题比较可靠，但不一定最简 
单.非常规方法如剑走偏锋，有时有很好的效果，但不易掌握. 

二、分部积分法的应用 

当被积函数为两类不同函数乘积时，可采用分部积分法计算 
不定 积分. 如疑难解析中所指出的，选《的优先次序为“反、对、幂、 
三、指”，不按次序，不定积分则难以计算出. 

例15 下面的运算错在哪里?说明为什么. 


COSJT 

sinjr 


dx 


dsin,r sinx 


sinx 


sirtx 


sino：d —• —— 
smx 


i . cosx , 

1 + -- cLr ， 

J sin:r 


从而得 0 


解整个运算过程是正确的，恰恰是结论 “o = r 下错了.因 


U 觸讚$請賴，叫謊 dx = 1 + 


cosx 

sinjr 


d ： r 表示等式两边原函数在全体意义上的相等，即在等式左 


边的原函数中任取一个原函数 /( x ) 时，等式右边的原函数中必有 





个原函数 1 + gU) 与之相等，而 /(X) 与都是 f gpdx 的 


原函数.事实上 


cos.r j 
- - d. 

J sinx 


In I sin.r j 



cos.r j 

-- d 

J smx 


1 + In \ sinx \ 


In jsinx 丨 + q ， 


即当给定 q 时，总有 c 2 = q _ 1 与之对应.故不能用数值等式方法 
得出 “0 = 1”. 

» 

例 16 已知 /(x) 的一个原函数是 ^ ，证明： 

x 


xf f (x)dx 


2sinx . 

= cosx - \- c. 

X 


证 


r (x)dx = xdf(x) = xf{x) — /(x)cLr, 

J ^ 


因为 

/(x) = 

1 sinx\ ; 

TCOSX 一 

- sinx 






所以 

xp (x)dx : 

_ XCOSJT - 

- sinjr 

sinx 



X 

2sinx ( 

X 


. 

=COSJC —— 

+ 

X 

c. 



例 17 设 j/(x)dx = F(x) + c ， /0) 可微，且 fix) 的反函 
数广 Kx) 存在， 证明： 


1 (x)d,r = xf~ x {x) — F[/ _1 (x)] 



证 


(x)dx = — xd [广 Hi )]， 


令, =/(/)， 于是 

/" ! Cr)d^ = xf~ l (jr) — f(t)dt = xf~ x {x) — F(/) + r 
J J 

= — + c\ 


例 18 计算下列不定积分 
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f* 


(1) arctan /^dx ； (2) arcshjrd 二 

m/ 

解利用例 17 的结果 • 

(1) 令 /— 1 (.r) = arctan ^/Ic ，则 x = tan ^， 于是 

* 

arctan \/^x dx = jcarctan — tan 2 ,d’ 

* 

=^arctan — (sec 2 t — 1 )dt 

hj 

=xarctan — tan 2 f + / + c 

=xarctan ^fx — + arctan + c 

=(x + l)arctan \Tx — ^/~t + c. 

(2) 令 / _1 (x) = arcshxjl] x = shf ， 于是 

arcshxdx = xarcshx — shtdt = jcarcshj ： — cht -\- c 


jrarcshx — v^l + x 2 + c m 


例 19 计算不定积分 

[ln/(x) + In/'(x)] [/ /2 (^) + /(jr)/"0)]djr 




解 原式 


ln[/Cr)/’ (x)]d[/(x)/ r (x)^ 




=(jc)ln[/(x)/ / (x)] 

-J 篇係 ^ [’ (X)/Cr)] 

= fix^f (.r)[ln[/(^)/^ (x)] — 1] + c 

例 20( 工科硕士研究生人学试题）计算下列不定积分 


r 


( 1 ) 


lnsinj" 

sin 2 jr 


dx ； 


( 2 ) 


j 


arctane 


J ， 


e 


2.r 


dx 


r 


(3) 


jre 


jr 




J 


Ve' r — 1 


cLr; 


(4) 


arctanx 


x 2 (l + x 2 ) 




r 


解 （1) 


j 


lnsinx 


sin 6 x 


r 


dx 


lnsinzdcotx 
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cotjclnsirur 



r 

cot 


2 xdx 


cotxlnsinx + (csc 2 jc — l)dx 


cot:rlnsin:r — cotjr 



( 2 ) 


arctane^ 


dx 


arctane^de 


-2.r 


1 画 
2 . 


e 2x arctane 


-J 


dx 


e (1 


, x 

e arctane 


1 + e 


de 


—(e ^arctane x + e~ x + arctane^) 



xe 


X 


(3) ^ 

J Ve" — 1 


xd(e" - 1) 


X 1 

e — 1 


! jrd — 1 
% 


VV — 1 — Ve x — 1 


lcLr . 


令 w 




yef — ldj ： 

蝙 




2« 

1 + w 


9 




udti 


+ 1 - 
: 1 + u 




2u 


~ 2 \rh 


2u — arctane + c\ 


故 


xe 


djr — 2x 


— 1 — 4 V — 1 


e — 1 


+ 4arctan 


(4) 


其中 


arctan.r 

工 2 (1 + 了 2 ) 

f arctanx 


dx 


arctan.r 


dx 


arctanx 

1 + x 2 




dx 


arctanxd 


arctan.r 



dx 

x(l + jr 2 ) 
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arctan.r 

x 

arctanx 


故 


arclan.r 

.r’（l + ^r z ) 


x 


d.r 


+ 


+ Trln 


x ： 


o 


- 

^ - 


X' 


•> 


X 


，） 


X 


c】. 


dx 




arctan.r 


x 


— (arclan.r) 




+ 士 In 


x ： 


1 + *r 2 

例 21( 工学硕士研究生入学试题） 



c\ 


(1 ) 设 /(lnx) 


⑵设 f(sin 2 x) 


ln(l 


x 


X 


，计算 


J 


n 


f (jo)dx. 


JT 


r 


sinx 


，计算 


V X 


/I 


/ (x)dx t 


x 


解需要先求出 /U) ， 再用分部积分法计算 . 

(1 ) 设 lnx =，，则 x = 。 ' ， / ⑴ = [ln(l + e ')]/^ ，则 

In ( 1 十 ) 


f (x)dx 






e 


Jr 


i 

dx 


j 


ln(l + e Jr )de 


e~ x ln(l +e 。 




r 


e~* r ln(l +e. r ) 


n 


1 + e 


1 




dx 


e 




djr 


1 + e 

e ^ln(l + d + .r — In(1 十 e r ) 卞 


(2) 设 《 = sin 2 x ， 有 sinx = vu = arcsin V^T,/(jr) 


arcsin 




JO 


，则 




Vl — .r 


f(x)d 


x 


arcsin \/x 


/T 


d.r 




x 


arcsin yir 


/I 


d(l — x) — — 2 




x 






arcsin vx d /l — 


x 


— 2 v 1 - .rarcsin vx 


r 


2 


j 


/l 




x 


Vl — X 


d / 


JT 


— 2 V\ — xarcsin ^jc 4 - 2 


c\ 
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镰 


例 22 计算下列不定 积分: 


( 1 ) 


- 1 — 
J (r — 


lnx 
In.r) 


dx ； 


( 2 ) 


xsinx + cos.r) 


clr_ 


解 这两个题的共同点是分母为某函数 9(^) 的平方式，可 

以设法将分子化为 9 tr ) 的导数形式，然后将积分变量凑成 
再去分母.最后用分部积分法计算. 


( 1 ) <p( X ) = x — \nx ^ (x) 


x ——1 


，于是 


1 — lnx 


rrdj ： 


— Inx - (Jt - 
(x — lnx) 2 

- 1) , 


1) 


dx 


lnx) 


dx 


(x — \nx) 


(x — \nx) 


(2) <ptr) 


(jt — lnx) 2 J (x — lnx) 2 

r dx _r (x — i) , 

J x — ln.r J (.r — lnx) 2 X 
- - lnr) 

: 「 _ i£_f xd / i_ 1 

J x — Inx J \ x 一 lnxj 

' dx _ x f dx _ x 

J ^ — \nx x — ln.r J jo — Ihjt jr — lnjr 

pCr) — : rsinx + cos.r ^ Cr) = xcosjt ， 于是 

i f x jrco^xdx 

- ； - -Q X = -- - - 

Crsirur + cosxV … J cosx (xsinx + cosx) 2 
"^ d(.rsinx + cosx) f x J 1 

■ ' - ■ ■ ■■国 1 ■ i ■ • I ■■ ■ ■■ ■ ■ ■ ■ ■■ . - -—— 

J cos.r (jrsinx -j- cosx) 2 J cos^ \ : rs'mjr + 

_ ^ • _1_^ f (cos: + xsin.r)dx 

cos.r jrsma' + cosjt J (jrsin.r + cos,r)cos 2 


xsmjr 


cos.r 


cos.r jrsinjr + cosjt 


例 23 


(1) 


cos.r(jrsinx + cos.r) 

用分部积分法计算下列 积分: 


(jrsin.r + cos,r )cos 2 .r 


tanjr c\ 


arctan(l/jr) 

1 + x 2 


dx ； 


(3) (2 了一 Dlru^djr ； 

* 

_ 

(5) sec 3 ;rd.r ； 


( 2 ) a: z e J djr ； 


(4) x^arcsinxdjr ； 


(6) 一 ln(ln.r)d.r 

i x 


解事实上，在解题过程中换元积分法与分部积分法是混合 



在一起使用的，使用次数和顺序都没有限制，由读者自行确定 • 


( 1 ) 


arctan(l/:r) 
1 + x 2 


dx 


arctan(l/jr) 
x 2 (l + l/x 2 ) 


dx 


* a] 

' I 


arctan(l/,r) 
1 + (l/*r) 2 


arctan — darctan — 
X x 


arctan 


+ c. 


(2) jc 2 e x dx = x 2 d( — e^) = — x 2 e_ J + 2 joe ^dx 

m 

=-x 2 e 一工一 2xe~" + 2 e'"dx 


(jc 2 — 2x + 2)e 



(3) (2 jo — Dlnxdjc = lnxd(x 2 — x) 


Or 


x)\nx — (x z — x) — dx 

. x 


(X: 


x)lnjr - —x z + :r + c. 

w 


(4) Lr 2 arcsinx 


arcsinx 


arcsirurd 


噜 

J %/T 


dx 


4 \ r _ 

arcsirur + x z d /l — 


jr^ y'- _ O 

—arcsinx + — /1 — x 1 + — 


(1 — : r 2 ) 3 


(5) sec 3 xdx = secjrdtanj ： = secxtanx — secjrtan 2 jrdjr 


secjrtanx secx(l — sec 2 :r)dr 


secxtanx + In |sccjt + tanjc\ — sec 3 jrdT, 


移项后除以2,得 


sec 3 jrdx 


(secxtano ： + In |secx + tam |) 
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( 6 ) 


r 


X 


ln(lnx)dx = lnx ♦ ln(lnx) _ 


j 


1m • 

lnx 


In (lux) • lnx 






djr = lnx • ln(lnx) — lnx + c 


x 


— lnx[ln(lm) — 1] + <：、• 

例 24 计算下列不定 积分： 


r 


(1) sin(lnx)dx ； 


( 2 ) 




cos(lnx)dj： 1 


解此题见例 6 题 （1) ，是用换元积分法的“配对”法解的.现 
在我们用传统的分部积分法来计算，比较哪种方法更 简单- 


( 1 ) 


r 


sin(lnj：)dx = xsin(lnx) 








xcos(lnx) 


dx 


x 


r 


xsin(lnx) 


j 


cos(lnx)dx 


sin(lnx) — xcos(lnx) 


r 


xsin (lnx) 




d.r 


x 


r 




x[sin(lnj：) — cos(lnx)3 — 


sin(lnj")dj ： 


h/ 


岀现循环，移项、除以2,可得 


sin(lnx)d:r 


x 


[sin(ln.r) — cos(lnx)] + c. 




(2) 完全类似地，可得 


r 


J 


cos(lnx)dx 




x 




[cos(lnx + sin(lnx)] -\- c. 


例 25 建立以下不定积分的递推 公式: 


(1) I, 


(3) I n 


(5) 


r 


jr^cosjrdjo ； 


J 




tan"dr; 


m 




x w (lnjr) //l dx ； 


( 2 ) I n 


(4) 


( 6 ) 


j 


dx 




(x 2 + a z r ? 


sin x 


(arcsinx) N d.r* 


解 证明递推公式，常用分部积分法.分部积分法又可分为 


降幂法与升幂法，依 dz ; 的幂次降升而命名，方式是相同的. 
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(1) /, 




r 


x tl dsinx = fsinx 


;/ 




j 


x ft sin:r 


n 


r 


x f1 ^ l cosx 


x fl sin,r 4 - nx n ^ l cosx — n{n — !)/,,_!, ?i = 2,3, 




(”一 1) 




.r w ~ 2 cosxdx 


_ « _ 


7 0 = sinx 


c 


Ii = .rsinx + cos.r + c. 


( 2 ) /, 




而 




x 2 dx 


{x + ci z ) — x 2 
—(.r 2 + a 2 Y 

- 1 


dx 


a 


«— l 


a 


j 




x 


dx 


U 2 + a 2 y 


Cr + a z y 20 — 1 ) 




xd 




(x 2 + a 2 ) 


2 v 卜 1 




1 


2(/z - 1) 


x 


{x Z + <3 2 ) 


— h-i 


故 L 


r~ 


a 


2a 2 {n — 1) 


I n _ 1 



X 


2a 2 {n - 1) (x 2 + a 2 )- 1 


» 


2n — 3 


x 


la 1 {n - 1) 


n —1 


2a 2 {>i - 1)U 2 + a 2 ) 


2\n-l 


« = 2,3, 




d:r 


x 


? 


a 


arctan 


x 


a 



(3) /" 




n 


tan w ~ 2 x (sec 2 x — 1 )dx 


r 


j 


tan' i_2 jrdtanx 


tan fi ~ 2 xdx 


)i — 1 


tan rt — ^ — n 


， 4 ， 


« 4 聲 


h 


1 ncos^c + c ^ 1 2 * — tam 




X ― c t 


(4 ) 人 






j 


dcolx 
sin"— 2 x 


cot.r 

sin^~ 2 x 


cotx * (w — 2)cos. 


sin’’—4 


工 d 


jr 


cos、r 

u) 


J 


r coslr 
sin w x 


dx 


COSJT 

sin"—k n 


2)7, + (« - 2)/,,— 2 , 


移项即得 


I 


n 


1 cosx n — 2 

1 — n sin"—4 n — 1 


»-2 


馨 
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用下面方法同样可以得出 


I 


n 


J 





sin^.r -- cos' 


tt 


-dx 




sin x 


fi —2 


n — I 


cosxd — 




sin 


〃 — i 


L-2 


cos.r 


(;? — Dsirf 一 1 x n — \ 


n-Z 


cos.r 


y\ — 2 


(1 — ;z)sin ,,_1 x n — 1 


n — 't 


I j —" In 


tan + 


x 


t ： ， I 2 — _ cotx 



(5) /" 


m 


J 




(lnjr)^d 


f y+i \ 


n + 1 


H~ 1 


x ,,+ 1 (lnx) w, — 


m 


r* 


(lnx) 〃卜 1 xMx 


"1 


n «0 


x w+ 1 (lnx)" — 


m 


H — 1 


I 


ft ntn — 1 


J 


X 


"dx 


"+ 1 


x w+1 + c 


(6) I n = x(arcsirur)” 一 






(arcsin ： r) rt — 1 


xdx 


vT^- 


jr 


x(arcsinx) /J + n 


j 


(arcsiru:) ,i_1 d Vl — 


xCarcsinx)^ + n — x 2 (arcsin.r) w_1 


r 


n 


{n — 1 )arcsin /,_2 .r 




/l 




x 


■? 


dx 


x 


n (arcsin.r) n + n 4\ — : r 2 (arcsin'r)" 一 1 


— n{n — l)I ri - z . 

例 26 用多种方法计算下列不定积分 


( 1 ) 


shut 


h/ 


sirLr + cosjt 


dx ； 


r 


( 2 ) 


dx 


u 


x 


v4 — 


x 


解同一个积分，求积的方法有很多，只要多动脑筋，定能找 
出一种简便的方法. 
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(1 ) 解法 1 令 COtJT = t f dx 


dt 



，则 


dt 

. (1 + 0(1 - 
In 1 1 t 2 \ — 


t 2 ) 


arctan/ 


t — 1 
1 + t % 


1 + 


dt 


In j 1 十 /1 


解法 2 分子分母同乘以 cosx — sinx , 得 


sinjr(cosx — siru:) 


cos 6 x 


s\n 2 x 


dx 


sin2x 

2cos2x 


1 — cos2^ 

2cos2 工 


dx 



sin2x 

cos2x 


cos2x 


dx 


解法 3 


- =-ln |cos2^r | - —In |sec2x + tan2x | + c. 


广 * 

si 


sinxCcosjr — s\nx) 


cos^jt 


sinjrcosx 


sin z x 


dx 


2cos 2 x — 1 


1 — cos2i 

2cos2x 


1 f 

- - 

4 J 


d(2cos 2 jc — 1) 
2 cos 2 x — 1 


dx 


djr 

cos2t 


+ Mr 


In I2cos 2 x 


In |sec2x + tan2x | 



解法 4 


移项即得 . 
解法 5 



Sin：r - C0SX + COSJTj 

-:- : - ax 

sinjr 十 cosx 

— d(sinj ： + cosx) 
sinx + cos.r 

' (cosjt + sin ： r) — sinx 
J sinx + cosx 


dx 


— In I sinx + cosx | + ， 一 /， 


1 * 


sinxdjr 


令 x 


COS X 
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1 - 


sin (/ 兀 /4) 
cost 


dt 


sin/ + cos 广 
cost 




In I cos，I + — + c. 


解法 6 


^2 f sin(x + 冗 /4 一 n/j)djr 

~ 2 J sin:rcosO/4) + cosxsin(7t/4) 

_ 、 sin(x + ?r/4) — cos(x + ^/4) j 
—: 2sinO + 丌 /4) 

i rr cosO + n/i) i, 

= YJL 1 ~ sin(x + 7t/4)J 


In |sin(x + n/A) \ + c. 


解法 7 令 tan 


tjdx 


2dt 


，则 


1 - 


1 + t z 


d/ 


解法 8 令 tanj ： = t^dx 




，则 


tanjr j f 

- : ™-ox = — 

tanj ： +1 JO 

1 ff / + 1_ l_ 

yJU 2 +1 — r+i 


i + p … 

tdt 

(/ 4 - DU 2 + 1) 


dt 


(2) 解法 1 令 


2sitU，cLr = 2cosf 士，则 


f 2cos，df 
J 2sin/ * 2cos ， 


f dt 

J siiU 


In tan — + c 


In tan 


• x 
arcsin — 



解法 2 令 


/，dr 




[^ = 410 
J f 2 — 4 4 t 


- 2 

T2 



4 - 


In 


cU ，则 


x 2 — 2 


解法 3 令 


2 - \- jo 

2 一 jc 


t^dx 


Stdt 



1) 


9 


A — x : 


，则 
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、 d/ 


In 


— 1 




+ c 




2 _ x 


解法 4 令 



d:r 


dt 


，则 


dt 


— 1 


v/4 - 1A 4 J 

dt _ 

(t - 1 / 8) 2 - ( 1 / 8 ) 


ck 

— //4 


In t - — 

8 


】 n ~? - ^ + 


174 



4 — x 
Zx 2 



解法 5 令 


，工 ， 2 乜 
x 


It 

1 +尤 


5 山，则 




-I 


tdt 


(1 -\-t 2 )2t/ /TTT 1 


In I f 1 + f 2 1 + c 


In 



4 — X 


解法 6 令 ： r 


，见例 12 题 (2). 


以上两个例题各有多种解法，它们的形式虽然各不相同，但可 
验证，其结果是同一函数的原函数 . 有的解法没有完整写出，请读 
者自行补全 . 

下面介绍分段函数求不定积分的例子 . 

例 27 计算下列不定 积分： 


(1) |.r I e^dx- f 


(2) max {1 ， x 2 }dx. 


解 由于被积函数为分段函数，应分段计算.再利用连续性 
确定任意常数与分段函数分界点的原函数 . 
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(1 ) 当 时 ，/ 


.r 


xc d.r 


—1 )c 




c 


当 jr < 0 时， / 


f — xe^d. 


X 


U — x)q" 


C-> 


因为 I ^ I ^ 在（一 00 ，十 0 °) 上连续，其原函数在（一 w ，+ °°) 上 


存在且连续，所以 


lim 

1-^0 


(j 一 l)e 


即 


-1 




q] = lim [(1 — j)e r 十 

j—*-0 

1 + 6' 2 =>6'i = 2 + C 2 . 


于是 


J 


x I e^dx 


(jt — 1 )e + 2 + c ， 了 > 0 ， 


(1 — x)e 


x 


⑵当 k | < 1 时 J 




cLr 


c 


X - - c 


X < ()• 


当 .r > 1 时， / 


x 


dx 


X 


C 2 


当 :r <- 1 时， / 




4j 


x 2 dx 


x 


3 


^ 3 • 


因为 max { l ,: r 2 } 在 （_ oo ，+ oo ) 上连续，其原函数在 
(— oo , + oo ) 上存在且连续，所以 


Hm 

2—* — 1 


X 


lim (jt -\- c：]) 


,i-*■ — i 


lim (.r + c x ) 


lim 

i —i *■ 


x 


c ? 

«_r 


JL I 

-^hwwwwi ■ ■■!■■ I I li 羞、 

3 十： 


1 + c 


c l 


+ q ， 




+ t，2 = 1 + C 、 ， 


c 


3 




所以 max { l , x 2 }dx 



JT C 


X 




+ +〜 


I 了 I < 1 ， 


+ c, x <C — 1, 




了 . r 3 + 了 + (.， X > 1, 


* 
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例 28 利用化二次三项式为正则型来计算下列不定积分 


( 1 ) 


dx 




a + hx 


(ah ^ 0 ) ； 


(3) 




d.r 


t z — 2 了 一 


(5) 




jrdjr 




x 2 — 2-rcosa + 1 ， 


r 


d:r 


( 2 ) 


j 


X 


v2^r 


9 




2 


(4) 


r 


.rd. 


r 




x 4 — 2jt 




1 


■ 3sin 2 x — 8sin.rcosx + 5cos 2 x* 

解 （ 1) 当 M>0 时，有 


j 


cLr 


a 


bx 


9 


sgna 




d( V\b 


x 


V\b\ j (/M) 2 + ( v^RT-r) 2 


sgrui 


\fab 


arctan 


x 




c 


当 M 0 时，有 


dx 


*/ 


a + bx 2 


sgna 


d,r 


j 


kl - \bW l 


sgna 


d( v\b\x) 


V \ b\^ ( vH a j ) 2 — ( V \ h\x) 2 


sgnu 



In 


ab 


V \ a\ + ^ j 

vf^l - 


( 2 ) 




x 


v2x 




X 


2 


n/T 


r 


工 \ b \ 

dx 


c m 




Vu — 1/4) 2 + ( /I5/4) 2 


/2 


In 


jr 


_ —— h %/ x l — x /2 


1 


c\ 


(3) 






d:r 


3x: 


2-T -— 1 


r 


d:r 




? — 2x/3 — 1/3 
d(*r — 1/3) 




了 一 1/3) 2 — (2/3) 


攀 


4 


In 


2/3 + (,r — 1/3) 
2/3 — (x — 1/3) 
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丄 In 


3x 



(4) 


xd.r 

.r 4 — 2 了 2 — 1 


d (: r 2 — 1) 

(x 2 -!)"—( /Y) 


9 


In 


j . 2 — ( \/~2 + 1 ) 


(5) 


cos “ 


八 r> + (/y- D| 

dx_ — 「 x — cos“ + cosa 

— Z^rcosa + 1 J (jt — cosa) 2 + sin 2 a 

' d[(x — cosa) 2 4~ siu 2 ^] 

J (jt — cosa) 2 + sink 


dx 


cosa 


d(,r — cosa ) 

(x — cosa) 2 + sin 2 a 


—ln(x 2 — 2xcosa + 1) + cotaarctan 


cos^ 


sin^ 


e ， 


a 奉 kn,k = 0， ± 1 ，士 2, 


( 6 ) 


_ dx _ 

3s\n 2 jr — 8sin.rcos.r + 5cos 2 jr 

- 丄 , d(lan.r — 4/3) 

3 (tarur — 4 / 3) 2 — (1/3) 

■ 丄 1 1/3 — (tanx — 4/3 ) 

2 n 1/3 + (tanx — 4/3) 

1 t I 3sinx — 5cos.r I t 


_d(tanjr)_ 

3tan 2 jr — 8lanx + 5 


7 


sin.r 


cosjt 



第三节有理函数与无理函数的不定积分 


主要内容 


I 由两个多项式函数的商所表示的函数称为有理函数，其— 
般表示形式为 
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R ( x ) 




"—1 


尸乂/.) — _ 

QJ^r) = W + h x x - 1 + 


一― 


_ * 镰 


h ,： 


其中 n , m 为正整数，“。，…，…， A 和 h Q ， b ” …， b m 为常数 ，〜关 0，/， 

尹0, 

可以用待定系数法或赋值法将有理真分式分解为部分分式- 
有理真分式的积分可归结为两种形式的积分： 


0 


r 


( 1 ) 


j 


dx 


In I jt — a \ 


n 


(x — a) tl 


L (1 — n)(x 


( 2 ) 


Mjo N 


r 


其中？ 




(jt 2 + px + qY 


工 + 


dx = A 


aY ' 1 

tdt 


c ， w 〉 1; 


r 


J 


(t 2 + r 2 y 


B 


j 


d / 


{t 2 + r l y 


当 H = 1 时，有 


t 2 


-At = —ln(r 


■ 2 ) + 




: df 


arctan - j- c\ 

r 


当 n > 1 时，有 

tdt 


(t 2 + r 2 Y l 2(1 — ； 0(f 2 + r 2 ) 


/i — 1 


dt 


2n — 3 




•> 


9 


2 r (" — 1) 


，i 一 i 


2 r 2 (« - 1)( / 


9 


2 \n —I 


) 


2. 关于 sinx ， cos.r 的有理式的不定积分尺 (sin.r ， cosx)dx 称 




为三角函数有理式的不定积分. 

(1) 常用代换有万能代换（半角代换）.令 tan 


JC 


，则 


sm,r 


2 ，, cos.r = 1 




1 + t 2 


1 -- 


o 


， d . 


2dt 


x 


-i >r 


'} 


(2) 若等式 穴（ 一 sinjr,cos.r) 三一 R (sin.r ,cos.r) 


或 


R(s\n.r^ — cos.?) 


/^(sin.r ,cosx) 


成立，可利用代换 cos.r = / 或 sin;r = t 计算积分. 
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(3) 若等式 尺（ — shut ， 一 cos.r ) = ( sin.r , cosx ) 成立，可利 
用代换 tan.r = t 计算积分. 

但有时利用三角函数关系式和换元积分法过程可能更加简 
捷.因此，在选择解题方法时，务须认真思考. 

3. 无理函数的积分 

( r] 厂 . .、 

(1) 穴了， a:r + ’’ <ir 型积分，其中 ” > 1，^ — & 尹0• — 

J [ \ cj ' -\- cl j 

般令 / = 即可化为〖的有理函数的积分，利用有理函数 

V cx ~t~ a 

积分法计算积分. 

(2) R(^y ■/ ax 2 H - 6 x 4- c ) d.r 型积分，其中 a ， b，c 满足 条件: 

a 〉0时， A 2 — iac 尹0 ;a 0时，/? 2 — iac >* 0. 一般令《 = *r + #， 

Zo . 

k — ^ ! (Aac — / r )/ (4< a 2 ) | ，则二次三项式 a _ r 2 + 6 x + c 化为 

a I { u 1 + ^ 2 ) , !« I { u 2 —々 2 )， |a I ( A 2 — u 2 ). 积分化为 
， /* 

R{u , P ) d “ ， R ( u ， %/ u 2 — k 2 ) du ， 

/?("， y ^ k 2 - li l ) du , 

分别令 《 = / •■ tanr ，“ = ksect ， u = 々 sint ，代换后化为三角函数有理 
式的积分来计算. 

(3) 欧拉代换 对二次三项式 a . r 2 + /^ + 〃，有三种类型的 
欧拉代换. 

第 一 种类型：若“〉 0，$\/“. r 2 + /辽 + c = 士 ^/~a x + z ； 

第二种类型 ：若 （‘〉0,令 V a . r 2 + b.r + c = ± ; 

第三种类型： a / a{x — .rj )(.r — jc 2 ) = z{x — jr ,). 

4_ 二项微分式 j .，(“ +/入 〆 )^^，在以下三种情形可化为有理 
函数的积分（契比雪夫定 理）： 
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(1) p 为整数，令 ^ 二；： Y ，其中 A 7 为分数 m 和"的公分母； 

(2) 为整数，令“ W ，其中 W 为分数户的分母; 

n 

(3) — --— + p 为整数，令 dr - ” 6 = ； r Y ，其中 jV 为分数/>的 

n ^ 

分母. 

还有其它一些代换，依具体情形确定. 

疑难解析 


1. 在分解真分式为部分分式时，如何选择分解的方法？ 

答分解真分式为部分分式常用待定系数法和赋值法.一般 
来说，待定系数法比较麻烦，费时间，又容易出错，但适合一切形式 
的真分式.如 


R(t ) = 


3x 4 + 了 3 + 4^ 2 + 1 

x D ~h 2^r 3 -f* x 


_ A Bjc + C Dx + E 

jt .r 2 + 1 (,r 2 + l) 2 ’ 

其中 Z ，/?， C ， Z )，£ 为待定常数. 

将上式右边通分后，得一恒等式 
3 、 r 4 H™ x 3 + + 1 




(/\ + B )jt 4 Cjt 3 + ( 2^ "h B ~f- Z))^r 2 十 （C 十 £)jc A 


比较同次幂系数建立方程组，解方程组得 




1 ， B = 2, C = 1, D = 0^ E 




1, 


于是 


Rtz) 


3.， 1 + 


4. 


1 


2x 


3 


- + 


Zx + 1 

1 


Cr 


2 


1) 


赋值法比较简单，但有一定条件限制.当有理分式分母有实根 
或者分母有虚根（但是为重根）时，可用赋值法. 


* 


上例的分母有实根1 = 0,有二重虚根士 i ， 恒等式可写为 
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3, 1 + J. 3 + 4.r 2 + 1 

= A (x 2 + 1) 2 + x{Bx + O (x z 十 1 ) 十 ,r(D 工 + E). 


令了 = o ，得 1 = / l ; 

令 : r = i ，得 一 i = — D + Ei^>D = 0 ， = — 1; 

令 .， =1 ，得 9 = 2(B + C) — 3 =>B ~h C = 3; 

令 .r = - 1 ，得 7 = 2( 召 一 C) + 5 =^>73 - C = h 

( i ? + C = 

解得 {b - c - 

与待定系数法有相同结果，但运算相对简单. 

2. 初等函数的原函数是否还是初等函数？ 



答 否.初等函数的原函数不一定是初等函数.如 ( e -^ dx , 


S ，1 等都不表示初等函数，不能用有限形式写出. 


方法、技巧与典型例题分析 


一、 有理函数的不定积分 


形如火 （. r ) 




P(r) 

QU ) 


a" r r 


/ 卜 l 


n 一 j . j 


+ “o 


H - 厶 " 卜 -i + ••_ ~h b K 


的函数称 


为有理函数，其中 m ，" 为正整数或零 ，义 ，/々(，= 1，2,…1， 
2,…， "0 为常数，且〜，心不等 于零. 有理函数为真分式时，直接 
用待定系数法或赋值法（见疑难解析 1) 分解为部分分式，然后用 
前面讲过的方法计算不定 积分; 有理函数为假分式时，要先变形为 
一 个多项式和一个真分式之和，再进行分解与积分.有理真分式的 


积分可归结为两种形式的积分（见主要内容1)，读者应熟悉并记 
住它们的计算公式. 


有理函数积分中的某些情形，釆用换元积分法或分部积分法 
可能会更简便，这要由具体情形确定，请读者通过例题细细体会. 
例1 计算下列不定积分： 
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( 1 ) 


— 13,r 


3.r 


(x + l)Cr — 2)0 — 1) 


d,r ； (2) 


i 4 — 8 

— Ax 


x ； 


3? + 了 3 + 4 ? 十 1」 r 〆 j 

? + 3? + -r J ( t 2 - 3// + 2 Y 

在分解真分式为部分分式时，能用赋值法分解的就不要 


(3) 

解 


(4) 


X . 


用待定系数法.为节省篇幅，我们将不写出分解过程- 


( 1 ) 


4 了 3 — 13 ^ 


3 ^ +8 


(.r + 1 ) {jc — 2 ) {x — 1 ) 


^clr (用赋值法，令 i 


1，2，1，0) 


In 


r 1 jc — 2 

(工 + 1) (x — 1 ) 

Cr — ]) 2 ~~ 


(工 + 1) 


9 


dx 


x — 1 


(2) 被积函数为假分式，需先变形为 


4 、r 


x 3 — 4、r 


1 — 8 
— Ajt 


4 . t 2 — IQx - 
x 3 — -\x 


产 c 

j 



- 8 


了 3 — Ajo 


±L ^_ 

X X 


d.r 


jc -\r 2 


(赋值法，令 t = 0,2, 一2). 


x 2+ x +4+ 7 + 7^2 


•T ™h 2 


dx 




3 I 上 

x + y x 


— 3ln j x + 2 I 


4 了 + 2ln j jt j + 5ln j x — 2 | 


3jt 


4 


4 x 


, 。、 m -、.; i 3jr + ^ 十4广 + 1 A l Hr C 
(3) 因为 ■. . p + 2. r 3 + ‘r = ; + 

先令 x = 0 =^>A = 1，再用待定系数法计算，得 


3 jt 4 + : r 3 + 4: r 2 




»d 


，厂 
•/ L 


J _ - Zx + 1 
x jt z -\- I 


Dx + E 
Cr 2 + l ) 2 


In I jt j + In j x" 


arctanx 


• r ? + 1 

J ( x 2 -+ 


(x 


— X 


1) 




dx 


-1) … 

: In | x ( x 2 + 1)|+ arclanjr — arctanjr — : r d (? + 

L J 2 tr c + 1). 

: In I jt ( x 2 十 1) I — 2 ( y — ^arctanx + t \ 

注意解题过程中要结合其它方法（换元积分法、分部积分 
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法) 


-起使用. 

(4) 注意 Or 2 — 3 .r + 2) 不是二次质因式，故 


x 




,4 


C 


x 




3 了十 2) 2 x — 1 


X — 1 ) 


-> 


JC 




2 


(x — 2) 


(赋值法，令工=1,2,0,3,解方程组） • 






x 2 d.r 


( x 2 — 3 .r + 2) 




x ——1 


X 




1) 


4ln I x — 1 1 


x 




1 


jt — 2 (x — 2 ) 2 


— 4 ln I jt — 2 ! 


dx 


jc — 2 



c 


In 


(x — l\ 
x — 2 


x — 1 x — 2 


例 2 计算下列不定 积分: 




( 1 ) 


x 


0 


JT 




3x 


9 


4 


d,r : 


( 2 ) 


djr 


(3) 


xdx 


r 


(x — 1 ) (- T 2 + 1 ) ， 


(4) 


解⑴ 


x 


0 


2/3 


JT 3 — 3x" 


4 


: r + 1 


+ 


x(l + x 2 )” 

_ ? ~S~ 1 _ 

( x 2 — 1)0 + 1) 

2/3_1_ 

jo — 2 

(令 JT 


djr 




— 2 ) 

2 ， _ 1 ， O )* 


r * 


JT 


产 

D 


x 3 — 3r 2 — 4 


dx 




J[- 


2/3 


2/3 


x + 1 jt — 2 (.r — 2) 


2 


d.r 


=—In 


x — 2 


( 2 ) 


x(l + x 2 V 


t + 1 

(1 + . r 2 ) — jc 
‘ K 1 + i 2 ) 2 
1 x 


x — 2 


c\ 


x 


x(l + x) 1 (1 + x 2 ) 2 


X 


X 


1 


X 


z 


(1 + X 2 ) 


o 


jr(\ + JC 


dx 


X 


JT 


X 


1 + X 2 (1 + X 2 ) 


9 


dx 


In I .r I - ~ln 11 + jt 1 j 


l+i 


9 


c \ 


能以拼凑方式达到分解部分分式是一种技巧的展现，多做练 
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习将有助于这种技巧的 掌握. 


(3) 了 = [(■ 


r J 


1) — ( ^ _ 1 )^3/2* 


r 




r 


r 


(jt 


r 




X 


1)(/ + 1) 

dx 1 

*2 


2 


j 


(x 


9 


1 ) — (X — 1 ) 


(x — 1)0: 


1) 


dx 


■ 


， X - 1 

J 1 + t ' 


dx 


in 






1 



dx 






JT 


丄 

9 十 n 




dx 


x 


1 


去 lnk-ll - ^lnll + x 2 | 


arciaru: + c\ 


(4) x 2 + 1 = x 2 — x + + 1 = (x — l)x + (x + 1)* 


j 


T 1 — 


Cr — 1)0 
.rdx 


1) 


dx 


f * 


(x — 1),： 


(X + 1) 


jr z — l)(x + 1) 


dx 


(,r 




r 


J ： 


1) 

1 — 1 






JC 


9 




1 


J 


(x -f 1) 


2 


djr + -~ln 


x 




1 


x 





In |、r + 1 j + 


x 


T + T ln 


1 


X 




1 


x — 1 


c 


X + 1 


+ 1 


例 3 计算下列不定 积分: 


( 1 ) 


(3) 


Lr 


> 


l)d 


r 


i 4 + 2, 

d/r 


3 jt 2 — 2 *r + 1 ? 


JC 


4 


1， 


( 2 ) 


(4) 




d.r 




r 


x(l + : r 3 ) 2 , 
x 3 


3 + :r 


dx , 


解将被积函数变形后，用换元积分法或分部积分法计算. 


( 1 ) 




T 1 + l ) d.r 


x 


2 jt ' 


3 t 


9 




2 r + 1 


同除以 




(1 + l /. r 2 ) d.r 




r + 2 了 一 3 _ 2t/x 
d(.r — l /: r ) 


\/x 


9 






— l/or) 1 + 2(jt — l/.r) + 5 


arctan 


d(x — 1 / x ) 


x 


x 


1 


— l/:r + 1) 




2 


2 jo 


c 
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( 2 ) 


d 


r 


■7 


v 


x( 1 + JT 3 ) 




r 


o 


d ,； 


jc ax 




: r 3 (l + jr 3 ) 


? 


(令 1 


x 


t ) 


j 


3 


U — 1 )/ 
In |/ — 1 


9 


- 1 


In 


t 


c 


ck 


In 


JC 


X 


1 


3 (1 + x 3 ) 


(3) 




d 、 


r 


r 


X 


1 


X 


2 J 

\/x 


±- id ^ 


X 4 + 1 


2 


j 


c\ 




^ - 1 
-r 4 + 1 


d:c 


dx 


j 


x 2 + l/x : 

d(x — 1/ x ) 
(x — 1/ jc ) 


2 


d(jr + 1/x) 

(x + 1 /jo ) 2 — 2 


r 


2 


2 


d( 


.r 


1 Ar ) 




+ 1/ j ：) 2 — 2 


arctan 


x 


2 




1 




In 


x — 


^~2 ^ + 1 


(4) 


r 


X 


r 


3 


dx 


x 


2 j ： 4 
: r 3 + 27 + 21 


or 2 + v / ^2~x + 1 


c. 




:r 


3 


dx 


: r 2 — 3x + 9)cLr — 27 




d(x + 3) 


x 


3 


x 


2 


-r 2 + 9x — 27ln|x + 3| 十 r. 


例 4 计算下列不定 积分: 




( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


3x + 5 




J 


(X 2 + 2.r + 2y dxi 

3-X： 2 — 9 

( x 2 — x — 2)( x 2 — 2 r + 5) 




心 ； 






a' + 5 


x 


dx ； (4) 


解 （1) 


6 ： r+13 
3x + 5 

Ijc 2 + 2x + 2) 2 
3 


d.r 


d:r 


(: r 2 + .r + 8) 2 * 

3 ( (2r + 2) + 4/3 


f dO 2 + 2 t + 2) 

(x 2 + 2x + 2) 2 


2 


(.r + Zx + 2) 

d(x + 1) 


? 


d.r 


j 


tr + l ) 2 + 1] 


2 x- + 2 了 + 2 


參 
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2x — 1 
2 Cr 2 + 2 x - 


2 x 


2 ) 


- 1 — —arctan(.r + 1) + 

2) 2 」 

arctanCr + 1) + c. 


( 2 ) 


(3 x 2 — 9 )dx __ 
(x 2 - x - 2)Cr 2 - 2x + 5) ? 


_(3^ 2 — 9)dx_ 

x + l)(x — 2)( 工 2 — 2x + 5) 


320+1) 丁 25(-r - 2) 


57x — 75 

800 (^ 2 — 2 x - 


5) 


_ 9 工一 75 

20(x 2 - 2x"H 


5) 




其中 


57x — 75 
1 — 2 工 + 5 


d.r 


57 {x — 1) — 18 

(x — 1 ) 2 + 4 


^ Ink 2 


2x + 5 | 


9arctan 


工一 1 


故 


9x — 75 , 

(x 2 - 2^ +—i?, 

9 f d(:r 2 — 2x + 5) 

： YJ (JT 2 - 2x + 5) 2 — 

_9_ 1_33 

： ~ ~2 x l — 2x— hF^ I 

15 — 33x 33 

: 4(x 2 - 2x + 5) — "8 * a， 

f (3x 2 — 9)dx 


66 


d(x — 1) 

_(x — l) 2 + 4] 

jt — 1_, f 

— 2 工 + 5 J < 


d(x — 1) 

(jt — l) 2 + 4 


yarclan - 


(x 


x — 2) (^ 2 — 2‘r + 5) 


丑 In Ix + 11 + ~ln |x — 2 t 

l 33.r — 15 , 87 


57 

1600 


In \x 2 — 2^r + 5 


_33- r ~15 + lL atctan £J^A 

80 (*r 2 — Zx + 5) 400 2 


(3) 


r + 5 j If (2i — 
- 6:+ 13 2J x 2 - 

、 d(:r 2 — 6x + 13) 

x 1 — 6x +13 


6 ) + 16 


dx 


x z — 6x + 13 
g , d (了 + 3) 

十勺(: r 二 WT 


In \ .r 2 — 6*r + 13 丨 + 4arctan 


jc - 3 
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(jr 2 + 6x + 8) 


◊ 


2{jc + 4) (x + 2) 


故 


{x 


9 


(X + 2) 2 

1 

(: + 2)— 2 
dx 

■ 6x + 8) 


x + 4) 2 + 2)(‘r 十 4) 


(jt + 4) 2 工 + 4 


1 " 
— 2 _ ， 



(工 + 2) 


(x + 4) 2 x + 4 x — 2 


dx 


In 


x + 4 


例 


( 1 ) 


4 L \x + 2\ 工 + 2 x+4 

计算下列不定积分： 


(3) 


x u dx 
- 3. r 4 


dx ； 



( 2 ) 


(1 - x z ) 


2 5 dx ； 


(4) 


x 2 - 1 
•T 3 + jr 2 + x 


dx 


解 利用变形和代换求解更为 简便. 

(1) 令 Jr 4 =，，则 


•r u dx 

h 3 x A 



* 

. t 



t z dt 
Zt + 2 


[r + In I 


x 8 dx 4 

4(x 8 + 3? + 2) 


1 + 


Aln\t + 2|] + r 



2 


dt 


=—[j" 4 + In 11 十： r 4 I — 4ln | 2 
(2) 令 1 — :r 2 = t ^ x 2 — 1 一 /，则 


x 7 d.r 
(1 - x 2 ) 


1 f(l - 

2 ) ? 


- ty 


dt 






9 


(3) 


dx 


r l 

J JT** 



\ lx l 
\i x ： 


. d(j 
. (jr — 


d(x — 1 Ar) 
一 lAr) 2 + 2 


/T 


9 


arctan 


/y. 


(jr 2 — 1 )d.r 


(1 一 1/Wjt 


x 4 + x 3 + r ’ +x +1 J ( x 2 + l / x 2 ) +(x + l / x ) +1 

f d(x + 1/x) 


(x + l/*r) 2 + (x + 1/ 工）一 1 


d(x + \/x + 1/2) 

：(x + 1/ x ) + 1/2] 2 — 5/4 

1 i x + \/x H~ 1/2 — V^5~/2 
x + lAz + l /2 十 V ^/2 


In 


!. r 2 + (1 — k H )x 十 2 


V 5 2 j " 2 + (1 + a )工 + 2 

二、三角函数有理式的不定积分 

三角函数有理式的不定积分也有多种不同的计算方法.一般 
来说，若能利用三角函数的关系式或凑微分法来计算，会相对简单 
一些.而用万能代换、正切代换时，计算相对麻烦一些.因此，要逐 
步掌握选取计算量最小的方法，尽量少用万能代换来计算. 

例6 用万能代换计算下列不定 积分： 


( 1 ) 


(3) 


. I 
' 1 
. 1 


sinjr 


+ sinjr 


cLr ; 


— cos.r , 

不^ dr; 


( 2 ) 


(4) 


解万能代换即半角代换，令 tan 


dx 

1 + sin.r + cos〆 
sin 3 :rd.r 

(1 + cost — sin.r) 4# 

x . 2 t 

n 7 = / ,sinx = n , 

2 1 + r 


cosjt 


— t 


，dx 


7 


d / 


( 1 ) 


. 1 


sin.r 


+ sinjr 




2 


dt 


4 J[~2(M 




2(1 



d 广 


+ arctan / 
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1 十 tanx/2 


2arctan tan 



( 2 ) 


1 + tanx/2 ' 

dx — '_ 2d"(l + 广 2 ) _ 

1 +cos.r +sirur ^ 1 +2,/(l +/ 2 ) +(1 _ t 2 )/(l 十 f 2 ) 

r d/ i I^ I .1 I i ._. ^ I I 


r 

. T 


— — = In [ 1 + ^ 1 + c = In 1 + tan — 
+ t Z 


(3) 


f 1 

. I 


cos. 


-d, 


cos,r 


2sin 2 (x/2) 

2cos 2 (x/2) 


dx 


tan 2 ^rdx 


sec 2 -- 1 dx 


2tan 


上述解法实际上并未用万能 代换. 若令 tan 


，则 


f 1 

. T 


— cosx 

+ COSJT 


d.r 


,1 


dt 


/ + 1 — 1 
J 1 + t T . 


dt 


(4) 


2 1 — dt = 2t - 

J \ 1 + r / 

x l X 

2tan - 2arctan tan — 


2arctan/ 



2tan 



(1 


sm^jrdx 

+ cos.r — sin.r) 4 

[2sin(.r/2) # cos (.r/2)^d.T 
[2cos-(,t'/2) — 2sin(jV2)cosCr/2)] 

' tan 3 Cr/2)dr ( 八 

1 一 / _ / rk \ ^\ X ^ ^ ^ 9. / __ / \ 1 

i 


2[1 — tan(:r/2)] 4 cos 2 (jV2) 


(1 - o 4 


[( / — 1 ) + 1 ] 
~~ (t — Yy 


dt 


.「l 
… f — i 


+ 7 


+ 


\n\t - 1| 


In tan 


a - i ) 2 u - i ) 3 o - i ) 4 


_ 1 2( / — l) 2 3(, — 1) 


dt 







tan(x/2) — 1 2\iinnCz/2) — l" 


3[tarT(77 ； /2) _ —"r 


3 
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例 7 计算下列不定积分 


( 1 ) 


dx 

■■■■■ - ■■■ - — • 

1 + cost + smx J 

dx 


( 2 ) 



sinjrdx ； 


r 

J sin 4 


J0QOS x 


(4) 


f dx ( , f tanxdx 

J sin 4 :rcos 4 j：’ J a z sln 2 x + b 2 cos z x* 

解 （1) 此题即例 6 题 (2), 利用三角函数关系式，有 

dx 「 d ^： 


1 + cosjo + sinx J 2sin(x/2)cos(x/2) + 2cos 2 0/2) 
— If_dx_ _ f dtan(:r/2) 

2 J cos 2 (x/2)[l + tanO/2)] J 1 + tan(,r/2) 


+ tan(,r/2) 


In 1 + tan 


( 2 ) 


1 + sinxdx 


sin 2 f + cos 2 f + 2sin -| 


JC t 

cos — d.r 

2 


.- jr * ^ 

sin —- + cos — dx 


2cos 吞 + 2sin 吞 + <:• 


* 「 

si 

j L 


. jo . 工 1 j 

sin — -{- cos —- dx 


(3) Hx = 16 f csc22 '- 

=— 8[(1 + cot 2 2x)dcot2x 


dcot2x 


(4) 


cot2x 


(cot2x) 



a 2 sin 




'tan 2 jo + b z 


dtaru: 


tanxdx f tanx 」 

sin z x + b 2 cos 2 x J a 2 tan 2 jo + b z tarLr 

1 f d(a 2 tan 2 x + i? 2 ) 1 , / t ,?、 

a 2 tan^ + tan x + 妁 


2 a 2 



例 8 计算下列不定积分 


( 1 ) 


sin2xdx _ 

a z cos z x H- b 2 sin 2 jo 


( 2 ) 


COS X 


sinx 


(3) 


sinx 


sin 3 x + cos 3 x 


dx 


(4) 


cosjt( 1 + cosxe s 

_dx_ 

(2 + cosx)sin〆 


situ 


dx 
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解 （ 1 ) 因为 

(a 2 cos\r + h 2 sin\r) f = a 2 2cos.r (— sinx) + 2b z smxcosx 


(b 2 — a 2 )sin2x, 


所以 


sin2 


f 5 T" ' 7~? : 2 

<rrcos"jr — 


d(a 2 cos 2 x + b 2 sin 2 x) 
^/a 2 cos 2 jr + b 2 sin 2 x 


a 2 cos 2 x + b 2 sin 2 x 



(2) 因为 


(cos.rc 


51 R.T 


• smj. * o 

smxe + cos^xe 

.i V » sifiJT /CJ 


sirur 


stnx 


(cos 2 jt — sin.r), 


再将分子、分母同乘以，'得 


cos jt — sinx 
cosx(l + cosj ： e 5 
■ : dt = . 

_ f(l + /). 


1 y Sinj V 

d(cos.re ) 

5tii-r / ^ I sinx x 

cos.re (1 + cosxq ) 
—I d/ = In — — + c 


dj ： 


sirur 


In 


cos,re 


sinx 


sinx 


(3) 


1 I J il*A 

1 + cos.re 
sin ： rd:r 

sirt 3 :r + cos 3 .r 


tanjrdjr 

(1 + tan 3 x)cos 2 .r 


' t; 
. 1 


tanxdtanjr 
1 + tan 3 jr 


tanj 


dt 




j . 


i r t + i i r i 

SJ t l - t + l 3 J / + 1 

1 f 2/ - 1 + 3 , 3 r d(t 
6 . t 2 — / + 1 3 . it — 1 

- ^ln |f + 11 


(f + l) 2 - it 2 - t + 1) 


(/ + 1 )(〆 一 （+ 1) 




d . 


d {t — 1/2) 

— 1/2) 2 + 3/4 


In 丨 ， 2 — / + 11 H --- arctan ---- ^-ln |, + 1 

/ I " /T 3 

In 丨 tan 2 了 一 tanx + 1 丨 -( --- arctan ^ tanr -- 

/y /y 


(4) 


- -In |tan,r + 1 | 

dx _ 

(2 + cosx)sinx 


, 「 


sinx 


cosx 



cosx 


sinx 


dx 
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3 


j 


dcos.r 2 

2 + cosjr 3 J 


r d.r 

sinx 


3 J 


dsin . 


T 


sin.r 


kln |2 + cosjc I + 2 ln | csc,r — cot.r 


— In j sin.r | ] + c . 

例 9 计算下列不定 积分: 




( 1 ) 


(3) 


j 


d.r 


2 + tan 2 x ’ 




sinxcos.r 


d . 




解 (1) 


+ sin 4 ,r 
d:r 


T 


( 2 ) 


(4) 








1 + cosx 


tanx 

Vcosx 


d , r . 




r 


2 + tarr'jr 


j 


cos .r 


1 + cos 2 jt 






1 + cos 2 x — 1 


"Li 

,~T 


X 


dtanx 


2 + lan 2 x 


x 


: arctan 


+ cos z x 
tanx 


dx 


r 


( 2 ) 






cos.r 
x 


j 


2sin(x/2)cos(x/2) + 1 

2cos 2 0/2) e X 



c. 


tan 




e r d 


r 


r* 


d 


e tan 


x 


X x 

c tan — 


c\ 


此题使用了在第二节例 4 题 (3) 中的方法. 


(3) 






(4) 




sin.rcoy 」 

~ ~r* * 4 ~ - 
1 + sin\r 

: 各 arctan ， 2 + c = 


tan.r f cos .? 
d.r =■-- 




r 


tdt 


1 + t 


dt 2 


V 


1 + ( t 2 ) 2 


arctan ( sin 2 jr ) 


r 


vcos^r 
2( cos . r ) 1 




sin.r 


(cosjt) 3/ 




dcos . 


T 




( cosjr ) 


3 - 


VCOST 

本例题 (3)、 题 (4) 选择代换 sin.r 
本节主要内容2中的 （2). 



$ cosx 


的理由请阅读 


例 10 计算下列不定 积分: 




( 1 ) 
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r* 


V sin^xcosad.r ； 


( 2 ) 


j 


# 


j 




sin'rcos 弋 rcLr . 


解 (1) 令 /tanx = /•因为 


sin2^cosj ： = y~2^ 4 sinx(cos 3 .r) 


而 d/ 


lan,r 


sinx(cosjr) 3 


，所以 




sin2^cosjrd.r 


/T —cos^rd 
cos.r 


tanjr 


sinx 




cosjt ) sec 4 j ： 


故 




’sin2 ： rcos:rd:r = 

一 i r i 」 i 

- ■ - Q - 

J ^ 1 + 厂 

-i r l 

-,(1 + , 4 ) 


VXanx 


\/~2~ tan 2 


tarxx 




- 1 


t 2 dt 


(1 +/ 4 ) 2 


(1 + tan 2 x) 2 
1 f At z dt 

* 7 fJ tiTTTy 


+ t A ) 


dt 

(T+7) 


9 


t 2 "I 

iT? 


而 


dt 


. ~2 


+ 1) + (t 2 — 1) 

r+ / 4 


d/ ( 见例 5(3)) 


J^[ arctan 已二 i + i ln 八 t 





所以 


sln2xcosj：±r = —_ " - h ^arctan 厂 _ 1 

VY(i +/ 4 ) 4 /Y/ 


+ ^rln 


2 - /T/ 

7 T7 = f7 


^ + larctan ，- 1 

/T sec ' r 4 /2to 


+ 了 In 



(2 ) 因为 


tanjr — v 2tnajr 


tanjr + /2tan7 + 1 


sin\rcosV 


(2sirurcosx) 2 cos 2 ,7' 


sin 2 2.r(l + cos2.r) 


Y^(l ~ cos4，）+ —sin 2 2-rcos2.r* 


所以 
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sin 2 xcos 4 jfd.r 


16 


(1 — cos4x)djr + — s\n z 2xcos2xdx 


16 


64 sin4j： + 48 sin32x 


例 11 建立递推公式 t 


dx 


sin'r 


> 2, G z 


解 


(sinx) 7 


n-2 


dcot.r 


cotx 
(sinx )" 卜 

cotx 

(sinjr) /n_ 

cotx 

( sinW —: 


— (m — 2 ) 


cosx , 

COtX ( sinx)^ dr 


— (w — 2) 


1 一 sin 2 x 
(sinx) w 


dx 


— (m — 2) 



dj ： 

(sinjc) 


-J 


djo 

(s\nx) M ~ 2 


cotx 

(sinx) m 


^2 —( 州 — 2)I m H~ (， n 


则 


COSJT 


{jti — 1) (simr) 


' m — 2 

-j— ~ 

1 1 VI -- 1 


tn — 2 


2 ) I m - 2 ， 


On > 2). 


三、无理函数的不定积分 

一般无理函数的根式代换，读者可参看第二节例9、例14.事 
实上，三角代换、双曲代换也是对无理函数的不定积分的代换形 
式.下面再请读者观察、分析一些问题. 

例12 计算下列不定 积分： 


( 1 ) 


dx _ 

5 I 

+ r + jt 


( 2 ) 


dx 


(3) 


1 - 工 A 


d . r ; 


(4) 


解 （1) 将被积函数变形后进行代换 


r 2 1 

X 一 1 _ 

J I 2 + 1 


d.r 

+ JT 2 



sgnx 


(1 — 1 Ar 2 )dx 


(x + l/x) /(x + lAr) 2 — 1 


dx 
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=sgn.r —^= = sgn, f - d(1 -^_ sgn/ 

t ^/t 1 — 1 ^ /I — (l/t) 







_ V~2 sec 2 tdt _ 

(2tarrV 十 1) V 2tan 2 / + 2 


' cost 
J 2sin 2 f + cos 2 / 



ds\nt 
1 + sin 2 / 


arctan(sini) 




故 



例 13 计算下列不定 积分: 






当 x <0 时，有 
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jT 





d.r 




X 


2 /! + 


X ： 


d(l + t z ) 




1 


vl + t 1 + c 


X 


/l + r 


c 


X 


vi +7^ 


所以 




d.r 


x 


/l + t l 


例 14 


r 


( 1 ) 


jo 2 yi -f t i 

用欧拉代换计算下列不定 积分: 

x z dx 





y/x 


*■> 


(3) 


j 


2 jt + 5 

djr 


( 2 ) 


dx 


1 


vl — Zr 


(4) 


x 


J X — W - 

f 2x - 

- 8 

" J0 — \/: 2 - 

f + 2 

X + VX 2 - 

f 3 ^： H 

-2 


djr 


解 （1) 用第一类型欧拉代换.令^ + + 5 =工 一 q 则 


or 


0 


2 U + 1)， 


dj 


o 


2(^ + 1) 


dz. 


于是 


x 2 dx 






2 x + 5 

16 




(z 2 — 5) 2 

ir 


d 




16 




1) 


(二 + 1 ) 2 ^ 


1 


一 4 + (z -\- 1) 


dt 




(:+ 1): 
x — 3 


FTT + lnk + l1 ~t + T 




c 


」 xl + 2 x + 5 + ln|x + 1 — /x 1 + 2^ + 5 | 


c\ 


(2) 用第三类型欧拉代换.令 


x 


2 


1 


d : 


Zx — 8 
12^ 




Cr + 4)， 则 






(1 - C 2 ) 2 


c 


于是 


dx 


•/ 


x 




j 


2^-8 

Qzdz 


r* 


■■v 


12 






2(1-2、 


# 


(1 - 


: 2 ) 2 




(1 — 2-)(^： 4 - l)(z — 1 ) 2 


•/ 


2 ( 


1) 2( 


1) 


- 1 


(:—1 ) 2 


d 


_ 
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In I 




1( 


ln|: + 1 丨 一 4ln |^r — 1 


z — I 


c 


2 


In x 1 — vx 


4 > 


2x — 8 


4ln 


x 


9 


2x — 8 — x H~ 8 


x —— 4 


In I %/ x z -\- 2x — 8 + x I + c m 


(3) 用第二类型欧拉代换 . 令 /I — 2x — x 2 = — 1 ，则 


JT 


2 ( 


h-y 




1) 


2 ： 


1 


dx = 20 + 2 '— ， 2) d: 


.2 


1) 


2 


于是 




r 


dx 


1 


Vl - 2x — 


JT 


1 2z — z 


2 


tfV —_ I 
〜 1 




C 2 + 1 


In 


+ Vl - 2x - 


X 



(z — l)(z 2 


d^: = In 


mm 



- X 



1) 


d ^： 


z —— 1 




arctan^r + c 


1 + %/l - lx 


x 


2arctan(l + — 2x — x 2 ) 



(4) 用第三类型欧拉代换 • 令 7x 2 + 3.r + 2 = ^Cr + 1 )， 则 

9 — 9〜 

乙〜 1 乙〜 


X 


Z 2 - 1 


dx 


( 


1) 


1 


d 


于是 


x — X 1 + 3x + 2 


x + + 3x + 2 

f 「 一 17 


dx 


2-(2 —之 


.2 


) 


z — 2) (z 


1) 


d: 




‘ ^108(^ — 1) 
16 


o 


18U + l) 2 3U + l) 3 1 4( - - 1) 


27(z 

17 


2 ) 


dz 


108 


In 丨：十 1 — 


o 


18 (z +1) 6 {z +1) 


2 H — 7*ln I — 1 


16 


— 2 ^ 1 n l- — 2 丨 + c 




1+1 


x" -™|~ 3 -t 4~ 2 
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例 15 计算下列不定 积分: 


( 1 ) 


/T 


； (2) 


1 — 了 


解 （1) 分子分母同乘以 一 vT + / I 二^ 



d.r 

+ 2.， 2 -I 

vTT ^， 得 


djr 




1 + 了 


/y 




V 1 — ^ 

2 / I : 
dx 

f \ — x 



dx 


+ — 
t n. 


dx 


dx 

1 — x 


yr 


(2) 设 x >0, 令 


arcsinx 


1 + + yi — x + c . 


# (若设: r <0, 则令 


t ，结 


果相同），得 


dt 

it ^TT 


x A + lx 1 — 1 


+ 2, _ t 


于是 


djr 


2x z — 1 


雩 

^ /I 


dt 


+ 2t — t 




' d (1 - t ) 

J yo — n — 


arcsin 


arcsm 


-(1 - t 
x 2 — 1 

x 2 /y 


i - 1 

/y 



c (|x| > V v^2" - 1). 


二项微分式+ bx ri ) p dx (?"，》，/> 为有理数）在下列三种 

情形可化为有理函数的积分（契比雪夫定 理）： 

(1) P 6 Z •设 j ： = /，为分数川 和” 的公 分母. 


(2) 甲 eZ . 设“ 



hx tl 


为分数/>的分母. 


'jji — 1 _ 

( 3 ) ^- + /> ez •利用代换 w + 6 


，％为 分数户 


的分母. 
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例 16 计算下列不定 积分: 


( 1 ) 


jrcLr 


j 


\/ xl + 


( 2 ) 


r* 


d.r 




x 


(3) 


j 


r 


X 


(1 + V^r ) 


dx . 


解 （1) 


x 


2/3、 一1 



-r(l + 产） 


, m 


m 


P 


1 




JT 


1 m + 1 


n 


3,是二项微分式的情形 （2). 可令 1+ P /3 




则有 x = { z 2 — 1 ) 3/2 ，djr = 3 z ( z 2 — l ) 1/2 d2 ：， 得 

xdx 


j 



1 


x 


2 O 2 — l) 2 dz 


o 


— 2z 



c 


5 






2 



1 4 - +3 v 1 + YT + c . 



( 2 ) 


YiT 


X 


?(1 + x 4 ) _1/4 ，"？ = 0， ” = 4， 户 


m + 1 


n 


P = 0,是二项微分式的情形 （3) •可令 jt - 4 + 1 = 则 


有之 = — ^ 1 + O > 0 ，_r 〉 0) ， x = O 4 — 1) 一 1/4 ， d:r 
^0 


O 4 — 1)— 5/4 ch ， 得 




dr 


4 / 


Vi 


X 


〒 = —J^T 


dz 


L4U + 1) 
二 + 1 


In 


z —— 1 


40-1) 2( 


arctan ^： + c . 



1)J 


de 


将 


jjr 




代入即得结果. 


(3) 


X 


(1 十 V x y l 


了 1/2 ( 1 + JT l/3 


9 


， m 


,n 


P 


2, /> 为整数，是二项微分式的情形 （1). 可令 .r = 则有 d . T ： 
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的递推公式. 

由于 Aa(ax 2 + hx + r) = (2ax -f- b) 2 + Aac — 

即 b z — Aac = {2ax + b) 2 — 切 （ ax 2 + /at 十 c) ， 


故 


1 {2ax + h) 2 dx ' Aadjr 

fr — \ac ^ {cur 1 + /?: + cY* ^ {ax 2 + hx + cY 
1 卩 — 1 
b 2 - _ (2“’ r + ’’）(« — l)(ci.r 2 + hx + 

2n dx - 

n — l fc {ax 1 + bx + c') ,I_1 _ 


Aa m d.r 

b 2 — \ac\ (ax 2 + bx + c)’ 1 " 1 

2ax + h 

(，？ 一 1)(4 沉 . 一 b 2 )(ajr 2 + hx -h cV ,_1 

— 2(2^ — 3)<J j 

(// - 1)(// — Aac) ’ 卜〉 


螓 
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第六章 定积分及其应用 


第一节定积分概念与可积条件 


主要内容 


】.分割 在闭区间 04] 内任取《 _ 1个点 


^0 < 了1 < …< •^一 1 < 


m 


厶， 


把[〜幻分为"个小的闭区间 [ A - nr ,，]， 小区间长度 


. Ax ； 


1，/ = 1，2， 


拳 嘩 # 


n. 


称这些分点或这些闭子区间构成对区间 [ a ，6] 的一个分割，用记 
号了表示. 

II ^ II = max ( A ^) 称为分割： T 的细度 • 

1 

在分割了的各个小区间上各任取一点 


1] Cf =: 1，2，”.，”）， 

对定义在 [“4] 上的函数/和|>，6]上的一个分割: T ， 作和式 

S/(d ， 

/1 

和式& 为/在[«，/;]上属于分割: r 的一个积分和，又称为黎曼和， 
记作 2( t ). 

2- 定积分定义设/是定义 在[«/] 上的一个有界函数，/ 
是一个确定的常数.若 V £>0,3 3 >0,使得对于 [ a , 6] 上的任何 
分割厂只要它的细度 || T || < A 就有分割了的所有积分和 

Yj ( T ) 都满足 
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2(了)- /|< e， 

则称函数 / 在区间 !>/] 上黎曼可积.数/称为/在1>，6]上的定 
积分（黎曼积分），记作 

I = f (x)dx. 

J a 

a 和6称为定积分的下限和上限. 

3. 可积的必要条件若函数/在[>，6]上可积，则/在[>,6] 

上有界. 

4. 达布和 设函数/在[>，6]上有界，设 

M — sup {fix') } ♦ m ~ inf {/(x)}. 

对 [a，6] 上的任一分割 T , A, = [;，％—:]，/ = 1，2,…，”，有 

Mi = sup {/(x) } ， mi = inf {fix) } , 

了 e 勺 k 厶 ， 

n n 

则称和数 ^>fAr t 分别为函数 / 关于 分割: r 的达布 

f= 1 /-= 1 

上和与达布下和，统称为达布和.即 


n 

S(T) = ^ MAx i ， 

(=1 

5. 达布和的性质 




s(T) = 〉 Ax 


( i ) 对同一分割 t ， sct ) 是所有积分和 Deo 的上确界， 
sm 是所有积分和^(了）的下确界.即 


sen = inf{^(T)j, S(T) = sap{^(T)j, 


且 m(b - a)< s(T) < < S(T) < M(b - a). 

i=i 

(2) 对分割 r 添加新的分点（称分点加密）后的分割: r ， 上和 
不增，下和不减.即 


s(T)^s(T) <5(T) + p(M-m) || T |h 

5(T) >5 f (T ; ) >5(T) || T || . 
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(3) 对任意两个分割 了' 与 T 〃叠加而成的分割 T = T + 
: T (重复的分点只取一次），有 

s { T )> s { T ), scnxr'h 

sen <5 cr ), sal ^ s ( T ,r ). 

(4) 对任意两个分割 7’ 与 7” ， 恒有 

s(T) <S(T). 

并记. s ’ = sup {. v ( T )},5 - innS ( T )}， 称 s 为 / 在 [ aj ] 上的下积 

T T 

分， S 为/在 [ a 4] 上的上 积分. 

(5) m (b — a ) ^ s ^ S ^ M(b — a ), 

6. 达布定理 对任意有界函数/，有 

lim S ( T ) = 5, lim s ( T ) = s . 

ir 厂卜 o ii r ii -o 

7. 黎曼可积的充分必要条件 

(1) 可积的第一充要条件定义在0，/;]上的有界函数/可 
积的充要条件是^ = & 

(2) 可积的第二充要条件定义在[«，6]上的有界函数/可 
积的充要条 件是 ： V e > 0,3某一分割 r ， 使得 

n 

lim »■△々 = ()■ 

II n 卜 

(3) 第二充要条件的另一形式定义在[>，幻上的有界函数 

/可积的充要条件是:3 0,3某一分割了，使得 

. S(T) - s(T) <e. 

称叫 • = M , — 为 / 在上的振幅. 

8 . 可积函数类 

(1) 若/为闭区间|>，幻上的连续函数，则/在|>，6]上可积. 

(2) 若/是闭区间 |>， A ] 上只有有限个间断点的有界函数，则 
/在[>4]上可积. 

( 3 ) 若/是闭区间 [> ，上的单调函数，则/在|>，幻上可积. 
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疑难解析 


1. 怎样理解定积分定义与它的几何意义？ 

答 定积分定义强调了分割的任意性和对于所有积分和 


^](了）都满足 Ysn 


— I <£，使积分和的极限比一般的极限 


要求更高，因为不仅分割是任意的，而且在一种确定分割下；的 
取法也是任意的. 

定积分只与被积函数和积分区间有关，而与积分变量无关.但 
在同一问题中，不可随意更改积分变量符号. 

极限记号下 \\ T \\ -+0表示分割越来越细的极限过程，但不 
能用 《 — co 代替 • 因为 „ — oo 不能保证 || r |j — o. 

当 /( x ) > 0时，定积分的几何意义是以 ） = / U ) 为曲边，直 
线= «，.r = 6和: r 轴为边的曲边梯形面积 ； 当 f { x ) < 0,则定积 
分的几何意义是曲边梯形面积的负值.一般情况下，定积分的几何 
意义是^轴上方面积与下方面积负值的代数和. 

2 . 引入达布上和与达布下和有什么意义？ 


答 积分和在函数/和区间 D 』]确定的情况 

1 

下仍然有很多的变化，因为分割 T 是任意的 A 的选取是任意的. 

而达布上和 SCO 与达布下和 S ( T ) 只与分割: r 有关，与 f 的 
取法无关，使得存在 


5(T) < 

/-I 

因而可以利用迫敛性(夹逼准则）来讨论积分和的极限.即若 


lira S ( T ) = lim s ( T 、 = I ， 

iuii -o 

则 Hm 文 /( 令 ,)△ 々 =/ = /(x)d.r. 

II A B -0 ^7 L 

3. 有界函数/(^)在|>，/;]上的上、下积分与/在[〃，6]上的 
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定积分存在什么关系？ 

答 通常称 .V = sup { s ( T )} 和5 = inf {5( T )} 为 /在|>，/;] 

T T 

上的上积分与上积分.即 

s = f ( x)djr — sup { s ( T ) } » S = /( x ) d.r == inf {5(7") 

Ja r J u r 

如同序列的上、下极限与序列的极限间关系一样，我们有 
/ 在[“，6]上可积 f ( x)dx = /0) cLr . 

^ «/ ti 

用上、下积分定义定积分有 助于： 

(1) 回避对积分和与积分和极限的讨论，易直接讨论分割 ： r 
的上、下确界. 

(2) 在证明定积分性质和函数可积性时，过程可以更为简捷. 

(3) 上、下积分具有“外测度”与“内 测度” 的思想，有利于与 
后续课程（如《实变函数》）的衔接. 

方法、技巧与典型例题分析 


一、 定积分的概念 

例1将区间 [> ，等分，并取$为小区间的中点，求下列函 


数 / U ) 在给定区间上的积分和 

I ^ 1 

(1) f{x ) = 1 + ： r， [— 1 ， 4]; (2) / (x) =x 2 ， [0,4]. 


解 


⑴心,=含义 






(2) A.r ; = i -, c , = 








\ r \ i 

- 


1(/ - 1) 






S. — 1) 


(=1 


；r 3 3 >r 


例 2 将区间等分，求下列函数在指定区间上达布下 
和与达布上和： 

(1) fix ) = x 3 , [— 2,3]; (2) fix ) = % T ~ oc ，[0，1]; 

(3) ftr ) = 2",[0,10]. 

解 （1) 因为 = l ，/( i ) 在[―2,3]上严格单调增加，所以 

^ I 


— 2 


(卜 1 )昔， M ‘ 


* D 


则 


2 川, △工， 



- 2 + (/ - 1) 


65 


175 125 

In in 2 


n 






. D 


65 , 175 , 125 
4 2 « An 2 


(2) 因为 At 


丄 


，/ Or ) 在 [0，1] 上严格单调增加，所以 


, A /； 



则 


S' ( 


— 1 


參 




; _ 2 






2 '+. 


(3) 因为 △; = ^,/ Cr ) 在[0，10]上严格单调增加，所以 


ion- 1 )//» 


， M = 2 10 "' 
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n 


则 




10f^ - 1 )/^ 




10230/[ ； K2 10 " - 1)], 


* I 


'"10 


« 


10230 - 2 10 V0K2 10Aj - 1)]. 


例 3 用定积分定义计算下列 积分: 


( 1 ) a r d ： r ； 


(2) sin.rdx ； 


0 


0 


(3) cos/d^ ； 


0 


dx 

(4 ) 与 


(0<^ <b). 


解设将区间〃等分，并取 f 为厶 右端点. 


w— 1 


«一 1 


( 1 ) a J d ； 


iim 


lim 


a — \ 


► co 


n a 


(a — 1) / lim 


l/n 




l/n 


a — 1 
\na 


^/2 


(2) sinxclr 


I 4 ^ 


S . nt _ 

sin 5, 而 


slrur + sin2.r + … + sin/?x 


* yix . " + 1 I . x 

sm T. sm 了 ， / sin Y 


sinxdx = lim r— * sin -^-sin / ) /sin — 

0 n-* cc Z^2 4 4" / / 4" 


sin 


~ limsin ~ l - ” 兀 • 


• 7 T 

sin — 


. 丌 

• sin — 


卞 i J i- 7t / . n 

2 ^/ Sm 4^ 




m x m — 1 . 

(3) cos,d/ = lim — ^>^cos — 

J o w-*cc n r —： n 


lim - sin 4cos^^xi/sin^ 


2n 


In 


sin — limcos ~ -x ♦ lim —/sin ~- 

Z «AOO H 一 … }} I 


sin 4cos f • 2 


sinx , 


、b 


(4) L 了的解法稍有不同 • 对 [ 〜 /;]" 等分， △ 々=令 
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， " — 1 ) ， 




0，1, 


n - 1 


n — 1 


则 


y /(c^A.r, = y] — : — (:,+! 

/■;i ，■: :i 不 

。约 丄—丄 

— Z-J TV T-. .. 


X ：) 


+ 1 / 




即 


'h 


a X 


t} — 1 


^djr = lim^/(? f )A.r, 


«-► CO 


h * 


例 4 证 明：若 / U ) 在上无界，则函数 / u ) 在[〜幻上 


不可积. 

证用反证法.设 /(X) 在 [a ，6]上可积，则3 R ， 对 e 

1>0,3 5>0，且7 7\只要 || TJ <1 就有 


n 


« 


2 /( 乞 ) △ 工 / 


< 1 或 2爪 )△ . r , < \ 1 \ + 1* 



由于 / U ) 在[>，幻上无界，则对某一分割 T , J { x ) 必在某 
『■— id ,] 上无界，即|/(^)| >脱则 


n 


n 


Iim^]/(^ f )Ajr f = lim + ^)/(6,) 

ki 【I „ m. C L * ，B, 1 * *- 


/J—* CO 


rt—» ro 


9 


(为简单计，不妨设 |/(^)| > A/) t 
而 fix ) 可积时，积分和的极限为常数.推出矛盾. 

故，若 / U ) 在[>，幻上无界， / U ) 在上一定不可积. 

例 S 设 / Or )， FCr ) 在[«，6]上连续，且当 a < :r < 6时， 
F ' U ) = / U ). 用定义 证明： / Or ) 在 |>，6] 上可积，且 

h fU)dx = Fib ) - F ( a ). 

J a 

证 由题意，要证 V e >0, 成立 


n 


2/(^) A . r ； - { Fib ) - F ( a )) < e . 


V 分割了，厂(办） 一 尸(“）可写为 


n 


Fib ) - F ( a ) = -FU -1)] (拉格朗日中雖理) 
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= jf f (7/) — i—i) = > ， 

i 

n 

则 /(c,) Ax, — (F(b) — F(a)) 


= 2[(/(^) - fW )^ r t 

T = 1 

^ > j I f _ f ( Vi ^ I ^ X i (;/，% 6 

/ 二 1 

/(X) 在0，幻上连续，必一致连续.故 V £>0,3 3>0,当 
7 ] i e |>，办]，且 ! c ( -7/I <沒时，有 1/(6) -/(7,')1 故只 

要II 了 II <0%就有 

2 1/(^) - /(^)|A.r, < 2 r^i AXi = £ * 

；—I / — 1 

所以，命题成立. 

二、函数的可积性 

这部分问题理论性较强，叙述也要求十分严密，但讨论的方式 
是可以多样的.应注意选择适当的方法，使问题简洁 明了. 一般证 
明函数 / Or) 在1>4]上的可积性时，常 用： V e> 0,3 0,使 

V T ， 只要 II T II 就有I 叫△々<£•这里，叫（也可 

，r 

以用别的形式）.而证明 °^工1 常从两个方面着手： 

'’二 1 

(1) 证明在任一△，上，叫——致地小于 q 

(2) 证明所有小区间长一致地小于 e . 

n 

也可将分成两部分，以上两种情形各占一部分（如例 10). 

问 

例6 设/在[〃，（]上连续，试说明任意改变/在有限个点上 
的值不影响它的可积性和积分 fV(i)clr 的值. 

J u 

解设/改变有限个点上的值后的函数为广，则广在[«，/;] 
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上有有限个第一类可去间断点，所以 /¥ 在 [〃/] 上可积 • 又在一 
点处函数的积分为零，由于间断点个数有限，从而积分 P / U)dx 


U 


的值不变. 


例7 设 / Or ) 在 [〜 6] 上单调，但有无限多个不连续点，/是 


否可积? 


解 可能可积.例如 


ftr ) = 


1/2 " -1 ， X e (1/2% 1/2”— 1 )， ” e N ， 

0, x = 0 


在[0，1]上严格递增且有界，是可积的.但在[0，1]上有无限个不 
连 续点： U /2"}，” = 1，2,，' 


又如 ftr ) 


1，2， …. 

sgn(sin(7t/x) ) ， ：r 古 0, 


0, 


也在 [0，1] 上可积 


但有无穷多个不连续点 


1，2，"' 


例8 若函数/(3, ） 与 ) 都可积，它们的复合函数 
/!»)] 是否可积？ 


解 不一定可积.例如函数 


f ( y ) 

在[0，1]上可积•黎曼函数 


0, 


= 0, 
^ 0 


0, 


<p(x) 


是无理数， 

= 0, 


川与 W 是互质整数 


1/"， 


在[0，1]上也可积，但它们的复合函数 


/[>(，）] 


0, 


是无理数， 
是有理数 


在[0，1]上都不可积 • 


例 9 讨论在区间[0，1]上的狄利克雷 ( Dirichlet ) 函数 
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^ II ， J 为有理数， 

D(x) = { 

b ，^ 为无理数 

的可积性. 

解由无理数与有理数在实数域上的稠密性知，不论用何种 
分割7\在中总是既有有理数又有无理数*因此，当所有乞均为 
无理数时，有 

lim ^>^D(c,)A.r, = lim 0 • D(c,)Ax, = 0^ 

irr\\ II 7, 1 卜 0 jrf 

而当所有 $ 均为有理数时，有 

n n 

lim = lim 1 ^ D ( c f ) A . r f = 1， 

i ) ^ II frf ll r |[ -0 

由于两个极限分别存在但不相等，故狄利克雷函数不可积. 

例 10 证 明：黎 曼函数 

、 jl / g ， ’ 为既约分数， 

R{x) = { 

10, x 为 0，1 及无理数 

在[0，1]上可积. 

证用第二充要条件证 • V e > 0,取充分大的 y ，使丄< +. 

q z 

则在[0，1]内使火 Cr ) = + ■的点只有有限个，设为 0< r , < 

r 2 < …< Q < 1. 

对[0，1]作分割 7' 使细度 || T || •将了的小区间分为两 

类，其中 {△,<} 为含有 k } 中点的小区间， { A ,-} 为不含 { n } 中点的小 
区间，则在△ 〆 至多… < 26个）上 fix ) 的振幅 ov 满足 

^ 1 

~ ^ CO it ^ 

而 S ^ T >' ^ y < y •会 ^ 在 △，上 /( x ) 的振幅 吟 

<吾，而< 4 - 所以 
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^ 〈 e. 

i i f t " 

故 /U) 在 [0 ， 1] 上黎曼可积，且 P/Cr)(ir = O. 

J o 

例 11 证 明：若 / U ) 在 [>，6] 上黎曼可积，则 /(- r ) 在[>，/，] 
上有无穷多个连续点. 

证由 / Or ) 在[>，6]上黎曼可积，则 V |>，/3] C =|>，/;]，/(. r ) 
在上也黎曼可积.于是 V £ > 0,3 [«1 Cl [ a ,6],^ — 

< ，使 / U ) 在 |>, ， & ] 上的振幅叫 < e (否则，可推出 / U ) 在 

|>，/,]上不可积）.而 V y ,3 [« 2 ，卜]匚 

使 / Or ) 在 [ h ，~] 上的振幅^ 2 < y . 如此等等，可得一闭区间列 

构成一个闭区间套.于是，由闭区间套定理知，有6 G 
[“,，/?,] (/ = 1，2，…），灰是[«,，&]内点，所以/(了）在芒,连续，从而 
fO ) 有无穷多个连续点.即在(《，6)内任何子区间上，都有 fix ) 
的连续点. 

例 12 证 明：若 /(.r) 在 [> J ] 上黎曼可积，且 jV(.r)dx>0, 

则彐区间 [ a ，/3] C ： [«，办]，在 [ a ，/?] 上 /( X ) > 0. 

证用反证法.若对任何[«，幻(=|>,6]，都有$€ [«,/3]，使 
/( c ) < 0,则对[>,/7]的任一分割: T ， 在 每个厶 上都可找到$，使 
/(乞）<0,从而 

/( jr ) d.r = lira " V ' c / A . r , ^ 0. 

Ju II r ii -o 

这与 f / Or ) cLr >0 矛盾 • 

J a 

例 13 证 明：若 /(. r ) 在 [心6] 上黎曼可积，则 f > Cr ) d.r = 

J 

o <^ 对 / o ) 在0，幻上的一切连续点，有 /(. r ) = o . 

证必要性用反证法.设 / U ) 在某点 A 连续，且 /(〜） 关 
0,则存在》> 0,有[•: r 。 — d , x t) 4- C ： [ rt ，/ >] (若为端点，可考虑 
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左或右邻域），使当 | x ~ .r 0 I < 5 时，有 |/(.r) | > |/(jt 0 ) |. 于是 

尸 Cr)djr > 尸 0) 心 〉 df z (: r 0 ) > 0, 

J iV J .r“ 一 

从而与题设矛盾 . 

充分性 因为 /(X) 在 [« ，幻上可积，则由例 11 知，在 ( 《， 6 ) 
内任一闭子区间上，都有 /Cr) 的连续点 . 对[«，/;]上的任一分割 

n 

7 ' 均可选到 G △,+ ，使 /(€) = 0 . 于是 = 0 ,即 

/=1 

/ 2 ( jr)dx = lim = 0. 

It t a -o fry 

同样可得，若 / O ) 在 [ a ，/?] 上黎曼可积，且 /(X) > 0,则 

V } 

f 2 (x)dx = 0 =^>/(jt) = 0 , x 6 |> ， 6 ] U 为连续点 ） • 

J u 

例 I 4 证 明：有 界函数 / Cr ) 在[«，/;]上可积的充要条件（可 
积的第三充要条件） 是 ： V e >0 与7>0,3沒 >0 ，V 7%当 || T li 
〈谷 时，振幅叫' > 7的小区间△,.，的总长 〈 e . 

i 

证必要性若 /Cr) 在 [ 〃，纟 ] 上可积，则 V e> 0 和 7 > 0 , 

3 5>0,v 了\当 || T II <d 时 ， s ⑴ Ar; < €7. 设叫 ’ > 7 ,则有 

■ ” 

A ' r 

〆 i* / = I 

所以 2 △ 心 <£. 

U 

充分性 以 w 记 / 在 [ a ，6] 上的振幅. 

» V 时，表示叫=叫，对应小区间的长度是△•: r > ， 

当叫 < 7时，表示叫==叫•，对应小区间的长是△々,， 

则 V £>0与7>0(令？<6)，3 ^>0 ,V 厂当 ||T || <3时，有 
⑴ ,，> v，TA ■ZV < e •有 

f’ 
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= X ay △, z > + / ^ 

/' =； 1 1 i '* 

〈 to w ( - A . r ,- + 7 x! 山， △:， 

v i 

〈 CL»e + yj ( J } — a ) ^ (w ~h h — o . )€. 


所以， fOr ) 在[>,幻上可积. 

例 15 设 / U ) 在 0 U ] 上连续， 9?( x ) 在 [ a ， /;] 上可积，且当 
x 6 [«，6]时，，证 明：复 合函数 /(»)] 可积. 

证因为/(工）在 [/ U ] 上连续，则由康托尔定理知 / Or ) 在 
0,心]内一致连续.即 V £>0,3占 >0,对 Oj ] 内任意两点 x ' 和 
• r "， 只要 k ' — t 〃| <各，必有 |/( x ') —/( x ")| < e . 

又史 (. r ) 在 [ a ，6] 上可积，则对任一分割了，只要 \\ T \\ <7,就 
有 S o >, ( p ) Ajt , 〈 5 e , 

i 

把乏 >,( 约 △: r , 分为两部分.一部分为 ^{ f ) > d 的各项组成 

I 

的，记作;⑼△々；另一部分为叫(约 <占的各项组成的，记作 

i 

y ^ VC ^ A - r ；. 显然，< ^ T ]^ a >,( y ) A . r , < )^( 0 人 <ph < 
和，故 2]' △了，^ ‘ ' 

i 

由于 fU ) 在[“ 上连续，所以 / Cr ) 有界，即 |/ Cr )| < M . 
故当 <^ t C < p ) 时，叫(/(的）< 2 A / ; 当 cv t (< p ) < 5时，叫(/(的）< e . 

于是 


^] a ; f (/(^)) Ax f = + V (/( y )) Ax f 

* t 

= 2 M ^^/ Ajr t + 

■ + 

/ t 

< 2Me + e(6 — a) = (2M + 6 — a)t, 
即 /[>( x )] 在[〜幻上可积. 


例 16 


设 y ( x ) 在[〃， 彡] 上连续，且 


f{x)T u d.T = 0 

V tt 


("= 0 , 
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1，…，"一1)， 证明： / O ) = 0或在内至少”次改变符号， 

证若 / Cr ) 三0,则 f/UUM = 0是显然的•若 / U ) 三0, 

J U 

用反证法 证明： /(. r ) 在 (〜/;) 内至少《次变号. 

因为，若 / U ) 在内至多》— 1次变号，则必存在々个分 
点{.『*} (1 《k — 1) ，使 / O ) 在每个区间 （a ,(々 ， x 2 ) ，…， 

),(. r A ,/;) 内不恒为零且不变号，但在相邻两区间上不同 

号，从而 

f isr ) (x — . i - !) (x — ‘ r 2 ).“（x — jr *) 

在内符号一致.从而，由题设知 

m b 

J (x) (jt — x x ) (jr — : r 2 ) … Cr — = 0* 

J H 

根据保号性定理，/(了）0 — A ) (X — A) … Cr — or *) 三0,即 / Cr ) 
二0,与 fix ) ^ 0矛盾. 

例 17 若 / Or ) 在|>，6]上可积，且 / U ) > 0, 证明： 

m h 

f ( x)dx > 0. 

J ^ 

证用反证法.因为 / u ) > 0 ,若 /( X ) cbr > 0 不成立，则必 

J 

有 f /(: r ) d.r = 0 ,现在来推出 矛盾. 

取 e , = + (/ = 1，2,…，， 0. 再取一分割了，使对任何6 6 △,， 

都有 0 < H /( f ) A . r,WA — a )， 则有不等式 0 < 5 ( 7 ’） < e , (心 
— 成立 • 从而知，至少有一个 M , = sup |/ Cr ) 丨< q (不妨设为 

a . 

A “） (否则一切 M , > q ，则 I ； A /, △々> £l 0 ，推出矛盾）.于是 

在4。上，有 


再在\上取区间[4，~](使，则在[〜，/々]上，恒 


有0 < / U ) < q ，由 


•A 


j (jt)cLt 



4 


352 * 




而 








均不小于零，知 


pi 



j (.r)dx ^ 0. 


再对 Ouh ] 重复以上论证，可以得到区间 [ A ，~] C [〜，/心] 
CZ [“， 6] ， （心2 — h ) ，且在 [“2 ，心 2] 上，恒有0〈 /(了 ） < h * 

不断重笈以上论证，就可得到一个闭区间套{[>«，&]}，满足 


-“”卜] ] [“ 2 ,6 2 ]〕…〕[^入 ] A — < e f ，—―, 

0 < /( x ) ^ e u (x G [“" A ])* 

由闭区间套定理，必存在惟一的 [>, ，，久 ] (» = 1，2,… ）（ 即 

，办])，使得 /(^) ^ ^ = 1，2,…）•故 /(6) < 0,与原假 

>1 

设 /(. r ) > 0矛盾. 

所以，若 / U ) 在0，幻上可积，且 fix ) > 0,必有 

’b 

/0)cLr > 0. 

J it 

此命题的逆命题不成立，但例 12 所述命题成立. 

例 18 设 ftr ) 在[«，幻上可积，证明: e /! T ) 在|>，6]上可积. 

证对[>，幻作分割7%在 A , 内取两点 . r ' 和： r ". 由微分中值 
定理，有 

I ，) = eV (?) _/(，)丨， 

$在 /，. r w 之间•因为可积函数必有界，故设 |/( x )| < M ， 则 

1产_，⑺丨 

以叫与 < 分别记 / O ) 和 e /f n 为在 △, 上的振幅，则对 △, 内任意 . Z 7 
和/，对上述不等式取上确界，得 

^ e ^ ot ；, (/ — 0,1，*•.，" 一 1). 

由此可知 


n — 1 


n ― I 


DWAjt, < epAz; 


^ 0 


/i —] 

由可积的第二充要条件知 ，化名 ★.= 。.因此 
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0 < lim y^.co-Axi < e ：V lim = 0, 

m 卜 


，，一 i 


即 lim = 0， e yu ) 在[“, /，] 上可积 • 
im 卜 。 frr 


第 




主要内容 


定积分有如下 性质： 

1. 若/在 0 A ] 上可积，则々/在[>4]上可积，且 

7> ri> 

kf ( x)dx = k /( jr ) dx . 

m Ct v 

2 , 若/，#在 [〜幻 上可积，则/ 士# 在1>，心]上也可积，且 


[/(I) 士 g(x)^\dx 




/(,r)dL;r 士 g(x)d. 


u 


a 


j 


3 . 若 /,# 在1>4]上可积，则 /# 在上也可积. 一 般地, 

n * r/t 

f (x)g(jc)djr ^ /(.r)dx • g(^)dx. 

%d t/ J it m it 

4. 有界函数 / 在 j ] 上都可积的充要条 件是: / 在 


|>上可积，并有 


/0 )dx 


/( x)dx 



/0)d.r_ 


此性质称为定积分的区间可加性，且有 


1-4 t p j 

f(x)dx — 0 , /(x)d.r = 一 f (.r)dx. 

• ci ^ ct m) A 

5 .设 / 与片 均在 [ a ，6] 上可积，且对 jt 6 [“，6] ，有 / O ) < 
A r O ) ，则 
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'b 


f(x)dx ^ ^*(j ： )djr. ( 保序性） 


a 


a 


6_ 若 / 在 [a J] 上可积，则 1/1 在 [aj] 上也可积，且 


w b 


f(x)dx < \f(x)\dx. ( 绝对可积性） 


a 


a 


7,( 积分第一中值定理 ) 
至少存在一点彳，使得 


若 / 在 [ 〃 ， 6] 上连续，则在 [a ， 6 ]上 


f(x)d.r — /(6) (b — a). 

J a 

8. ( 推广的积分第一中值定理）若 / 与 ^■ 在闭区间 0 ，幻上 
连续，且 #(x) 在 [> ， 6] 上不变号，则在 [a ， 6 ] 上至少存在一点夂使 
得 




7> 


f Cz)g(a:)dx = /( 汔） g(x)dx. 


a 


41 


9. ( 积分第二中值定理）若在区间 [aj] 上/为非负的单调 
减少函数，而 ^■ 是可积函数，则至少存在一点 € 6 [> ， 6 ], 使得 


'b 


、 

f (x)g(x)dx = f(a) g(x)dx. 


a 


a 


推论 1 若在 [a ， 6] 上 / 为非负的单调增加函数，片为可积函 
数，则至少存在一点 [a ， 6 ]， 使得 




、b 


f (x)g(x)dx = f{b) g(x)dx. 

^ */ ^ 

推论 2 若在 [a ， 幻上 / 为单调函数 , 发为可积函数，则至少存 
在一点 ^ G [a ， 6 ]， 使得 

f(x)g(x)dx — f{a) g(jo)dx + f(b) g(x)dx. 

•/a J a J f 

定理与两个推论统称为积分第二中值定理 . 


疑难解析 


. 为什么要规定 


f{jo)dx = 0 和 f(x)da: 




/0)dx? 
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答定积分定义强调了函数 / Cr ) 定义在区间[〜幻上，而“ 
只是一点，为了运算方便与一致性，规定 f /( T)dx = 0. 又定义中 

J CV 

要求所以 r 无实际意义，也是运算上的要求和统一，令 

J b 

为负值，规定 ftr)dx = — fCr ) dx . 这样对积分上限和积分下 

J u J 心 

限的大小不再有要求，从而给计算和论证带来极大的便利. 

2. 积分中值的意义是什么？ 

答积分中值也叫积分均值，是有限个数的算术平均值概念 
对连续函数的推广. 

若函数/在[>，幻上连续，当对分割了进行〃等分时，△々= 
-- 1 取6为厶的右端点 A ， 则对应的《个函数值 /(€•) 的算术平 

n 

均值. 

3^ =丄念=丄念/(芒,)= 7~^~念/(€)-—- 

n ^ r-i n b — a n 

t = 1 l — 1 l 

b - a iri 

当 《 — CO 时， K 的极限值定义为 / 在 [«，6] 上的平均值孓，即 

一 — 1 "' 
y = lim = 7 - - ^/( c . QAjr , 

oc l? iZ ^ 

t — 1 

1 P 

=j - /(. r ) dx . 

o — aj a 

通常称 [ Vcr ) d : r (=/ G )) 为函数 / 在0，幻上的积分 

o — aj u 

中值，连续函数>， = fU ) 在区间 [> j ] 上的平均值就等于该函数 
在0，幻上的积分中值. 

3. 试说明积分第二中值定理的几何意义. 

答 当 /(- r ) ^ O ^ gU ) ^ 0时，第二中值定理等式左边 

l ， J \ x ) g ( x ) dx 表示一个空间曲顶柱体的体积(见图 6. 〗）.该曲顶 

J (V 
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柱体的底是平面的曲边梯形:0 < 3 f 

曲顶是空间柱面二= 
/(/) ，被积函数 ZO ) = g (. r )/ Cr ) 恰为 
正交于 x 轴的长方形截面的面积.而等 
式右边也可以认为是一个柱体的体积, 
其底面是平面上的曲边梯形： 0 < 

，其高为 /( a ). 这时等 
式表示存在某一 |>，幻,使得上述两 

个柱体的体积相等. 



图 6. 1 


方法、技巧与典型例题分析 


一 、利用定积分求极限 

利用定积分求极限， 一 般要将极限式化为积分和式 
2 /(€ ) ilr , ,从中确定被积函数 /(,r ) ,而由乏] Ar , 确定积分区 

间，从而得到定积分 P/U ) dx . 计算定积分即得极限值. 


a 


例 


利用定积分求下列 极限: 


( 1 ) lim 


(2) lim 


(3) Um 


>2 + 1 « + 2 


+ 



+ 




2 户 





户 +i 


(p>0)i 


(4) lim 


1 + 1 /” + 1 + 2/n + … + \/l _ + n/n )； 


( 5 ) lim 丄 tan + tan 7 ^ 


+ tan 

4// 


⑹ y im sin“ +sin(^ -\-b/n) H - +sin [“ +(" — 1 )/” • /，] 


ft 


( 7 ) lim 








鲁 
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(8) lim 


-1 



n 2 —2 



+ Vn 1 ~ (n — 1 ) 2 . 


解 ⑴原式 


知 


所以 


f($t) = TTTu^ AXt 


原式 


0 1 


= In 丨 1 + JT 丨 =ln2. 

丁乂 o 


⑵原式 = 2 


m 



ii/n) 2 ” 


知 


所以原式 


'1 
J 0 


/(f) 


dx 


1 + (i/n) 2 


， A . r ： 


— x 


2 


ln(.r H~ \/T + x^) 


0 


ln(l + v^2~). 


(3 ) 原式 


lim 丄「(丄 w 

n \^[ n j n , 


+ … + 




lim 2 


癱 


rt— CO 


知 


/( c ；) 


， Ajc , 


所以 


原式 


urdx 


/ > +1 


. 户 +i 


p + Y 


(4) 原式 =H m D /l + //" •丄 =f ^/i jrdx 

11 ^ /=! ^ J o 


~rr(l + 了 ） 3 




(2 ^/~Z — 1 ). 


(5) 原式 =limVtan^ - 丄 

~7 4// n 


rt — 1 


lim 


/#—►oo 




tan 


in n 

■■ ■ * • ——— 

An A>i 


、/4 


— tan.rdx - - —In I 

^ J 0 丌 1 


;ln ^/~2 — —In2* 

n 7T 


n/i 


COSJT 


⑹原式 =lim^sinf a 

1__ k _ ，^屬 


♦ 


« "►CO , 
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sin(^ + bx)dx 


—cos (a + 6x) 
b o 


[cos(a b) — COS^ 


(7) 原式 = lim V ) v /77^ •丄 = dx = \ x m = 

n ^i^\ "Jo o lo 

(8) 原式 = \/l — ii/nY • 丄 = — x^dx 

% n Jo 


x z H —— --arcsinx 


- l 

- o 


例 2 利用定积分求下列极限 


(1) lim — + DOi + + n ) ； 

"一 co 


(2) lim 丄 、// 丄 / 上 
一 co n V n n 

续，且 / U ) >0; 

(3) lim (1 + 41(1 + 


——i 聲 _ # 


，其中 如在 [ o ， 1 ] 上连 


1/« 


7 … 1 七 


⑷ ii m r sin(7c/;0 + sin(2?r/；f) + 

,^coL " + 1 ^ + 1/2 ^ 


sinn 


ThiX 


解 由于题（1)、题（2)、题 （3) 的通项是积的形式，要先取对 
数，化积为和，再利用定积分求出极限. 

( 1 ) 令〜=士 \/ 0? + 1 ) ~h 2 ) + …+ (” ~h ”)，贝! J 

ln^„ = In ~— h — [ln(/? + 1) + ln(;i + 2) + 4- \n(n + «)] 

n n 


[ln(/z + 1) 



■肇争 


+ ln(/? + ^) 一 


一 { [\n(n + 1) — ln/ 2 ] + [ln(/z + 2) — ln«] 


+ … + [ln(" + «) — lrm]} 


y [ln(;? + /■) — In"] 


in 


2 >中 


奉 
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故 


liming 




ln(l 十 x)dx 


0 




[xln(l H- jt) — ,r + ln(l + x)] 


o 


2ln2 - 


In 


c 


所以 


lima 


n -* ^ 


III- 


n 


e 


e 


e 


(2) 令 “ w = 以 /( l /«) y (2/«) … /(”/«) ，则 


\na 


n 


in/ 


n 


+ ln/ 


n 


+ … + In / 


« 1 

■ ■ ■ ■ 1 


« J 





v « ! 


n 


故 


limine 


n 


ri 


ln/(jr)dx, 


0 


所以 


lima 


. 0 




e 


n 


(3 ) 令 


1 


n 




1 


；/ 


9 


+ … 1 + 


n 


n 


o 


1/" 


，则 


\na 


ft 


n 


In 1 H - o + In 


/I 




1 


r 




1 + 


n 


+ 


摯 ■ * 


In 


1 



;/ 




n 


n 


2 


n 


故 


limine 


ln(l 十 x 2 )djr 


7t 


ln2 一 2 ， 


0 


所以 


limci„ = e 


u 


ln(l+x 2 )d. 


ln2 + ^/4 - 2 


st/4 _ 


O 


e 


⑷令 — i ^ + ! ia ^ + 


sm ^: 


* » • 


m + 1 


n 


1/2 


n + \/n 


则有 


;? + 1 


< — 
n 


sin — + sin — ^ + **• + sinK J <C ci n 
n n 


sin ^ + sin ^ + 
;/ n 


m m m 


S1I17T 


而 




sin — 4 - sin 巧 + … + sinK 
n n 


n 


> .sm —— • 一 
n n 
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士 ( sin A +sin 赵 + … +sin7r 

h 十 11 n n 


*4 

s 


. /丌 1 /z 

sin 77 • TT • ； 7+i 


有 


i. nt^ 1 i. in 1 n 

hm > .sin 一 • 一 = hm > .sin — • 一 —— : —— 

-o n n ^r—f n » I ” 十 1 

t — i t = i \ 1 


sinTtjrdx 


所以，由夹逼准则得 


i：„ r sin ^ A ) , sin(27t/w), 

+ 1 + T + 1/2 + 


奉 》 畢 



SltlTT 


Thi 


例 3 用定积分求下列 极限: 


( 1 ) 


n + l/i f 


(2) iim 二 

f J —► CO T1 


f ^ fn \ 

■ ■I ■_■■, 


n 

(3) limsin — 

«-^co n r~r 


/ 2 + cos ( 々丌 /”）’ 


(1) lim - 7 2 VW + k)(nx + A + 1) (x > 0). 

t) OO ft .. 


解 （1) 因为 


/i + 1 


1 > /Al < 办' 


^ + 1// 




即 


,7^1 ^^<22* 


pi — \ / i 


〈士 2>"' 


n 


而 




n 


lim 


« 碎 co 




2 x dx 


IT 


0 


丄 II 1 

ln2J o 


l ^2 f 


n 


故 


lim 2 2 ^ 


/l—►co 


n + l/i In2* 


(2) 因为 


Yn \ 


ln( /ft} 




[ln( 1/’’ ） +ln(2/rt) + “. + ln<w/N)]/，f 
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所以 Hm 


1 m -- 


jim [ln(l/«) + ln(2//i) + … + In("/«)]/" 


n 


latdj ‘ 


lim Ina'd.r 


e t—0 


lim [<rlrhr —.r]! 
+ c 

e e_ *° 


e . 


以下两题要用弃掉高阶无穷小的方法来做 . 


(3) 因为 sin 


(1 + 〜） (lima,, = 0 )，所以 


n 




n H 2 + cos(kn/n) 


n 

lim(l + O —2 

H ** DO ft 


COS( 々 7t/«) 


lim 互 ^ 

<■■ ■■ J 


n 4—f 2 + cos(^7t/7i) 


• lim(l + 


n 


dx 


C0S7TX 


2 r 7TX 

__ arctan tan — 

/y Li 2 


_ _-1 1 

/y 

Jo 


/ y ’ 


(4) 因为 


n n 




k + ^r ，所以 


lim ^ {nx + (hj: + 々 + 1) 

= lim 士 ^]「 x + -^\ k + v ) 1 


=(.r + t)dt = x + — (x > 0), 

Jo L 

例 4 利用定积分定义求下列 极限： 

m 、 r [l a + 3 tf + … + (2« + l) e ] 彡 +1 , 0 ，、 

⑴ !lS [Y + f + … 十 （ 2») 勹山 •■■■• 


« — i 


(2) lim(^ 1/tt - l)^b i/ft smb 


(2/+l)/2” 


(a > 1). 


i = 0 


解 （ 1) 将分子、分母化为两个定积分来处理 . 
[r + 3 fl H - h ( 2 « + l) tf ] 扦 1 


[2 及 + V + …+ (2 以： T 1 

f 2 r/ 1 r , / 3 w , (2n +in ^ +1 


一尹 


2 r i r , ; 3 r. . 

—— I ■ 卜 ■ ■■ ■ … j _ * 蜂 I 

n U n j n _ 

\2[i 2 \ ? , / 4 ^ , 

/ j ■■■■■■ 晕 . ■ 

l ^ L n ) n 


2n 


a+] 


362 




2[(2 卜 I)/"] 2 • 2/" + [(2" + l)/"T f 


争 


2 !n 




[2>7, 






2 /n 


所以 


原式 




rdt 




/J — 1 


，… (卢+ 1) … 

U + 1) 糾 • 




(2) 因为原式= —/>) 可看作函数 


/; -*■ ^o 


sin.r 在 [1 ，心 ] 上按分割 1 


O/fi 


〈 b l ” 〈… <C I) 


n / a 


6 所作的积分 


和 d 、 区间长 


^ ^ 1 * 

h~ — ,0 ^ A = maxA.r ； ^ b(h l/N 


1) 


0 • f 


2/ + 


1 是小区间 [ 矿 '0 +1) 勹两端点的比例中项_所以 


原式 




sinjrdx = cosl 一 cos 厶 , 


二、定积分的估值与比较 
简单的定积分估值可以直接由不等式 

m (h — a) ^ f {x)dx ^ M(h — a ) 

J u 

得出，而较精密的估值可用推广的积分中值定理和第二积分中值 
定理来估计 . 


例 5 估计下列各积分的值 


( 1 ) 


rr 


rr 


,rarctanjrd.r ； 


( 2 ) 


T da \ 


解可先求 /U) 在积分区间上的最大值与最小值，再考虑 

区间长度，即得 . 

(1 ) 因为 


f Cr) = arctanx H - f- ~ r l >0, x 6 [1/ /T ， /T ]， 

X X 

所以 /u) 严格单调增加，最小值 ;" =/(i/ /T) =71/(6 /T), 
最大值 m = /(/y) = •因此 
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丌 


/y 






/3 






IT 


: rarctaardx 




1 / rr 




7t 




v ^ y - 


3 


即 


Tt 


< 


^FT 


1/ / T ~ 


: rarctamrdj ： ^ 


2 丌 


(2) 因为 /' U ) = ef (2 x —1)， 有惟一驻点 x 


，当 x G 


0, 


时，尸 （ X ) < 0,当 t G 


二，2 


时， / U ) > 0,故有最小值 


1/2 


e .而由 /( x ) 在 


°， 士 


与 


4,2 


上的单调性，比较 


/(0)与/(2)，得最大值财=/(2) = e 2 •所以 


1/2 




「2 




e 


J ~ x dx < 2e 2 . 


0 


例 6 利用第一积分中值定理估计下列定积分 


(1) 




dj - 


o 1 + (cosx)/2 f 


( 2 ) 


x 


9 


0 /l 


djo . 


x 


解 （1) 因为 




< 


1 + 1/2 〜 1 + ( cos ^)/2〜1 — 1/2 


，即 




1 + ( cosx )/2 


< 2 , 


则 


即 


2丌 < 


广 2 jt 


dx 


o 


1 







2^ 


dx 


( cosx )/2 
4 k 


< 2 • 2 丌， 


0 


1 + ( cosx )/2 3 


( 26 ), \ 0 \ < L 


( 2 ) 


9 

因为 


2 


1 — x 


< x 9 (0<1<1)，所以 


/2 


x 9 dx ^ 


0 


x 


9 


mf 


o 1 + X 


dx ^ 


广 l 


x^dx , 




o 


即 


io /y 


< 


X 


9 


o /m dj： < io* 


例 7 利用第二积分中值定理估计下列定 积分: 


* 
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200n 


(1) ^d.r； 

‘ 100 穴 


(2) sin . r 2 djc (0 < ^ <C /，）• 


解 （1) 设 fM = sinx . gtr ) 


，/ Or ) 与 gM 都在 


%-n 

[10071,20071] 上有界且可积， 〆 . r ) 为单调减少函数且非负，则依第 



.C 


C 


片（ 100 丌） sin.rd.r 


IOOjt 


100 兀 , 


sin 、 rd 、 r . 


1003t 


0 <[ sinxclr <C 2， 


100 « 


故 


,200ir sinx 


20 


脉 7& =涵 = 涵 （ KKD . 


(2) 令 / ( x)=xsin j : 2 ，^'(: r ) = — ，则/ (工）与芨（了）都在 

x 


|>，幻上可积，且 #( x ) 在[〃泌 ] 内严格单调减少，故依第二积分中 
值定理，有 


h 


xsinx 2 d.r = g(a ) — sin . r 2 d . r 2 


— * —( — cos . r 2 ) = 
a l L 

1 ^'} t 2 A? 

.C" + a . _ 

7 sin -^ sln ~T 


2 ci 


( cosa 2 — cosc 2 ) 


(1^1 < 1). 


例 8 比较下列定积分值的 大小: 


( 1 ) 


( 2 ) 


1 + x 


d,:r 和 ln(l + . r ) d . r ; 




cos 2 . rcL:r 和 


cos 2 xd . r . 


解 （1) 作辅助函数 = 1 + 『 — ln(l + x ) ,x G [0，1]， 


则 


fix ) 


(1 + . r ) 2 


(1 + . r ) 


< 0, 


即 fU ) 在积分区间上严格单调减少，所以 
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— _ ln(l + x) < 0 ， - 丄 —^ ln(l + x). 


由定积分性质，有 


0 


1 + X 


dx ^ ln(l 十 x)dx. 


0 


若 


0 1 


dx 


0 


ln(l + x)dr ， 则在 [0 ， 1 ]上恒有 


ln(l + 2 ) ，但这是不可能的，故必有 


0 1 


dx < ln(l + x)dx 


(2 ) 对积分 


_2 兀 _ 2 

e ^ cos 2 xdj ： 


cosx 2 dx 作代换 X = 7T + 〜则 

巧 7 r - U +") 2 

= e cos 2 (tc + u)du 


e cos 2 «da 


： - («+k) 

e cos 2 jcdx. 


当时， e i ^ e 


( 兀 +«: 


，故 




2*^ L 

e cos 2 xdx ^ 

J 0 J T 

例 9 确定下列定积分的符号 


cos 2 xdx. 


( 1 ) sirurdjr; 


o 


加 sin x 

(2) —dx ； 


(3) x 3 2 r dx 


0 


-2 


解将积分变形后，讨论积分区间内被积函数的符号，确定 
定积分的符号 . 


(1) jrsinxdx 


4U 

jcsmxdx + xsirucdx (x = t n) 


Tsinjrdx — {t + 7t)siiud/ 


{jo — x — Tc)sinxd:r 


n\ sirurcLr 


因为在 [0 ， tt] 上 ， sini > 0 ,所以 


: rsiruzd.r ()• 


( 2 ) 


sin.r 


、 sinjr 
Jo J' 


djr 


sin:r 」 ， 
- dr (jr 


+ 7 T 
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7T 


sin.r 


d 、 


r 


0 X 


7： 


0 


sin/ 


7T 


dt 


7T 


4 / 


7： 


0 


sin. 


xO + TT) 


d.r. 


由积分第一中值定理知 


_^ 


o 


sin. 


-d 


x 


X 


(3) 


x 




T 


2 


J 


TTSIIIC 

,(e +;—) 

J ： S Q l dx 


> 0， 0 < c < 7C- 


广 2 


x 3 c x d.r {.r — — t ) 


j 


e 


7 d/ 




x 3 e'dx 


0 


9 


x 3 (e 


x 


r 


c 


)d. 


x 


j 


0 


同上题，有 


jc^2 r dx = 2c 3 (c ? — e > 0_ 


_ 2 


例 10 设 > 0, 证明 ：存在 0<0< 1 ，使 


e 


f dt 


: re 


Bx 


且 


lim 0=1. 


工 一 _ I 


证 由积分中值定理知，存在 O<0< 1 ，使 


j 


e 




0 


由定积分计算得 


J' 

edt = — 1 ，故有 




xe 


dx 


J 1 

e — 1 


0 


In 


e 




1 


x 


X 


lim 0 — lim 


.r— + co 


In 


e — 1 


x 


x 1 lim 


x 


e 


x 


e — 




\ x 

■I L 


lim 


X 


e 


X 


I 1 
G _ 1 


X 


=1 


例 11 令 


f(t)dt = ，求 (9 .设 


o 


(1) /⑴ =r (n >- 1) 


(2) fit ) — In /. 


解 (1) 因为 


J 


1 


t n dt = — 
o n 


1 


X 




，所以 


« + 1 


x rt+1 = x l+l 0 ft 


71/(« + 1). 


(2) 因为 


Intdt = jr(lnx — 1 ) ，所以 


b/ 


o 


x(lnx — 1) = xln0x=^>0 


e 


&J ： 

—xe , 


dr 
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三、求定积分的极限 
例 12 证明下列 极限 : 


ri 

( 1 ) lim - ~： - d.r 


fi o 


--JC 


,^ 、 1 ， [ t} ^ p sinx , 

( 2 ) lim - dx 

/j-. 聲 r <^j n 


证 （ 1) 由积分第一中值定理， 3 乞 e (0 ， 1 )，使 


o< 


1 f 


dx 


?J / 1±T ^ / 7 TT 


所以 


lim 


d；r = 0 (t 与 ” 有关 )* 


- 1 _ j _ - v j,* n * 

rt~*caj 0 JC 

(2) 由积分第 一 中值定理， 3 夂 6 (w ，《 + />)使 


0 < 广 ^dx 


1 C fi ^p sine 

i- sinxdx < 

^ « J n C" 


所以 


lim [… ^d. 

*+ooJ „ 


例 I 3 证 明：若 fU) 是 [0，+ oo) 上的连续函数，且 
lim fix) = /I ， 贝 lj 有 


lim — / ⑴ d/ = 儿 

JO J 0 


因为 /u) 连续，所以 l/u) 丨 < m.x e [ 0 , + oo) 


V(Od/ 

Jo 


rr 


了 Jo 


fit )d^ - \- 


vTT 


/ ⑴ d/. 


其中 


i r i f 

tL 


m _ _ 


(了 


CO); 


又第二个积分使用积分第一中值定理，得 


J X 




(jr — vTT)/(c f ), c r E ( V^T ， -r). 


因为 


oo 


， —+ CXD ， 所以乞 



CO 


，于是 


lim — f(t)dt 
，+oc .r J 


lim 1 -- /(夂） = 几 

-* + ^ v x 


故 


響 丄- 

lim — / (t)dt = 0 
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此极限可以理解为 /(〃_) 在[0, 

件即平均值存在的条件. 

例 i 4 证明下列 极限： 


) 上的平均值.本例的条 


j d _ 

(1) lim — vt sin ， d/ 

4 - cc JT J 0 


0； 


(2) lim sin^.rd.r 


0 


证 a ) 本题可由积分第二中值定理来证，设 /(o = &， 


g(t) = sin/，B 6 (0， X )， 使 


0 < — %TT sin/d ， 

t J 0 


%fx 


sin ^ d / 


c 


= - I COSC x - cosx I ^ — —= — ^ 0 (X ― ^ + 00 ) • 

本例也说明例 13 的命题一般并不可逆 • 

(2) 设£为任意小的正数，令 


sin'rdjr 


m n/2-€ r^/2 

sin '^ d ^ + sin ’^ dj ：, 
J 0 J ir/2 —c 


由积分第一中值定理， 3 f G 使 


’ 兀 /2 — 6 

0 <C sin^xdx 


b r/2-^ 


n ^ 

sin <; 


dx 




(>i 


V 2 


0 < sin /; j ： d.r 

J «/2 —c 


C^fl 

J 


dx 


c, 


所以 


fif /2 

lim j 

n-^ooj 0 


sin^jrdx 


例 IS 设 / U ) 在[“，幻上连续，: r 。^ [>，幻，证明 


"rtJT + 1 

lim 

I 

#f - ^OO J W J- 


dj ： = y o 0 ). 


证由积分第一中值定理 ， 3 f,e [>心，^。+ 1]，作代换 


A ，使 




n 


/(/)d/ = n • /(c„) 




/( cj . 
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又 limt = 由 fU ) 的连续性知 


n 


lim 


Vr.'+ 1 


djr = J (x 0 )* 




例 16 设 ftr) 在 [a ， A] 上非负连续，证明 : 


lim 


f - 

n 

尸( 

t ii 


x)djr 


max/(,r). 


设 M 


max f{x) >> 0 ( 否则 M = 0 ) ，则 /(x) e 0 ，上 


式显然成立 . 由保号性知 ， 3 !>，/?] C [> ，幻，使 


于是 


0 <M-x e !>，/?]， 

(M - ey ^rtr) ^M\ X e [a，/?]. 


(A/ — e)^ (/3 — ct) ^ f ft (jt) dx < f rt 3.x A/ w (6 — a ) ， 


a 


即 


(M - e) - a < J f }i {x)dx < M 


而 lim ^—— a = lim f ^/h 


1, 所以由 e 的任意性，有 


lim 



f r> (jr)dx — M 


max J\x\ 


例 17 设 /(x) 6 在 [l ， e] 上可积，证明 


r 「 1+/" 

lim n f (x n )d:r 

II-*- CO J \ 


fit) 


「 e /( 

.1 t 


d ， 


令 f = / ， dx 


yr 々 dr ， 则由积分第一中值定理得 


知彐 t g 1，1 + 


，使 


原式 = lim 


1+1/ 


- ~ — ~ —— • 




lim 


/I ► ro 




dt 


fit) 


dt. 


例 18 证 明：若 /Cr) 在 [ 〜 /;] 上可积，则有（黎曼引理 ) 
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7> 


lim / (x)slnkrdx = 0, lim /(x)cosArdx = 0. 

A—►O J a J ti 


r* 

证 V e >0,3 对[“，幻的分割使■•记川 


inf /( x ) , i — 1，2,…，"，于是 

A,r * 


V» 


f (x)sinkzdx 


tj 


fi C r 

Z^j 

i=^ I ^ x i 


f (^r)sin^zdj：. 


■i 



[/O) 


sinArd. 


■r * 

s 


sinAjrdx 


而 \f(x) — m { j < oj iy x G A ；,/ = 1，2，”*，《，且 


sinA(.r )dj ： 


y jcos^A — cos ， 2 久 I ^ 


f(jo)sinXjr ^ ^jCQjAxj + 夺文 

ti : _ i ^ t 


故又有 


当分割了随 e 确定后， ^ | m , 丨为一常值.故当 A > 时， 

i ~ I / = 1 

~ T > j I 丨〈 I ，从而知 


lim /(.r)sinAxd.r 


f (jr)sinAr d、r < e . 


A-*0 


请读者用同样方法自已证出第二个 等式. 实际上也可以用分 
部积分法计算定积分后，再用估值性 得出： 


h b 


/(x)cosAxdx 


u 


丁 /(x)dsinAr = -y 


[/( x ) sinAjr ] — ― /’（: r ) sin 入 rcLr 


% b 


显然 


[/(6)sin(A/；) — /(a)sin(^)] — -jj f (jr)sinAjrdx, 
lim |[/(/ ， ):sin(A6) — /(^)sin(Aa)] = 0. 

A 


又尸（了）在 [“，/，] 上连续，则 |/Cr)| G OJ ]， 故 
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I 

j 1 (x)sinAj"dx ^ 


|/’ (x)sinAr | d.r 


< 


f f (x) ( d;r ^ (/; — a) — 


0 (A —^ oo). 


所以 


lim /(:r )cos/lrd/r 


A -*■ 0 */ */ 


这里， / U ) 应在 [ a ，6] 上有连续导数. 


例 19 


证明 ： lim ( 

H—OO ' 、 


sin 2ft jrdx 


0 


A 


0 


sin 2 " +i jrdjr 


证 用迫敛性证明.因为当时， 0< sim < l ， 故 

0 ^ sin 2w+l x ^ s \ n 2n x ^ sin ^ k , 


、 n!l 


sin L>/ ' +1 xdj ： ^ 


sin 2, J xd.r ^ sin 2/, —idjr 


不等式各项同除以第一项，有 


'K/Z 


I sin 2 'rdx sin^'^djr 

-i Jo % 0 

1 ^ pr/2 ^ fn/2 

sin 2/,+1 .rdx sin 2/,+ 1 xdx 


又由定积分的瓦里士 ( Wallis 〉 公式，知 


「六 /2 (?>7 — 9 ) ^ 广 

Jo (2" — 1)! ! J, 

所以上述不等式的后项等于^^ 

In 

式两边取极限，由夹逼准则得 


' ， t/2 


s \ n 2,I+l xdx 


( 2 n )\\ 
(2//"+ 1)!!' 


1 (" -+ oo ). 在上述不等 


lim 


sin 2rt jnir 


/r 


0 


)/(£ 


sin 2w+1 xdx 


例 20 证明 ：limp 

#1 一 ooj 0 

证 V 0, 取谷 = 


e cosnx 


，由 = limarctan — = 0 ，知 3 

CO ti CO H 


> 0,使当 《 > A ' 时， 0 < A < A 则在 [03] 上有 


/(.r) = e x cos rt ：r ^ e'cosV, 




因为当 /’（ r ) = e ^ cos ^^ rCcosj ： — nsxnx ) = 0 且 《 > 2 时，了 
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,arctan —— 6 

n 


◦ ， *7 T ，有 




max J ( x ) 


1(" 


)， 


即 lim 紙 =1 ，所以 3 A， 2 > 0, 当 ": > N 2 时，有 0 < < 2 .取 

/l -* -'O 

> max{A 、 ，八 r 2 } 有 

〜 e e 

0 < j ( x)dx ^ M fi d,r = M „ 

Jo Jo 4 C 

而在 《 > 时, /( x ) 在上单调减少，只需 

?£ -n/A\ i £ 

” 〉 A 〜 =In - - - e /lncos — , 

2^t —— e / 4 


就有 0 < f (. r)dx <C eYosW • — (5 

JS L 


，/4 / e \ n e 

e cos — (2 穴 —e) < — 


或 


( e n ^ 2e 

I cos T < - TR 、 

^ 4 (2tt — e)e 

所以，当 ” > = max { N i 9 N ^ N ,} 时，有 


•jt/2 

0 <C j 0)dx < /(jr)d.r 




/( jr)dx < e , 


即 


m - f 

iim e J coOdr 


"* J 0 
， 2 , 


例 21 证明 ：lim 

n >v n 




证 由积分中值定理， 3 沪 < L + ”， 使 




^/Ir 


~ l/j T 

e dx 


-l/c 


又 ftr ) 


—l v 




--y <o o >2), 


所以，当 2 时 fU ) 严格单调减少，即 
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n 


A 




-1/(〆+") ^ 

e ^ 


)1 — 1 /<7 / )} 一 I " 

—e < —=c 


9 



n 


h 

c, 


\f^n l 


c 


i/ 


* 。 -1, " — i _ ） I. — l /fi 

出十 lim — …… . . -c — lime 


n 


v4 


，故依迫敛性，有 


)i 


lim 


^ 2 + /j 




-— c 1 x djr = 1_ 


,r 


例 22 设 /( x ) 在 [0，1] 上连续，证明 




0 


lim 

hf{x) 

h z + X 


n h 

71 — , - r,f(x)dx = 

o /z 十 .r l 




dx 




1/4 hf{ 


x 


0 


h 2 fjr 


djr 


n 



hf{ 


h 


1/4 h 


A 

x - 


X 


h + h. 


而由积分中值定理，得 


h = /(孑） 


rh 


h 




0 


h 


x 


gdx = / (c)arctan | 


h 


0 


/(c)arctan (1 /A 1/4 ) 


— > 


/(O) 


7t 


參 


(c e (o ， /n，A 


0+)， 


*? 


n 


hf(x) 


h l/A h 


7 


d: 


x 


< M 


h 


h 


h 


9 


X 


(|/( x ) I ^ M ) 


M[arctan(l//z) — arctan(l//i 3/4 )]/z — 0 (h — ► 0+). 


h 


/(.r)dx = 0 + ~f(0) = y/(0). 


所以 lim 

Jo /r 卞 jr 

例 23 设 / Or ) 在 [0，1] 上连续且严格单调减少， /(0) = 1， 
/( l ) = o , 证明 ： v 5 6 ( 0 ， 1 )， 有 


n 


lim 




{fix 、 )"d.r 


o' 


rs 


0, 


(/O) )"dx 




o 


因为 ftr) 严格单调减少， 0 < fid 、 < /(5/2)， 


fm/f 




~^ 0 {n 


^).由迫敛性 ， V 5 G (0，1)，有 




374 





0< 


V( ， )]"d.r 「 [/(x)]"d.r 

^ ^ 'rs/T ^ 


/ (:r)]"dx 


/(jr)]M,r 


: /Cr)]”d.r 


f 




di 


< fm/f 


i S 


” l — 汐 

V ^7T 


(" 


00 )， 


所以，原式 


例 24 已知 fit) 可微 ， lim f(x) = 1 ，求 


r j+2 / ♦ 

lim t\ sin 

V J 




解依积分中值定理 ， 3 f e [x,x + 2 ]， 使得 


lim 


4+2 

1 

J ^ 


sin 


/(Od 


lim csin — /(?) * 2 

.-+ + CO \ C , 


=lim 6 sin — / • /(c) 

j* 一 + oo 、 q I S' j 

例 25 求下列 极限： 


(1) lim 


x e 


cLr; 


(2) lim 




J n 


+ 1 〆 


dx 






解 （ 1) 因为 / f O) = 2ie — 2x 3 e = 2xe (1 — x 2 ) < 
0, 所以在 + 1] 上，由估值性，得 


O + l) 2 e~ <w+ir < 


,2 2 
9 —， r 1 *? " 

jT~c d:r ^ ire . 


而 


lim O + 1 ) 2 e 


— («+i) 


lim« 2 e 


/i—►co 


攀 i CO 


( 由洛必达法则 xV ， 


0)， 


故 


lim 

n-^^J n 


x e 


(2) 因为 ">0 时， 1// 在 [〜"+ 1] 上连续 ， /> 0 ,所以由 


推广的积分中值定理 ，3 f 6 [m 十 1 ]，使得 


_«+i 




q 2 dx 


"a" 


1), 
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又 


0中-”< 





故 


lim 


广 "+i 


e 


dx — 0. 


四、关于定积分的等式和不等式的证明 
关于定积分有许多著名的和常用的等式和不等式，几乎每个 
等式和不等式都有很多种证明方法.可以用定义、可积条件、定积 
分性质、定理，借助已知等式或不等式，计算定积分以及借助各种 
技巧来证明.做证明题首先要熟悉概念，其次是熟悉技巧，要了解 
命题的条件，依据条件选择证明的方法和提出证明的依据,使证明 
清晰严密，无懈可击. 

例26 设 / U ) 在[«,6]上连续，且单调增加，证 明： 

" b 


jrf (x)dx ^ 



/(x)dx* 


证法 1 用定积分性质证•由 / U ) 的单调性，有 


h 


故 




+ b 


fix) - f 


+ 6 


h/ 


2 


fix) 


b 


> 0, 


dx ^ 0* 



^ + b\ 

r 

( — b 

a 

(‘ r 2 j 

J 

2 


dx 




(a +/;)/2 


((2 b 




h — 


fd, = 0, 


解上式两边积分式，即得 



b 


r - 

jrf (x)djr ^ 

Ja 

证法 2 用积分第一中值定理证. 

b 


f(x)dx 


x 



f{x)dx 




b 


f {x)dx 



+ h 


a 


h 


2 


/(jc)djr. 


* 
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癱 


■ j / — ■ u —I 办 ― 

依积分第一 ^ 中值定理 ，3 ^1 6 0 ， ' 一 ■ 6 2 心’使 


/(c 


r < i ±± , 

、 2 a 

i ； ^ - 

J U 


dx + /(c 2 ) 


，b 

u-\"h 
J 丁 


x ^ l ± l \ dj: 




/⑹ ( 6 ? 上 + f C ~~ (由 /(. r ) 的单调性) 


(b — a) 


[/( 冬 2 ) _ /( 芝 l )] > 0, 


证法 3 用积分第二中值定理证.因为 / U ) 单调增加，所以 


^ G [<3,办]，使 


= /(a)J:(x-^jdx 
= f (a) ( x — a 卞 ’’ dx 

Ju \ C 

= [/W _/( a )][^^ 


p / a , 

dx + fib) x - : 

J ^ \ j 

dx + [/(6) — )] 

j ^ 


a + 厶 


dx 



dx 


b 2 — c 2 a + A 




ib 


—叫 




[_/*(6) _ /X<2)] _ a ) ^ 0, 


证法 4 由 / O ) 的单调性知 ， V Gj ： 6 [ a，6]， 有 

it — :r)[/ ⑴一 /(x)] ^ 0. 

在上式中固定 x， 对 f 从 u 到 6 积分，得 

— x + jo/(.jc) ib — a) — /(x) - ― 

J d «/ U 

再将上式对 I 从 〃到 6 积分，得 


> 0. 


(6 — a ) tj (/ )d/ — 


a 


a 1 P 
J a 


7> 


+ (6 — a) jcf(jr)djc 


u 


n 

— /(jr)djr > 0. 
J <i 


将上式中变量 < 改为 A 郎可化简得 


7> 4 - h t b 

jc/(jr)dx ^ —-— /(jr)dx. 


u 


证法 S 用变上限积分(下节内容）证.令 

F ( x ) A fV (/) d / - 

ii 乙 1 4 ti 
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显然 F ( a ) = 0•而对 x 6 (“ A ]， 有 


F f ( x ) — xj ( x ) — 






a 


x 


2 


/ O ) 


JC 


a 


/(:) — 




\_f (^r) — > (X 


a 


即 Fix ) 单调增加， FU ) >0， F (6) >0 •因此 


n > 




xf { x)dx ^ 


a + 厶 


a 


n 




/0)dr. 


a 


本例的物理意义 是：如 果曲线3, = / U ) 单调上升，则密度均 
匀的曲边梯形 { Cr ,)，） k < 1 < 6,0 < y < / Or ) } 的质心不可能落 


在直线工=^^的左边. 

因为篇幅的关系，我们在以后的每例中仍然只选讲一种证明 
方法，读者可尝试其它方法. 

例 27 设/(工）在 [a,6] 上满足 / f (x) >m>Q ， \f(x) I < 兀， 
证明： [ sin /( x)dx < —* 

\Ja m 

证 因为 /( x ) 严格单调增加，所以 fix ) 在|>，6]上至多有 

一零点 e ，从而 




rb 


sin /( x)dx 


rb 


a 


a f (X) 


sin /( x )P (, x)dx 




rc 


a 


Tb 


c 


由积分第一中值定理和分部积分法 


sin f ( x)d f (. r ) 


尸 （OJ 



u 


fW ) 


rb 


sin /( x ) d /( x ) 


fW 


[l — cos /(6)] — 


/'( f ) 


[1 — cos /(“）]， 


所以 


rb 


sin f ( jr)dx 




m 


例 28 设心 > a >0 />0,证明 ：3 R |<1， 使 


ro 


— th ， ， 

e sinx 


x 


djr 


2 c 

I 

a 
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— Bx 

证 令 /(X) = -— = silLT ， 则 在 [a ， 占 ] 上连续， 

X 

又 f { x ) - < 0,所以 fix ) 在 [ a , 6] 上严格单调减少非 

x 

负.于是，由积分第二中值定理知，3 ? G [ a ，6]， 使得 



— $x • 

e sin* 


x rv 

一 dx = /(a) g(jo)dx 


-—— (C0S<2 

a 


— cos ?)， 


即 



令多 = ，则有旧 <:l ，且 

u J a 工 



例 29 设 / U ) 在 [2,4] 上连续且可导，且 /(2) =/( 4 ) = 0 , 

证明 ： max |/'( 工）丨 > P/(x)d 工， 

^6 [2,4] J 2 

证 取 x 6 [2,4], 在 [2,* r ] 和|>,4]上分别对 / Or ) 使用拉 
格朗日中值定理，则3 6 6 [2, x ],^ 2 e 0,4], 使得 

f — /(2) = f (^! ) (jo — 2)=>/ (a:) — f (^j) (.r — 2), 

/(4) — fix ') — /'(6)(4 — x )=>/( j ：)= 尸 （6)0 — 4) ， 

令 A / = max |/’ Cr) I ， 贝 lj 

x 6[2*4] 

1/( 工 ）I < M{x — 2) , \/( jo ) I ^ M (4 — jo ). 

故 f ( x)dx ^ |/( x ) | dj ： 

J 2 Jz 

^ A/(x — 2)dx + Af(4 — Jo)dx = — -f- — = A/, 

Jz J 3 2 2 

即 max l/'Cx) I > f 4 /0c)dr . 

: €[2,4] J 2 

例 30 设 / U ) 在[〜幻上具有连续的二阶导数，证明 ：3 f e 
Q ， 6 )， 使得 



f{x)dx = 


(6 — <2)/( ? 言 ' + ~(6 — a ) 3 /〃 (芒) . 
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证设 FCr ) 


/ ⑴士，则 FO) = fix) jF rf (x) = ftr), 


Q 


F \ x )= 尸 U ) •将厂 O ) 在 A 


(a +6) 展为二阶泰勒公式，得 


Fib) 




FCr 0 ) + F f (x 0 ) (6 — x 0 ) + — 一 ！ .o) 


F tF ao 


(b — x 0 y(x 0 < I < A )， 


F(a) = FUo ) + F ; (x 0 )(a - x Q ) + 食产 (a - : r 0 ) 2 



F f \ e z ) 


(a — x 0 ) 3 (a < ^2 < 工 o ). 


将上面两式相减，由于 6 — 心 


Cb — a) 


(a —工0 ) ，故 


F(6) — F(a) = 2F f (x 0 ) — (6 — ^ 


因为 / w Cr ) 连续，由介值定理， 3 6 e [ t ，？ 2 ] ，使 

F^(^) + F m O 尸 (O + / ;/ (c 2 ) = 2 /"( 0 , 


F r O 0 ) = /(x 0 ) 




a + 6 


所以 


/(Mr = F(b) - F(a) (牛顿-莱布尼茨公式） 

J u 

= (b — a)/| + Yi ib ~ a)3/ "⑺. 

例 29 与例 30 的证明是用微分学的中值定理完成的. 

例 3 JI 证明： 若函数 / U ) 与 g ( x ) 在[0，1]上有相同的单调 


性，则 


/0)dx g{x)djo ^ f(x)g(x)djr 


0 


0 


证因为 fM . gM 在[0，1]上可积，所以 / U ) • 发 (. r ) 在 


[0，1]上也可积.现将[0，1>等分，4, 




，取 f 
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1，2, 由于 /0)，片0) 有相同的单调性，所以 


« 


n 


/i 




n 




ft 


即 


2 / 士 士 2 


丄<»丄 d 丄 - 
n n \ n \ n 


故由定积分定义，对不等式取《 


的极限，得 


0 


易 x 

/0)clx g(jo)dx ^ f (x)g(jr)dx. 


0 


例32 证明： 若函数 / U ) 与片 U ) 在 b ，6] 上非负连续，且/> 


> 1，古+ f = 1，则有不等式 




4 / 


f (x)g(x)d:c ^ [/(x)]M, 


\ i/p 


[《(：)工) 

J a f 


\h 


成立.不等式称赫尔德积分不等式. 

当户 = g = 2时，不等式称施瓦兹积分不等式. 

证赫尔德积分不等式可用定积分定义和不等式 

P 

B q 

— ( Z >0， fi >0)( 见第四章第四节例 18) 证，也可以用定积分的 

单调性与上述不等式来证.本例利用定积分定义与赫尔德积分不 
等式（见第一章第三节例 11) 来证. 


对1>，6]作等分7\厶= Cth ，: rj ， 取 f 
由赫尔德积分不等式，有 


1，2,… ，"- 


< ( 2[瓜.)]，广 ( S [ w ,)] 9 ) 1A/ ， 


其中古+含 




1， P > 1 •上 式两边乘以得 

n 


wm 


n 


< E [瓜) ？ 


h — a \ l/p ( b — a \ l/q 


(帥 


由于 [/( x )]、[> Cr )]%/ Cr ：^(, r ) 均连续，故在 [>，/,] 上可积，取" 




381 


_ 


CO 


的极限，依定积分定义，有 


n 


f{x)g{x)dx ^ 


ri > 

[/ ⑴？ 


Ip 


rb 


[ 片⑴ 


l/v 




例33 设 / a ),# Or ) 在0,6]上可积，证明 ：施瓦 兹积分不等式 


'0 


f(x^g (jr)dx 






rb 


P (x)dj ： 


a 


rb ，、 1 /2 

g 2 (.r)dx 


u 


证 除当作赫尔德积分不等式特例外，还可以用实二次三项 
式的判别式来证. 


设 


rb 


^( x ) dx ^ 0,则对实变量 A 的二次三项式，有 




[/( 工 ）+ A^(.r )] L> djr 


= A 2 


rb 


rb 


a 


g^tr'ydx + 2A f (x)g(x)dx + 




h 


P(x)dx ^ 0, 


其判别式非正，即 

n \ t 

f (x)g(x)djc 




rb 


rh 




/ 2 (x)dx g 2 (x)dx ^ 0^ 




a 


故 


rb 


f(x)g(x)dx 


a 


< 


rb 


f 2 (x)dx 


1/2 


rh 


g 2 (x)dx 


1/2 


例 34 设 /( t ) 在 [ a ，6] 上有一阶连续导数，且 /(tO = 0, 证明: 




/ 2 (x)dx ^ 


(b — a) 2 


a 


[_f f (.r)]"dx 


rb 


[/' (x)] 2 (x — a) 2 dx. 


证 由题设知 /Cr)= 
依赫尔德积分不等式，得 


P ( t)dt {a < x 《 b) , 


a 


/ 2 o ) 




< 


x 


a 


f (t)Jdt 




l 2 d.r 


rx 


Cr — a) 


[Z 7 ⑴] dr 




对上式两边从 a 到 6 积分，用分部积分法，可得 


ro 


f 2 (:r)d.r ^ 




a 


C 2 


(x — a ) 


[/ ; (/)] 2 d/ 


dx 


(h - a) 


9 


广心 


/’ (j-)] 2 dx 


n > 






[/’0)]H.r — a) 2 dx. 


U 
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例 35 设 /(x) 在[“，幻上有连续的导函数，且/⑷ =0, 证明: 




a 


\ fCr ) f f (a ) |dx < 




[/’ ( x)] 2 dx 


a 


令片 O ) 






\f iO | d / (“ < :r < 6)， 则 


|/ Cr ) 丨，由 f ( a ) = 0 知 


j /( x )| = 1/ Cr ) - f ( a )\ 




f(Odt 


a 


< j /’（/) |ck = g (^)* 


故 


7» 




|dx < g ( x ) g f ( x)dx 


g ( jo ) dg ( x ) 


a 


a 


h 


〆 （工） 




^ J a 


參 




a 


由施瓦兹积分不等式，有 


、b 


、b 


Vi 


\ f ( x ) f ( x )\ dx^f l 2 d,r \ f (0 \ 2 dt 

u <i %i Q 


< 


[/’ ⑴] 2 dx 


例 36 证明： 若函数 / U ) 与 # Cr ) 在 [ a ， 幻上非负连续，且 /> 


> 1，则有不等式 


[/O) + g(jo)ydx 


up 


< lf(x)ydx 

' J tJ 


\!p 


、b 



[ 《（了 ）] 户 dx 


up 


«/ 


成立.不等式称为闵可夫斯基积分不等式. 

证 利用赫尔德积分不等式和 g (/> - 1) = />，有 


[/ O ) + gCr ) 2 P d 


7» 


[/(jt) + 发 (x)][/0) + #(:r)] 广 1 djr 


d 


、b 


/(. r )[/( x ) + g ( x ) y~ l dx 


、b 



《（: r )[/( jr ) + gCr ) y^ l djr 


it 


< 


■/» \ ip [ Ch \ \/q 

[/(■r)]Mj. [/( 工） + g(x)y ip ~ l} dx 


[片 U)]M 


丨 l/p i P 

r ) 1 [/( x ) + g ( x ) y ip ~ l) dx 
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參 


[/( 了)]户 d ， 

J a 

[/( 工 ） + gix^ydx 

^ J a 


a 


|> Cz )] Mx ) 


up 


I/P 


或 


[/Or) + g{x)ydx 


一 1/9 


< J a 


< (£[/ U)]M 


up 


X 



rb \ vp 

[贫（工） ] 户丄 r 




a 


即 


'b 


[/( 工 ） + gMydx 


l/p 


a 


< (| i/Myd 


X 


VP 


rb 





a 


\ i //> 

IgCx^ydxj . 


例 37 证 明：若 / u ) 在 [ o ， i ] 上单调减少，则 V a € 


不等式 a 


/( x)dr < 


ra 


0 




/( x)cLx 成立. 


0 


因为，所证不等式可化为 


ri 


a 


f { x)dx = a 


ra 


0 




f ( x)dx 



a 


0 




f ( x)dx ^ /( x ) dx ， 


a 


a 


j 


0 


故只需证 


n 


1 - a 


f ( x}dx ^ 




u 


a 


a 

f ( x ) dx . 


0 


又 /Or) 单调单调减少，所以 


而 


故 


— f /( j：)dx ^ z — ^— f ( a)dx = /( a ) ， 
1 — ClJa 1 — CLJ a 

—f f ( x)dx ^ — f ( a)dx = /( a )， 
a Jq a Jo 

f ( x)dx < 丄 f /( x ) dx . 
a a Jo 


例 38 


1 一 cc 

设 0，/ f (. r ) 在 [0， a ] 上连续，证明 


1/(0) I < 


a J 


'a 


0 


|/( x ) \ dx 





a 


0 


|尸 （ x ) I dr . 


证 由积分第一中值定理知， 3 f 6 [0, a ]， 使 




a 


0 


|/( x ) |dx = a / (吞） • 


而 


/( 勹一 /(0) 








f ( x ) dx ， 


0 
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攀 


(0，1)， 




即 


/( O ) = /( c ) 


r o)dx ， 


故 


1/(0) I 


/( c ) — f r (. r)dr ^ I /( f ) I /’（ jr)djr 

Jo J o 


< l /( c )| 



■c 


0 


\f Cr ) |dx 


^ — I I dx 

Cl Jo 


J 


— I P (x) I d^r 


o 


例 39 设 〆 (） 在[^，6]上连续，£ = P ([ a ，^])，/( x ) 在 £ 上 


为可微凸函数，证明 


J:/ [蚧项 


7, 


> 


aja 


< p(Odt \ . 


令 c 


、b 


) cU ，则命题转化为证 


a 




/[ P ( x)]cU ^ (b — a ) fic ). 


由题设知， / Or ) 为可微凸函数，故 V .r G £，有 

/o) > /(c) + r (c) (x — c). 


于是 


/ [ 沪 ⑴]^ /(^) + r — c )]， 


/ C^(/)]dr ^ {b — a)f(c) + r (c) ^p(t)dt — f (c)c(b — a) 


a 




故 


(6- a )/( c ), 

- / [ 的） ]df> 

J u 


7» 


( pit)dt . 


例 40 设 / Or ) 在 0,6] 上连续，在 ( a ，6) 内可导，且 /( a ) 


0，|尸0)丨证明 


f ( x)dx ^ k . 


证 依拉格朗日中值定理，有 

fix ) — f { a ) — f ' (?) ix — a)y c G («, x ) d ( a ， b ). 

对上式两边在上积分，得 


f ( x)d 


/(a)dr + (:r — “）/’（Odr 


ti 
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^ /(^) (b — “）十 |(i — 以 ） 尸 （$) I dx 


a 


=f (a ) (b — “） + (了 一 ^ ) t-/ / (c) I dx 

J u 

^ f (^ci ) — “）+ 々 （x — ci 


a 


^ k (x — a)dx 


(b — a ) 


9 


例 4 i 设 /( x ) 在[〜6]上二次可导，且 ru ) > 0, 证明: 

f / (x)dx ^ (,b — a)/( ^ . 


证 利用泰勒公式，将 / Cr ) 在工 


o 


(a + h) 处展为一^阶 


泰勒公式，因为尸(1) >0,故 


fix) ^ / 


i a 4- h 




a b 


对上式两边在[〜6]上积分，得 


r 

/(. r)dx ^ 

* c 


ci b 


dx 



v 哗 1U — 中 u 二 


而 


w 切 u 十孕 1 r 


a -\-b 


dx 


f 


f 


u + 厶 


b — a \ 2 

2 j 


“一力 1 

1 一 \ 


0 , 


故 


f(x)dx ^ 


V (宇 jdm «)/ (中 

u \ Li i U 


例 42 设 fix ') 在 [0，1] 上非负连续 4 正明: 


ln/(T)d.r 

e ^ f (x)dx 

Jo 


证 由题设知 /( x ) 和 Infix) 在[0，1]上可积，将[0，1>等 


分，作积分和 


n 


0 


/(x)dx = Hm-2]/(7rK 
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ln/(.r)dx = lim — ^]ln/ 
o /( -*oo n f—f 


n 


limln 


；□/ 


n 


]in 


[^Jn f< .r)d,r 

所以 A = e 


lim 




lim 


" 「1 / 

f ' 

1 


丄 J 7 

1 - /=1 

\ ^ J 



\hi 


利用不等式… A < 士 (“1 + A + 


• • ■ 


“"），得 


故 



Mn/fT)dj 

e 




f (: r)dx, 
Jo 


五、利用定积分研究函数 

利用定积分研究函数的性态，往往要和以前学过的许多知识 
结合起来，因而具有一定的难度.这就要求我们对概念要理解和融 
会贯通，对方法和技巧要深知并熟练掌捱.只要努力，这是容易做 
到的. 


例 43 设 FCr ) = /O + 3 f ) d 3 S a > 0，/(«) 为处处有定义 

Jo 

且单调增加的连续函数.讨论 F (. r ) 的增减性. 

解 任取 A ，. r 2 ， 使心 < ， 则 -h y < x 2 + 故 

f { jc 2 + jO — /(. r x + jO ^ 0. 


于是 FU 2 ) - FUj ) 


Cu 


0 
广 u 

0 


/( 了 2 + : y)dj — + y)dy 


J 


0 


[/Oz + )，） 一 /( 工 1 + 3 f )]dv ^ 0. 


所以， F ( x ) 是单调增加函数， 

例 44 设 /Cr) 为奇函数， /(x) 可微，证 明:尸 Or) 与「/⑴ d/ 

Jo 

都是偶函数 i 

证 奇函数的导数是偶函数，偶函数的导数是奇函数，可以 
用定义（见第三章第一节例 1) 证明 fix ) 为偶函数. 
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下面证/⑴ df 是偶函数•令 pCr ) 


/ ⑴山 ，则 


0 


0 


(pi — JT) 




/( — u)du 


f ( u)du = < p ( x \ 


0 


所以， 〆 x ) 


是偶函数- 


0 


例45 设 / U ) 在|>，+ oo ) 连续可导，且 


尸⑴ 


1十尸⑴ 



In j : + 


证明 ： lim fix ) 存在. 


证 因为^>1时 ， In x +丄 < 丄，所以 /' U ) > 0,即 

1 x x 

/ U ) 在[1，+⑺）上单调增加•又 


/’（: T ) < 


--^ln x+ - < 





v x 


— 〆 \/x + 1 

— ^ -― 

1 V X V 


V ^ r ~ 


jr + 1 


+ 1 — )( %/X 不 T + -/1c ) 


x (:r + 1)( /jt + 1 + y />r x ') 


< 






故 


/’ ijc)dx ^ 


%/ Hc ^ 




比较定积分值，得 / Cr ) -/(1)<1 




-flc 


< 1 •知 /(X) < 


/ Cl ) + 1，即 fM 有上界.由于函数 / Cr ) 单调增加且有上界，所 
以 lim f { x ) 存在. 


例46 设 /( x ) 在|>，+ oo) 上连续可导，且 /(. r ) dr 和 


a 


f Cr ) dx 均收敛.证明 ： lim fix ) 




证 因为 /(. r ) 


a 


+ /(“）， 而[一尸 ( x)cLr 收敛，即 

J u 
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lim f ( t)dt 存在，因而 lim f ( x ) = A . 

: —+ ooj (f + 

用反证法证 z 关 o •设 z >0 ( Z <0 同样可证），则对 Z 3 M 


> 0, 使当时，有 / Cr ) > 此时 


/ (/) d / = lim f ( t ) dt = lim 


a 


r r A/ 

f(Odt 

-Jo 




- r.w Cx a 

> lim + —dt 

X-** + 00 LJ 0 J M Ld 」 

=iim 4(:r — M) + [ 


+ °°， 




从而推出与假设矛盾，所以 lim fix ) 


例 47 设 / Cr ) jh Sin 7&’ 上 # 0 ’ 证明： 尸（0) = ()• 


证 先证 lim 


I 0 ， 

f (2 x ) — fix ) 


0 , 


0( 事实上，这里： r 既表示增 


0 


量，又表示"°(0)内点）. 


设 1>0 ( x < o 类似可证），由积分第二中值定理 ，3 t e 


n ]， 使得 
I f (2 r ) — f ( x ) 


Ax 


rtx i 

sin — 
J -r t 

Tc 

J siru 
J V2jc 


dt 


1/JT 


sin 2« 


dti 


sin^dw 


Ajt cos -- cos^ 

2 x 


^ 8jc — ► 0 (j: 

当 lim ’( 2x) — ’( J) = A 时， 

•r—0 了 

实际上，若尸（0)存在，则由 


0 + ). 


A 时 ，有尸 （0) = /，故/'(0) 


f {2 x ) — /( JT ) 


f (2 x ) - /(0) _ fix ) - /(0) 
2 x x 


当 x 一 0时，有 Z = 2/(0)— 尸（0) = f (0). 


例48 设 / O ) 在 [ u ，6] 上连续，且 f { x)dx = 0, xf { x)dx 

J a J n 
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= 0 ，证明：至少存在两点 AG [ a ，6]，使 — f (^ z ) = 0- 


证 由于 f / Cr)dx = 0,所以 /( x ) 必在|>，幻上变号 • 由根 

J u 

的存在定理，3 a e [“，= o_ 

又设 / O ) 在[«4]上只有惟一零点 A ，贝 ! JO — 4)/0) 在 
|>，幻上不变号，从而 


7, 

J u 



— x^fix^dx ^ 0 


，b 

xf Cx)dx ^ 0 
J ^ 


与题设矛盾.因此至少有两点 e 0,6]，使 

/( Xi ) = /( jc 2 ) = 0, 

例49 设 fix ') 在 [0,1] 上连续，在(0，1)内可导，且满足 

^\/k 

/ (1)=々 xe 1_ x /(^) cl ^(^> l ). 证明： 至少存在一点 ce 

Jo 


(0，1)，使得 /( 芒）= (1 - l / c )/^). 

n/k 

证 由 /( l ) =々 x ^ x fixHx 及积分中值定理知，至少存 


J 0 

在一点6 6 [0，1/々] CZ [0，1]，使得 

m \/k 

/(I) = k xe^^/Cx^dx = le 1 — ( 孑 】）■ 

J o 

在 [f，1] 上，令 9^0) = Jch/Cr) ，则 <pM 在 [$i，l] 上连续， 
在 （U) 内可导，且 


— /(I)= 沪 (1 )， 

由罗尔定理知，至少存在一点^ e (?!, i ) c ( o ， i ), 使得 

叫）= e ~ Xf (^ - ⑽）+ 6/( c )] = 0, 

即 /，(0 = (1 — l /6)/(0. 

例 50 设 /(. r ) 在[0,2]上连续，在 （0,2) 内二阶可导，且 

/(0) = W 士丨，/(2) = 2「 /( x ) d ^ 证明:3 f e (0,2)，使得 

\ 乙 I J 1/2 

/" ⑺= 0, 




证 由积分中值定理知，3 6 e [1/2，1]，使 
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/(2) = 2 f (: r ) d.z = 21 — -^ f(D = /( Ci ), 

J 1/2 乙 I 

对 /( x ) 在 ( u ) 内使用罗尔定理知 ， 3 匀 e ( u ) cza / 2 , 2 )， 使 
/(c 2 ) = 0. 


又由/( 0 ) =/( I )知，依罗尔定理， 3 h e fo,yl ，使得 

/ , ( c 3 ) = o . 于是，在（匕，匕）内再次使用罗尔定理知， 3 ee 
( H ) 匚（0,2), 使尸 G ) = 0. 


例51 


已知两曲线: V = /(X) 与 jy 


^arctatu' 

J 0 


e ~" f 2 cU 在点（0,0)处 


的切线相同.写出此切线方程，并求极限 . 

n—oo H I 

2 

一 (arctanx) 

解 由题设知 /( o ) = 0，尸（0) = ' 1 2 = 1,故所求 

丄十了 x = 0 

切线方程为 


^ — 0 = 1(^ — 0) 




X 


而 


\imn f 


tv 


n 



co 


f(2/n) - /(Q) 

ifn 


2 / ; ( 0 ) = 2 . 


例 52 函数 /(^ r ) 在 [0, + oo ) 上可导，尸（0) = 1，且满足不 


等式 


fM + fix ) — 


: r + 1 


rx 


= 0 . 


0 


(1) 求导数 /'(X); 

(2) 证 明：当 x > 0时，有< fix) < 1. 

解 （ 1) 因为 （I + I)/ 1 2 (>r) + (jc + 1 )/(jt) — /(/)d/ = 0, 

两边对 I 求导，得 

Or + l)/"Cr) =- U + 


设“ 




/ u ), 则建立微分方程求解之，有 

dw ‘r + 2 
— ■ -— 

GJT 


由/(0) 


J + 1 

1，尸（0) +/(0) 


«=>/ f ( 、 r)u 


1 


CQ 


X 




0,知尸（0) =- 


-1.于是 
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主要内容 

1 . 若函数/(0在[>， 6 ]上可积 ， v e [>,6]，定义变动上限 

积分函数 

少 ( 工 ）= x G [a ， 6]* 

« ct 

类似定义变动下限积分函数 

少 (x) = x G [a, 办 ]. 

J j- 

0 Or ) 和少 Or ) 统称为变限积分.还可定义复合变限 积分： 

•"o> n r"u) 

j “ J v(,i ) J v(x) 

2 . 若 /( jo ) 在 [ a ，6] 上可积，则 0( x ) 与 少 ( x ) 是 [ a ， 6] 上的连 
续函数. 

3 . 若 / U ) 在0，/;]上连续，则少 Cr ) 与少 Cr ) 在[«，6]上可 
导，且 

少’(：）=/(1), 少 ’(. r ) =—/( x ) ， 
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j r "(. r ) _ 

-j— / (/)d/ = f\^u(x)']u f (x) — / [^(x)]^ (x). 

Clxj r(^) 

4. 微积分学基本定理若函数 /( x ) 在 [ a，6] 上连续，则变 
动上限积分 0(r) = [Va)d/,xe 0,6] 在0，/，]上可导，且⑬ Or) 

J ti 

— fix). 

定理说明 ：只要 /Cr) 在[«,幻上连续，则 /Or ) 在[心幻上必 
有原函数，且步 U ) 即为 / U) 在|>，6]上的一个原函数. 

5. 牛顿-莱布尼茨公式设/在|>，6]上连续，若 F 是/在 
0,幻上的一个原函数，则 

f(x)dx = F(b) — F(a). 


6. 换元积分定理若 / U) 在[>，6]上连续，〆 0满足 条件: 

(1) pO ) = = 6，且<» < ^ b , t G [«» W » 

(2) < fit ) 在 0,« 上有连续的导数， 

则有定积分换元公式 

/(x)dx — / [?>(/)] 9^ iOAt. 

4/ U J Ct 


7. 分部积分定理 若 《0)，u(x) 是 [a，6] 上的两个有连续 
导数的函数，则有定积分的分部积分公式 


«(x)x; / (x)dx = u(x)v(jo) 



ti r (x)v(jo)dx. 


若在 [a，6] 上有连续的 w u+1) (x) 和 i/” +1) Cr)， 则有推广的分 
部积分公式 


ib 

u • v u+1) dx = III • — + … + ( — l ) v 〜] 

** a 

+ ( - 1) … (V rt+1 )t ； dr，" = 1 ， 2,…. 

J a 

8. 一些常用公式 

(1) 若/在[― a ， a ] 上可积，则 
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f ( x)dx 

J —a 


0, 


/ 为奇函数， 


，a 


2 /( x ) dx ，/ 为偶 函数- 


0 


(2) 若 / 是 （一 OO , +00) 上以 T 为周期的函数，且在任何区 


间 [ a，a + 了]上可积，则有 


k+r 


f ( x)dx 




f ( x ) dx . 


即定积分与 a 无关. 

(3) 若 f ⑴ 为连续函数，则有代换公式 


t 

f ( sinx ) dj ： 


I 

f ( cosjc ) do :, 


o 


0 


x f ( sinx)dx — — f ( sinx)dx 


V2 


I 

f ( sinx ) dx . 


(4) 若 /( O 为连续函数，则有瓦里士公式 


V/2 


sin'rdx 


V2 


cos^xdo ： 


(2 m ) ! I 
(2 w + 1) !! ’ 

(2 m — 1)1! 
(2 m ) I I ~ ， 


+ 1 (即为奇数）， 


2 m (即 n 为偶数）, 


疑难解析 


i . 怎样理解定积分的定义？ 

答定积分(或称黎曼积分）是黎曼于1854年提出来的.定 
积分定义是一个构造性定义，它利用对区间 [ a ,6] 的一个分割： T , 
将 [ a ，6] 分为《个小区间 △ ，，并在 △, 上任取一点构造一个积分 

n 

和式称为黎曼和.当 V e > 0,3 $> 0,使当 V 了，只 

n 

要 II 了 II <匕有|；2/<^)心,一^<0，则称/在[^6]上可积, 

1=1 
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/即为/在 [ a ，6] 上的定积分. 

黎曼积分允许被积函数有不连续点，但又不允许有“太多”的 
不连续点.黎曼积分的可积函数受到一定限制. 

黎曼可积函数的积分运算不完全是微分（求导）运算的逆运 
算.即存在那样的黎曼可积函数 / u ) (如0，/;]上有有限个第一类 

间断点的函数），在进行积分运算 ( 后再进行微分运算 

’乒[7⑴ d / ，不能还原为函数 /Crh 

在 [ a ，心]上的黎曼可积的函数列 {/； u ) 丨，它的极限函数 
/(. r ) (即 V [“，6]，{/„(了）丨都收敛，且 lim /„ ( X ) =/( jc )) 在 

"-►CO 

laM 上不一定仍然黎曼可积. 

以上是定积分存在的缺陷.此缺陷导致了勒贝格积分的产生， 
从而推广了黎曼积分. 

2. 使用换元积分定理要注意哪些问题？ 

答换元积分定理即定积分的第二换元法.因为第一换元法 
实际上不写出中间变量，所以不考虑积分限的变更与变量间的对 
应问题.第二换元积分法则要 注意： 

(1) 要保证扒0的值域包含在 / U ) 的连续范围内，并在端点 
有对应= a 和= 6,但不 一* 定要求 x = ( p { t ) 是单调且一 
一对应的. 

(2) 变换后定积分 0) dt 的上限/?和下限 a 必须与 

J a 

原积分上限6和下限^相对应，同心々的正、负、大、小无关. 

方法、技巧与典型例题分析 

本节的内容比较多，特别是变动上限积分函数与定积分计算 
涉及的面较广 • 以下我们逐个问题加以讨论. 
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一 、变动上限积分函数 

变动上限积分的特殊性是.•它是一个函数，而且还可以是一个 
复合函数.因此，研究变动上限积分就要像研究函数的全面性态那 
样，认真讨论、分析和论证.还可以利用学过的所有方法并结合定 
积分概念来考察. 

1. 利用变限积分函数求极限和论证极限 
利用变限积分函数求极限，可以应用洛必达法则和定积分不 
等式进行.在解题中注意验证条件. 

例1 求下列极限： 



得 原极限= 2. 
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lim 


(3 ) 原极限 


j ： 

(arctan/) 2 d. 


0 


0 

0 


x 

L f 


\ ! 


U 


lim (arctan.r) 


lim 


-T-^O 


Cr 2 ) 3/2 2.r 
x{x — sinx) 


lim 


X—0 


•r 


x — sinx 


依泰勒公式 i _ sinx = X 3 /6 + oO 3 ) ，则 


原极限 = lim 


Zx 


o 


X 


/6 


12 , 


(4 ) 原极限 


f 0 


0 J 


L T cosx \/tan(sinx) 

— lim - _ ― 


lim 

■T —0 + 

lim 


tan(stnx) 
sin(tanx) 

tan(sin.r) sinx 


: r—u sen v sin(tanx) 
1/2 


tana: 




sinx 


tanx sin(tanx) 


1/2 


1. 


例 3 确定 常数〜 6 的值，使 lim 

jr— 0 


a 


x 


4 


X 


o 




x 


e 


dt 


0 


为有 


限值，并求出极限， 

解利用泰勒公式 e 


—r 


1 —— t 


9 



士 t 4 十⑽ 5 )，则 


原极限 = lim 


a 


h 


j 


0 X 


X 


X 


0 


fV 


0 


一 p 十士 / 


o 


(/ 5 ) 


dt 


lim 

j '-*0 

lim 

j—o 


a 


h 


x 


■? 


jr 


x 




X 


JT 

^3 


To 


a 


b ^\ 

T 


+ o(x s ) 


b 


^ + a+b) P + fo + oU) 


要使极限为有限值，应有 《 


h 




0,1 + 6 = 0 ，故 “ =—~,b 


- 1 ，于是 


原极限 


lim 

x-^0 


立 

10 


+ o(.r) 


10 ' 


例 4 确定使得 


lim 


ax — s\nx 


x- 


[ln(l + t^'i/tdt 

b 




c (c 0). 
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解 因为 


0 时，么 r — sifLT 


0 ， 但 r # 0 ， 所以 


lim 

0 , 


ln(l + / 3 ) 


df = 0, 


b 


故 A = ()• 由洛必达法则，有 


ax — sinx 


lim 

” 0 1 [ln(l + t 




3 


h 


n/tdt 


lim 


a a' — sinx 




2 


0 


[ln(l + 


0 

0 




=lim(u — cosx) 

■i — O 


ln(l + ^ 3 ) 


x 


lim X{a — f 0S 工 ) .( 无穷小代换 ) 


jr-^0 


X 


a — cosx 
lim - o - = c. 


jC -^0 


X 


因分母当 jc 一 ^ 0 时极限为零，故 lim (“ — cosx) = 0, 解得 ^ = 1. 


j 一 0 


从而 


c 


lim 

j*— o 


1 — cosx 1 


X 


例 5 讨论以下函数的连 续性 : 


sin2(e J — 1 ) 
e r ——1 


/( x ) = < 


X 



cos/ 2 d/ , 


. r 〉0, 


x = 0, 


jt <C 0. 


解 


lim 

4 

x^Q 1 

lim 


sin2(e x — 1) 


X 


e 




1 


lim Sm2(e ~ !) • 2 = 2 = /(0 ) ， 


x 




X 

cos / 2 d / 


0 

0 


: r—0 

IJ 


2(c - 1) 


lim cos a 


9 


1^2. 


0 


所以 ， /0) 在 T = o 处间断 • 

2. 求变限积分函数的导数 
求变限积分函数的导数，只需用公式 


d 


X 


j\t)dt = tr) — /[pO)]〆<>)• 


pu ) 


售 
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^ pcosx 

( 3 ) 3 — 尤 sinPdf 

QXJ 2x 

= — sinx • cosxsinCcoso:) 2 — 2 • 2 工 • sin4 ： r 2 


= — —[ sin 2 xsin ( cosj ：) 2 + 8^: sin 4 x 2 ]. 
a r 卩乂广 r n 

⑷忐 /( Od . 

1 - J 0 - 

=e Jo • (— e ) f(t)dt + e ‘ f(x) 

Jo 

_ (*% 一 /2 山 r ^ 2 C x -I 

=e Jo / ⑴ - e -工 / ⑴ dr • 

- J 0 _ 

例 7 求下列方程确定函数的 导数： 

(1) e # d^ + cos^d^ = 0 ，求 ^^; 

Jo J o djo 

<2) r ^^+ f 】 e -、= 0 , 求# . 

•/ 1 1 J i/x ax X=1 

解利用隐函数求导方法. 
a) 两边对工求导，得 
• 400 • 




e 


•>， 


dy 

dx 



cosx = 0=> 


dj ： 

dx 


COST 


e 


y 


(2) 两边对 x 求导，得 


sin) dy - 1 /: 

— c 


•> 




d 


r 


-> 


x 


0 


iy 

dx 


7 


V -l/^ 

^ —— e 


x^sxny 


由于 : r = 1 时， 


ry 


J 


= 0,故 : v = 1 ，代入得 


dx 


jr 


1 • sinl 


e 


esinl. 


例 8 求下列函数的导数: 
(l) y = y ( 工 ) 由方程 sinx 




J 


\ — e _ 〜 确定，求 g 


(2) x 



dt 


，求 


d 2 3 ； d z x 


(3) x 


0 


rr 


(4) x 




小 dx 2 ， d ， 

sinudu = J cos«dw ， 求裝 ; 

sinu 2 du^y = cos/ 4 


解题 （1)、 题 （2) 是隐函数求导问题，题 （3)、 题 （4) 是参数 


方程求导问题. 

(1) 两边对 I 求导，得 


COSX 


d 2 )， 


e()〜 r (y _ 1) 




0 : 


dy 

dx 


e cosjc 


1， 




sinxe (y + 2(y — x)[ ^ — 1 


e cosx 


e iy i)[2 ()， 一 j ： )cos 2 .re 


o - j ) 




sin‘r]. 


(2) 两边对: r 求导，得 


1 dy 

vT+y dx 


d 2 y 

dP 




_ 

/ TT 7 d jc 


d )， 

djr 

y 


v^l + 3 ’ 2 ， 


/I 




9 


1 + y = 3 1 * 


两边对 ^ 求导，得 
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d / 


1+3^ 


-? 


1 + y 


(l + y ) 3 


⑶ P = 4 = ， = c 亂 

dx .r sin / 


(4) 


dy _ 


dx 


— sin ， 4 • 4, 
sin ， 4 • 2/ 


— 2t z . 


例 9 设 / Cr ) 为定义于工 > 1 上的如下连续函数，求 

F(x) = — + Injo 

J 0 \ 

解将积分号内 I 移到积分号外后求导，得 

dF / — 2 1 \ C r 9 \ 

石 = (—j d + lnx)fU). 


dF 

dx 


例 10 设 /( 


+ 丄 f(t)dt + — + Inx fix). 

^ IJ o j 

，片 ( r ) r}/ f 7t \ 

= /v 3 ，求尸 y ，其中 
Jo VlH- t 3 2 


片 （ i ) 


COSJT 




[1 + sin (， 2 )] d ， 


解 因为 
/’（：）= 


g f (工） 

1 + g 3 (^ r ) 
1 

1— + 片 3 U) 


[1 + sin ( cos 2 jr )] (— siar )， 


而 


所以 


r 


[1 + sin (， 2 )] d ，= 0， 

Jo 

[1 + sinO ] (— 1) =— 1. 


例 11 设 / U ) 


'r 厂 fsinr 

J 0 L J 1 


1 + U A 


求 /〃 


( X ). 


解因为，依分部积分法，有 


ftr ) 




1 + u^du 


"j J 

^ I 0 


1 + sinVcosrd / 
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1 十 u A du 


1 + sin 4 / cos ， d /， 


故 fU ) 


SHU- 


1 + u x du s 


1 + sin 4 xcosx 


例 12 设 /(^)连续，求 ; p tf ( x 2 — t 2 ) dt . 

G.XJ o 


’ *T -〆 "I **' 

因为 tftr 2 — t 2 )dt ——— — f ( u ) du . 


7 


解 


o 


0 


xfix 2 ). 


所以 tf ( x 2 — t 2 )dt = x " f { u)Au = xfix 2 )^ 

dx LJ o 」 L dxJo 

3. 用变限积分函数研究函数 

利用变限积分函数研究函数的性态在理论上更具备充分性, 
因而反映的函数性质也更有说服力.在利用变限积分函数研究函 
数时，一定要先考察函数的可积性，并严格应用求导或求积法则. 


例 13 研究 /⑴在 


X = 


0的连续性与可导性. 


1 —— cos ^: 


，0 ? 


fix ) 


0, 


cos/ 2 ck 


0, 


， x > 0_ 


解 因为 lim fix ) = lim - 1 ~ C - 0SX ~ ^ = 0, 

工一 0— : -0 一 x 1 


cost 2 dt 


lim fix ) = lim 




lim cosjo 4 * 2jo — 0j 


jc-*- 0 




jr~* 0 


所以 lim /(, r ) 


/(0)，函数在 


0 连续. 




9 


/、 ⑻ = llm / ⑻ =li m h 

•r— ^ jr—0 + 


cos / 2 d ^ 
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L' 2xcos.r 

— 


jr—O ■ 


所以 尸- (0) (0)， 函数在1 = 0不可导. 


例14 设 fix ) 在[0, 



) 上连续且满足如下方程 ，求 


/( 2 ). 






x. 


解 方程两边对: r 求导，得 

/[ 工 2 (1 + x)] • (2*r + 3x 2 ) : 

显然，当尤=1 时 ，/[ x 2 (l + X )] = /(2)•故 


/( 2 ) 



3x 2 


例 IS 对函数 / Cr ) 求尸（0). 


/ O ) 


J t l 

(e — l)dt 

- - 2 - ， x 0, 


解 /'(0) 




I 0 ， 

lim 7 ^ ~ /(0) 


Urn — 


(e — l)dt 


0 


.3 


X—o 3 工 2 


j-^0 


例16设 fM 在 [> ,6] 上连续，在 ( a ，6)内/ u ) < 0, 证明: 


Fix ) 


) =内是单调减少函数 • 
证依积分中值定理，3 f 6 [ n ] c 匕，6：|，使 


f ( t)dt = /( c)((2 — 了）^>尸0) = /( c ). 


F f ( x ) 


(工 


±~y^ fU)dt + 

■[/( 工）一 /( c )], 


由尸 Cr )<0 知 jOr ) 单调减少， / Cr ) — fO <0, 所以 F f U ) < 
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0,故厂 Cr ) 是单调减少函数. 

例17 证 明：若 /( x ) 是周期等于 r 的连续函数，则 


lim 


V(/)d/ 

Jo 


T . 




0 


证 V X > T ,3 « eN ， 使"7，<工<(” + 1)7\ 而 : r 一 
^ + oo . 且知 f { x ) 在 [0, + oo ) 上有界 • 设工 = ”了 + 


w ，0 < « < 7\ 则 


lim 


lim 


n-* oo 


X fiOdt 

Jo 


tiT + u 


lim 




^fT 


“Jo 


nt)dt 



T CZT 
+ 

o Jr 



• • • 


+ 


fCOdt 

J nT _ 


1 r rr r«r+« - 

= lim ^r- — n f ( t ) dt + 

h— oo 十 WLJo J nT _ 

=lim ^ p \ — ” /(/)d/+ fU)dt f /(OcU 有界 j 

»-co /以十 wLJo Jo 」Uo / 

1 厂厂 

=〒 f(Odt, 

j J 0 

例 18 设 /(.r) 是以了为周期的连续函数，证明: F(x) 
fO ) dt 是以了为周期函数或者是周期函数与线性函数之和. 


证 F(x + T ) 


4+7, 


f(Odt 







f ( t)dt 


F(x) 



= F (jr) + c. 


o 


当 c = 0 时， F(x + T ) = F ( x ), 故 F ( x ) 是以： T 为周期的周 


期函数. 


当 c 关 0时，记 <p(x) = F(x) - f jt ， 则 

外- 2 " + 了）= F(x + T ) — ~(jr T ) = F(x + T ) — c — Tpx 

— F(x) — -^x = <p(jr ) , 

即 < p (. t ) 是以: r 为周期的周期 函数. 所以 
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c 


Ftx) — fix) + Tp^r 


是周期函数与线性函数之和. 


例19 设 P ( x ) 




In( 1 一 t ) 


dt^x e (- i ， i )， 证明: 




o 


9^( x ) + < p ( — x ) = — p ( x 2 ). 


[pCr) + 沪（ 一 x)]’ 


「1 ln(l — t ) 


dt 


x 


ln( 1 一 t ) 


d ， 


0 


ln(l — x ) . ln(l + x 


X 


x 


— — ln(l — x 2 ), 
x 




<pCz 2 ) 


x 


0 


ln(l — t ) 


t 


df 


= T ln(1 - x2) ， 


由 


i > Or ) + < p (- x)J 






知 


9?o) + <p(— x) = + (• 


取 *r = 0 代入，得 c = 0 ，所以 ^( x ) + < p ( — x ) = —^( jt 2 ). 


例 20 设 / Cr ) 




Inf 


h/ 


1 


cU，x G (0, + ⑺），求 / 


X 


/(，）• 


解先求/ 


X 


，作代换《 


得 




r 与心 

j 1 1 + / 




ln(l/w)j 1 

fl … 

1 + 1/^ u 


r.r 


\ntt 


4 / 


u(l + «) 


du 


,1 


lru 


-du 


r.r 


a 




ln ^ 


所以 


x 


+ / Cr ) 


1 + w 

T \nu 


du 


^-^-du — /(jr), 
u 


u 


du = —( lnw ) 2 


ln 2 x . 


0 


例 21 设 / U ) 在 [1, + CXD) 上可积，且 > 0,求函数 


r 


F(x) 


T 




X 


+ \nx 


2 


+ In , 




♦ 
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的极值. 


解对 F ( X ) 求导，得 


F f ( x ) 


d _ 

dx 


+ ln.r f ( t)dt 一 


+ In / 


I ? I f * ? 

—— H - /(/) d , + - h In.r fix ) 

\ ^ ^ / J i x 


—|,7 + 叫/(，) 




\ 


X 


士/⑴ d ， 


令 F r ( x ) = 0,由 > 0 知，驻点为 JT = 2, 而当 X <2 时， 

J i 

尸 U ) < 0; 当 x > 2 时，厂 U ) > 0 .所以当 JT = 2 时， FU ) 有极小 


值 F (2). 


例22 证明： / U ) 


证 fix ) 


t, xe 


1 r ^ 2 

— d , 在 （0 ， 

工 Jo 

— j 


) 内单调增加. 



X ， 


e T dt — e ； 




(e 


Jo 


e’）ck > 0, 


所以， / Cr ) 在 （0, + co ) 内单调增加. 


例 23 设 fix ') 


t 2 ) sm ln t <\ t G N ， 证明 


/O) < 
因为 / U ) 


(2" + 2)(2" + 3) 


,^ ^ 0, 


证 因为 ftr ) = Cr — x 2 ) sin 2,, jr = x(l — . r ) sin 2 V ， 则 

ftx ) 与 X (1 — JT ) 有相同 符号. 当 .r < 1 时， /% r ) > 0; 当 x = 1 
时 ，尸 （一 1) = 0;当 x > 1 时， /'(. r ) < 0.故 fix ) 在 j : = 1 处取 
得最大值，所以 


ftr) ^ /(I ) 


"I 

Jo 


t 2 ) s \ n Zft tdt ^ 




o 


2” + 2 + 3 — (2« + 2)(2/? + 3)* 


407 



f ( jr ) ^ 

o 

证 因为 r Cr ) = (1 —、 r ) ln(l + "•: r )， 令 f f ( x ) = 0,得驻 
点 .r = 1 .当 0< x < 1 时， /' Cr ) > 0; 当 .r > 1 时，尸(了） <0 .所 
以/( I )为最大值. 

fCr) ^ /(I) = (1 — t)\n(l + 

Jo 

因为 £〉0,0 <1 ln(l + «0 ^ W ，故 

/( 工 ）< /(I) ^ (1 — t)ntdt = 

Jo 6 

例25 / O ) 在[“，々]上连续，且 / O ) > 0•设 

F(x) == f{t)dt + 777 ^^ ? » 

J “ J A J \ t ) 


证明：（1) FU ) >2；(2) Fix ) 在0,6]上只一个 零点. 




证⑴ F ' ⑴=/ ( 工 )+7 ^ = ^^1>齋 

(2) 因为 F f ( x ) > 2,所以 F ( x ) 是单调增加函数，又 


FGO 


7 ( 7 ) 


d /<0, F ( b ) 


/(/) d / > 0, 


所以 FU ) 在[“，幻上单调增加且两端点异号，由连续函数的零点 
定理， F ( x ) 在|>，/;]内有惟一的零点. 

二、定积分的计算与证明 


1_定积分的计算 


一 般来说，定积分的计算只要求出被积函数的一个原函数，再 
应用牛顿-莱布尼茨公式即可得出 结果. 求原函数的技巧已在不 
定积分中叙述，对于一些特殊问题，如根式、绝对值、分段函数、对 
称区间上的奇偶函数等，是我们应该重视的. 

先用牛顿-莱布尼茨公式计算定积分. 

例26 计算下列 积分： 
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( 1 ) 


2 — x 2 dx ； 


(2) 


Zx — x 2 dx . 


0 


0 


解由于 


w 


'? 


d t 的几何意义是以原点为圆心、尺为 


半径的上半圆的面积，所以 


R 2 — x z dx 


nR 2 , 


dx 


nR \ 


由此可以得出 




( 1 ) 


( 2 ) 


2 — x l dx = 冬 -fY ) 


2 x 


dx 




1 V\ - (x - 

Jo 


2^ 

l ) 2 d(x — 1) 


丌 （1) 


例 27 计算下列 积分: 


( 1 ) 


%)— 


： t/2 


cosjr — cos 2 xd.r ； 


( 2 ) 


1/2 


- 1/2 


( arcsinx ) 
V \ — x 2 


dx ； 


ri/z 

(3) In 
J 1/2 

(4) r [c 

j — ^ 


i —^ 
i+x 


arcsin */ Y — x 2 dx* y 


CO&JT 


、 + (jo — e°° x )f ( —: r)]dx ， /Xx) 连续 * 


解 由于积分区间是对称区间，因此可以利用对称区间上奇 
偶函数的积分性质. 


(1) 被积函数是偶函数，故 


■it/2 


cosx — cos 2 xdx 


W 2 


it/2 


cosjrsin.rdx 


J V2 

( cosx ) I /2 dcosj ： 

o 


- —( cosx ) 


3/2 


»/2 


(2) 被积函数是偶函数，故 


(arcs 

J -1/2 /Y 

Itttk 1 

2 • — 

L 3 


( arcsinx ) 


dx 


■ 1/2 


0 


( arcsinx ) 


1/2 


( arcsinx ) 2 darcsinj ： 

2 / 7 T ] 3 7 T 3 

'36 _ 32V 
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(3) 因为 In 是奇函数，而 arcsin /l — x 2 是偶函数，所 

i 十 j ： 


以被积函数是奇函数•故 


ri /2 1 

Ini 

*j — 1 / 2 1 


- X 

+ 了 


arcsin 


x z dx 


(4) 因为 （x + e ’）/( x ) + (x — 0 ^)/( — x ) 


= x [/(* r ) + /(— x )] + e [/( x ) — /( — x )]， 

而 ftr ) + /( — x ) 是偶函数， / O ) — /(— x ) 是奇函数， x 是奇函 


数 ， e _ 是偶函数，所以被积函数是奇函数，故 


• (x + e c ° SJC )/( j ：) + O 


COSJC 


)/( — * r)]dr 


例28 计算下列积分 


、t 


⑴ Joe " +广如 


( 2 ) 


*ir/2 

* _*/2 1 


+ e ' 


sin 4 xdx * 


解 当不能直接求出原函数时，可采用分段积分，设法消去 
不易积出部分. 


( 1 ) I 





L +八， 


x — 2 


2 — 


dx 



2-x 


dx 


~ L ? 


? Z7 T? d/ + Ji e " + e 2 - rdX 


e + e 




e x + e 






n e x dx 

-A + 2 -^^1=-/, 

J i e 十 e 

一 /i —— —I arctane -- . 

^ I 4 


de 


2x , 

e + e 


所以 / — /i — 7 t H - arctane 

G 


一 arctane - 

e I 4 


(2) I 


矿 



—東 II 1 + c T 


~sin 4 xdx 
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sin 4 xdx 


J — n /2 \ - f - G 


而 


r ^/2 , 

< — 兀 ’2 1 


sin 4 x , x ^ — t 
- ； d ^ == 

.+ c 


sin 4 广 d/ 


'计 1 Sin 4 -- d / (同乘以 e ; ) 

J ^ ' 2 1 -j- C 


「 z /2 〆 . 
- l Sl 

J -n/2 1 + e 


_ a 2 


穴 /2 1 + e 


sin 4 : rdjr ， 


代回，移项除以2,得 


W 2 


sin 4 xdx 


I 、 H ■—I 


计 l 


sin 4 jrd:r = — 

lo 


例 29 计算下列 积分： 

"jt/2 

(1) 4 cos 4 仇 1(9; (2) 

J - ff /2 


1 — sin2^rdx,A^ G N, 


0 


解对于周期函数(周期为了），有以下积分性质: 


/(x)d 


JL^ - 


v+r rr /2 

f(x)dx = /0)cLr ， 

u J -Tit 


vrr rr 

fix^dx = n /(jc)dx, 
0 Jo 


cos : rcLa : 


J 一 


cosxdx 


m 2n 

,si 

Jo 


sirurdx = 0, 


cosxdx 


cosxdx 


( 1 ) 


.it/2 


4 cos 4 ^ d ^ 


^/2 


cos 4 ^ d <? 


l rc/2 


(1 + cos 2 汐 ） 2 d 夕 


«/2 


V /2 


(1 + 2cos20 + cos 2 2^)d^ 


'«/2 r 

t 

Jo _ 


2 cos 20 + —(1 + cos 4^) d ^? 


W 2 


# 


— 4 cos2^d^ + cos4^d^ 


其中 cos 2^ 的周期 T = k ? cos 4^ 的周期了 = tt /2, 依上面公式， 


'k/ 2 rn/2 

cos 2^ d ^ = 0, cos 4^ d ^ = 0,故 


'?r/2 

4 cos 4 ^ d ^ 

J —d 
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(2) 


1 — sin 2^ d.r 中 sin 2^ 周期 了 = 穴，故 


(cosx 


sinjr 


) ，z dx 


N 


7t 

(cosx — sin.r)dx + N (sinx — cosx )dx 

J ^/4 




例 30 计算下列积分 


/3~ 


( 1 ) 


(3) 


dx ； 


( 2 ) 


— 2x Z H-lrur 

e dx; 


(4) 


dx 

x 2 (l + 工甲 

dx 


o e 


解 （1) 


2 xdx _ 1 2 

i 工 2 + :r + 1 2 J i 

一 1 * 2 d(x 2 + j: + 1) 

"2.i x 2 + x + 1 


2 x + 1 ~ 1 

工 2 + 工 + 1 


16e 

dx 


n d { x 2 + j : + 1) _ 丄 2 d (: r + 1/2) 

! X 2 + X + 1 2 Ji O + 1/2) 2 + 3/4 

2 i 2,jc H~ 1 2 

In |x 2 + x + 11 - —=arctan yr —— 

i V 3 v 3 1 


/3^ 


( 2 ) 


=—In —- 

2 3 

dx 

x 2 (l + jo 2 ) 


1 I 

/ y ' 


arctan 


/3" 


arctan 


/y • 

, 


/3~ 


dx 


rr 


• rr 

.i I 


^ 1 + x 2 — x: 
x 2 (1 + 
dx 

1 + i 2 


dx 


/ 3 ~ 


arctanx 


1 — 


yr 




(3) 


(4) 


— 2r^+lai* 

e dx = 

1 - 2x 2 1 

■ 4 e o 
1 dx 


_i 

Jo 


_ 2 〆 j 

e jcdx 


「12. 

d(- 2x 2 ) 


— 1 . 


16e 


Jo 


(e ) 2 — 16 


dx 


'i 

Jo ( e ’ 


^de_ 

4)(/ + 4) 


"i 

Jo 


e + 4 


de 


In 


e — 4 

e x + 4 o 
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In 


e —— 4 


e 4 
例 31 计算下列积分 


In 


o 


( 1 ) 


(3) 


(5) 




.r 2 — 2x — 3 I dx ； 




jo 1 6 x "dx ； 


— 4 




n 


0 


%/sm^O — sin ^Odx ； 


( 2 ) 


(4) 


( 6 ) 


t — x I d / ； 


0 


2 」 


c 


e 


djr; 




rb 


a 


I — u ― h d 工, 


解由于被积函数含有（或隐含）绝对值记号，因此要根据被 

积函数在部分区间上的正负，分区间求积. 

(1) 因为 （_ 2, 一 1) 和（3,5)上被积函数大于零，在（一1，3) 

上被积函数小于零，所以 

(: r 2 — 2 了 一 3)d:r — 


广3 


— 2 


(jt 2 — 2x — 3)dx 


_ 1 


rs 


(x 2 — 2x — 3)dx 


3 


X 


3 


X 


o 


3 了 



r 1 f 

i 

/I 


X 


3 


X 


3 


x l — 3jo 


5 


71 




9 




2jt 


3 


(2) 当 .r < 0 时，有 


1 1 1 — x I dt 






0 




0 


X 


X 


0 


当 x > 1 时，有 


1 — x \ dt 




V 


0 


t(jr — /) d ^ 




0 


\X 


X 


0 


当 0< I < 1 时，有 


0 


1 1/ — x |ck 


t (x _ /)di -f- 




— x)dt 


J. 


t z 


T 


j 


0 


X 


X 


X 


X 

Y 


+ 丄 

S r\ ■ 


广 4 


(3) 


x \/l6 — a' 2 dT 


4 
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广 0 


x Vl 6 — x 2 dx 



4 


JC 


/f6 


x 


o 


dx 




0 


_0 


(16 — :r 2 ) 1/2 d(16 — P) 


4 


广 4 


(16 — x 2 ) ]/2 d(l6 — x 2 ) 




—(16 — r ) 3 


0 


;(16 —x 2 ) 


l\Vl 


0 


4(64 + 64) 


128 




(4) 


j 


2x x 

e — e 


dx 


'0 


( e " - e U )dx + 




V — e)dx 




0 


x 


lx 


e 


e 



0 

_l_ 

i 

1 

-1 


lx X 

e — e 


o 


9 


e 



r 


(5) 


K 


| cos ^| ( sin ^) 3/2 d 0 


%/ sinm 3 ^ —— sin 5 沒 d 夕 


j 


o 


、氪! 1 


cos ^( sin ^) 3/2 d ^ + 


0 


'n 


( — cos 6) ( sind) 3/2 dO 


n/2 


广: t /2 


( sin ^) 3/2 dsin ^ 


奉 


0 


0 


(sin 汐） 


5/2 


n/2 


0 




⑹记 /( x ) = \2 x — a — h 



a "h h 

= 2 

x ——- 

2 


a ^ b 


x 


2| 


JC 


2 I 了丨 =/ 


a b 


，则 


x 


故 fix ) 关于直线 X = 对称，有 


rh 


a 


j 2^ — O - — h j 


、h 


rb 


X 


iu-\-b)/2 

a ^ b 


a 


h 


JC 


d . 


x 


(*/+/»>/2 \ 2 

例 32 计算下列 积分： 


dx 


(h — a) z 


(1) fix ) 


e 


』 > 0, 


r? 


A + j < 0, 


求 f {2 jc — l ) d : r ； 
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* 


(2) max{ jt, x 2 } 


_ 2 ^ x 〈 0 ， 
0 < 1 ， 

1 ^ ^ 2 , 


求 max {x ， jr 2 }d.r; 
^ 一 2 


(3) /(x) 


1 + .r 


， x ^ Oj 


求 fix — l ) dx ； 


1 + e 


， x < 0, 


0 


(4) /( 工） =x，x > 0 ， 《 O) 

求 — t)dt (x ^ 0). 


sinx ， 0 ^ x <C ?r/2, 

0 ， x > 兀 /2 ， 


解分段函数的积分要分段计算*对于函数中变量的代换， 


要注意准确性. 


⑴ H2x - 1 ) 


-2x4*1 


x ^ 1/2, 


1 + (2 工一 I ) 2 ， x <C 1/2. 


f(2x — l)dx 


1/2 


一 1 


[1 + {2jo — l) 2 ]dx + 


^ 1 
e 

J i/2 


— lx 


x + —{2x — 1) 


(2) max{.r, x 2 }dx 

J -' 2 

x 3 |° , X 2 1 

—— —I — — 

3—2 2 o 


"j 1/2 
J ™ 1 


1 - 2 j I 2 


(13 


da ' 


— 3 

e )• 


x 2 djc + xdx + x 2 dx 


I -2 
.3 1 2 


11 


X 1 ， 


(3) fix — 1) 


了， X < 1 


fix — l)dx 


2 ri 

In |^| + 


dx + 


d.r 


ol 


j-i 


1 —~r 1 —t 

^—T-^dx = ln2 - f 1 ^ 


11 1 + e J 

ln2 — In |e +1| = ln(e + 1), 


— 1 
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(4) 设“ =.r _ /，则 


fjT 


f(t)g{x - t)dt 


0 


ro 


f(jr — u)g(u)du 


fix — 


4 / 


因为 f Cr — t ) = jt — ^^ t , gU ) 


sin ,， 0 ^ ^ 丌 /2, 




0, 


t > n/2. 


故 


X 

(x — t^sintdt = x — sinx ， 0 ^ jo ^ n/2 j 


0 


rn/2 


(x — Osintdr = x — 1^ 〉 tt/2 


0 


*4 


2 . 用换元法计算与证明定积分 

换元法计算定积分的关键是第二换元法的换元积分公式中 
换元必须换限”，必须准确实现. 

例33 计算下列 积分： 


( 1 ) 


(3) 


arctan v x 
^Toc (1 + JT ：) 
dx 


• dx ; 


( 2 ) 


「4 


dx 


x(l 


x ) 


0 1 + e 


.r 


(4) 


,2/ir 1 - 1 
—sin — dx 

i/K x u x 


解 （1) 


P arctan vjt 
1 (1 + jo) 

C 3 

= 2 


d.r 


「 3 arctan vx 2 d Vx 

i i +(/Ty 


* f 

arctan v x darctan x = (arctan 



x 


y 


(arctan v 3 ) 2 — ( arctanl ) 


144 


7 


( 2 ) 


d . 


T 




. r(l 


x ) 


dx 




^Tjt (1 + 



T 




2 d V 


x 


广 4 




2 ln 


(1 + 


x 




X 


1 


d 


x 


X ! 


1 


X 


In 


In 


2 ln 
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4 


(3) 




0 1 + 


dx 


n 


dx 


_e _ 

0 1 + e 


r i dc 

— TTT I 

2 J 0 1 


1 d(l + e 


e 


In 11 + c 




0 


ln 2- ln|l + -U 


(4) 








X 


} 


sin 


cL 


•2/x 


T 




COS 


X 


X 

2/« 




sin — d — 

x x 





dcos 


x 


例 34 计算下列 积分: 


n 


( 1 ) 


(3) 




x 



1 — 、 


o v 1 + X 

r djr 


x t 

- d : r ; 




x 


vT 


( 2 ) 


(4) 




a 


x 


s/a 


2 


x 


•? 


dx 




0 

广2 


x i 


J 


d:r 


/2 


X 




1 


解 本例用第二换元法的三角代换求解. 


( 1 ) 




X 


0 



I — J 0 
1+1 


djr 




n 


>r(l — 了） 


dx 


x — sin/ 




0 \/1 — JT 

n/z sin/(l — sin /) 
o 


cost 


• cos ^ d ^ 




/O 


( — COS/) 


(利用 


7T 


鲁 


0 


2 2 


1 — 




丌 


V 2 


( sin ^ 






0 


f* 


IT 


0 


sin ^ xdx 的瓦里士公式）. 


( 2 ) 


x 


2 sTa 


z 


x 


z dx 


x = asm / 


o 




«/2 


0 


/7 4 f * /2 

— sin L > 2/ d / 

4 J o 


a 4 r 气 

¥Jo a - 


a 


TT 


a 


*/2 


(3) 


8 

JT ~ 


8 .了气 


a 2 sin 2 ， u 2 cos 2 ，df 


cos 4/) d / 


na 


16, 


cLr 


x — tan/ 


1 X 
V3 


yi + x 


2 


_k/3 




sec "/ 




( sin ，） 一 Msin / = — ( sin /) 

J */4 


tan / • sect 

ic/3 


JT; 


d / 


/ y - 




争 


sin 2 /)df 


417 • 


r? 


(4) 


j 


dLr 


sec/ 


斤 x — 1 

例 35 计算下列 积分: 

jrdx 

-i r 


x ’ 3 secf • tanf 


«/ 


sec 卜 tan^ 


dt 


； t. 


Tl 


7 t 

12 # 


( 1 ) 


( 2 ) 


/5 — 4 x 


dx 


3/4 /Y 


X —— 1 


(3) 




^ e 
0 


■ V 7 


i 


c 


3 


dx ； 


(4) 




■In 2 



1 — e~ u dx 


0 


解 （1) 


jtcL 


Vd ^ 


ix 


ri 


- 1 5 _ 4 工 


•p/ 




it 


•cU 




j 


—(5 — t 2 )dt 




t - —t 

1 24 


( 2 ) 


dx 




X 


ro 


3/4 


n/2 


(3) 




0 


〆■ 


- X — 1 

+ 1-1 
/ — 1 




mf 


1/2 


2 t —— 1 


dt 


dr = Z[t — \n(t — 1)] 


1/2 


0 


1 一 2 ln 2 . 


A ^ e l^dx — 


o e' r + 3 

^ If 


(1 + t z )f 2fd? 


4 1 + t l 


4 


dt = 2 


2 


0 


1 - 


2t — 4arctan — 


9 


0 


4 


4 


7t. 


& 


(4) 




ln2 


0 


a /1- e' 2r d 


-— x 


s\t\t 


X 


r«/2 i _ 

, r /6 sin ? 


sin 2 . 


dt 




COS ? 

'!t 

^/2 J / 〜 2 



cost 

sin/ 


dt 


«/6 sxnt 


sinfck 




=In I esc/ — cot? 

例 36 计算下列积分 

1 ln(l + x) 


it /2 


+ cosr 




it/ 


ln (2 + /T) - 


3 


( 1 ) 


(3) 


0 


rn /2 


0 


1+ 了 : 


dx ； 


( 2 ) 


ri 


o 


arctanx 

1 + :r 


dx ； 


smj- 


e 


sirvr 


COST 


dx ； 


e 


e 


♦ 
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( 4 ) 

解 

ln(l - 


4 _ /lnQ — ，— ) _ d r 

2 \/ln(9 — 了 ) + \/ln (jt + 3) 

(1) 令 ： r = tan/ = secVd/ ， 贝 [j 

x), 卩 4 ln(l + tan ，） 


dx 


… ln( 
Jo 1 


+ tna 2 t 


• sec 2 tdt 


'jt/4 


ln(l + tan/)d/ 


In 1 + tan 


u \dti 


w/4 


W4 「 1 — 

= [n 1 + ™—p 

Jo L 丄 

， n/4 pt/ 

= \n2du — 

Jo Jo 

出现循环，移项得 


tan^ 

tanw 


du 


_jt/4 O 

In - ~ :- d" 

0 1 + tame 


ln(l + tanu)du 


士 /4 


ln2 — ln(l + tanOd，, 


1 lnQr 十 1) 
o 1 + x 2 


dx 


_«/4 


ln(l + tan/)d/ 


ln2* 


TC 7T 

(2 ) 令 arctanx = — - arctan ，， 由 arctanx + arctanf = 丁，得 


tan(arctanx — arctanx) = 1, 


故 

于是 


x + t 

1 + 工， 


r + ^ 


dx 


— 2 
( 1+0 




*o 

^ 1 1 


1 arctan.r, f° 丌 /4 — arctan ， 

0 1 +了 Jil + (1 — f)/(l + f) 

_ f 1 ?r/4 — arctanx 2dt _ 7t f 1 dt 

-o 2/(1+/) (1+/) 2 4 ^ o 1 ~\~ t 


2dt 

(1 + O 


2 


、 arctanx j 
. oT+ x d 


移项得 


1 arctanjr 

0 1 + j ： 


d.r 


dt 


8 Jo 1 


ln2- 


(3) 


Jo 


smx 


e -r = n/2 

^ - ^dx=— 


=-f 

J n/2 




cos/ 


sin/ 


dt 


J 0 


COSJ 


COSJ* 



jdr 


參 
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移项得 


21 









e 


e 


sirur 


co$x 


d.r 


丌 


e 


e 






sm.r 


故 


c 


o e 


cos,r 


rrrdx 


7t 


sm.i 


G 


(4) 




^ . 


/In(9 


x 


)d.r 


V^ln (9 _ x) + -/In (x ~h 3) 


9 — x 


3 



v^ln (/ -f- 3) dz 


\/ln ( 广 + + \/ln(9 — O 


4 



n(.r + 3)dj ： 


2 yin(x + 3) + vln(9 — x) 


移项得 2/ 


4 v^lnO — + vln(x H~ 3) 


2 yin(9-x) + /InCr + 3) 


dj ： = 2 ? 


妨 「 4 _yin(9 — jt)cLc _ = ^ 

% 2 \/ln(9 — x) + v^ln(x + 3) 

题 (3) 、 题 (4) 两积分式的特点是，被积函数分母有两项，分子 

是分母中的一项 . 采用变换时，要善于设计，使分子变为分母中的 
另一项，而分母不变；积分限不变或上、下限互换 . 

对三角函数有理式与其它初等函数组合或复合成的被积函 
数，进行代换时注 意到： 

(1) 积分区间对称时，可取 i=—G 

(2) 积分区间为 [0,7T] 时，可取 : T = 7T — 


(3) 积分区间为 [o ， U 时，可取工 = j _f ; 

(4) 积分区间为「 0, 子 "1 时，可取 jt = ~~t. 

L 4 J 4 

这样，原积分分解成若干可抵消或容易积分的积分 . 例题如下 . 
例 37 计算下列 积分： 


( 1 ) 


、/2 

Jo 


sin 10 .r — cos 10 x 
4 — sinx — cosx 




( 2 ) 




0 


xsin 3 .r 
1 + cos 2 jt 


dx 


解（ 1) 令了 = 专 * /,djr = — ，则 


^ 420 • 


r ^ /2 sin 10 .r 


cos 10 jt 


o 4 _ siru: — cosx 
ro cos 10 / — sin 1( V 


-dx 






ff/2 4 — cos 广 — sin/ 


d(— /) 




cos 10 .r 


• 10 
sin x 


4 —— cos.r 


dx 


sinx 


移项得 21 


rn/2 sin 10 jr 


j 


cos 10 jt 


cos 10 ,r 


* io 

sin 


0 


4 




cosx 


故 


，n/2 sin 10 :r — cos 10 x 


o 


4 




smx 


( 2 ) 




n xsin t 」 i 

ax = 


— t 


COSX 


ro 


sinjr 


dx — 0. 


dx = 0 ， 


o 1 + cos 兮 
C K sin 3 xdx 


Tt 


移项得 2/ = 


o 1 + cos 2 x 

「冗 sin 3 jrd:r 




(tt — /)sin 3 / 
1 + cos 2 / 

xsin 3 x 


dr) 


1 


cos\r 


dx. 


o 1 + cos 2 ^: 


丌 






0 


9 


sin\r 


丌 


rn 


0 


2-(1 



cos .r 


1 


1 + cos^x 

dcos.r 


dcosx 


COS JT 


2 兀 arctan(cos:r) 




0 


KCOSX 


IT 


0 


7t 


2 


2 丌， 


故 




xsm x 




0 1 


COS^JT 


dx = 冬（丌 2 — 2 丌 ）, 


例 38 证 明：若 /U) 为连续的奇函数，则 /(Odr 是偶 函数 ; 


j 


•JT 


0 


若 /(.r) 为连续的偶函数，则 /(O 心是奇函数 . 




0 


证 设 FCr) 




rv 


/ ⑴ d /， 于是 


0 


F(— x) 






u 


rr 


0 


J 


/( — u)dx 


0 


/( — t)dt 


0 


(1 ) 当 /( - 1) 






/(O 即 fit) 为奇函数时，有 


F ( — x) 




JT 


0 


_ _ / ⑴]士 


J 


f(t)dt = Fir) 


知 FU) 是偶函数 . 


(2) 当 /(-O = /(/) ， 即 fit) 为偶数函数时，有 


F { — x) 


=— F(jt) , 


4 / 


0 


■ 
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知 F(x) 是奇函数 . 

例 39 设函数 /(.r)4(.r) 在 [— «,«] 上连续， 〆 ： r ) 为偶函 
数，且 /(』）+/( — = /K 常数），证明： 




U 


f (x)g(x)dx = A g(x)dx. 


并计算 


V2 


nr> 


sin.r I arclane^dx, 


f (jo)g(x)dx 


_0 


在等式右边第一式中令 


f (x)g(jr)dx 

，有 


u 

/(x) 尺 （ x)clr ， 


o 


'0 


f (jr)g(x)dx 


k o 


/( _ Og ( — t)d ( — i) 


/( — x)g(x)dxj 


it 


则 


/( — Jr)g(x)dx 

0 



u 


' 。[’(- ：)+ /U)>(L ^j>(x)dx, 

利用上式，令 /Cr) = arctane x ，则 


/( ^) + /( — x) = arctane^ 4 - arctane 


/?_(x) = |sin^| 是偶函数，故 


V2 


-«/： 


jsin.r jarctane^da: 


兀 ， n/2 

2 Jo _ 


sin:rdjr 


这里若令 F(x) = arctane’ + arclane— '可证 F f (x) = 0, 故 
F(T) 三 厂 （ 0) = arctanl + arclanl = — # 


例 40 证明 : 


:r/(sinx)dx 


7t f 51 r«/2 

V /(sinjr)dx = 7t /(sinx)djr. 


0 


0 


并计算 


jrsmx 


A ▲ I 

- 

cos x 


xf (s\njr)dx 


( 丌一 Z)/[sin ( 丌一 ，）](—dO 


(丌一 /)/(sin/)df 
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7r /(sin ， r)dr 


(> 

.r/(siar)dx t 


o 


0 


移项得 


x/(siru")djr 


JT 

/(sinjr)dx 


i « 

又 f (sin.r )d^ 


V2 


0 


/ (sinx)dx + /(sinjr)cb :， 

J «/2 


在等式右边第二式中令 n — 有 


f (slnx)dx —— f(s\nt)dt 
nil J «/2 






f (sinx)dx, 


0 


故 

从而 


/(sinx)dj ： 


V2 


/(sinx)dx, 


0 


xf (sin.r )dx 


V2 


/^(sinx)djr = n f (sinx)dx. 


sin.r 


在 ^1^^ 中令 /( ^) = 1 ^，有 


COS X 


xsmx 


0 1 + cos 2 x 


dx 


、/2 

jo T 


dcosx 

+ COS 2 X 


7tarctan(cosx) 


k/2 


例 41 证明 


0 


pTi/2 

/(sin.T')dx = /(cosx)djr 

Jo 


'It 

/(sin.r)do', 

Jo 


并计算 


lnsinxdjr. 


■> 


I 

/(sinjr)dx 


o 


: t/2 


f (cost) (— do 


V2 

/(cosjr)djr, 

J o 


又由上例知 /(sinx)dj ： 




/(sin:r)dj ：， 故 


0 




p 

/(sinjr)dx 


k Jt/2 


p 

y^(cos.r)dx 




/(sin.r)d.r. 


o 


而 


Insinxdjr 






p 

f (sinx)dx 


423 


,sin2x , 
In — rd,r 


lnsin/d/ 


ln2d/ 


lnsin/rd.r 


ln2. 


移项得 

同时得 


Insinxdx 


7rln2. 




Insinxdjr 


■it/2 


Incosjrdr 


ln2- 




W2 


例 42 利用 /(cosx ， sirLr)dx 




I 

f (sinx ， cos:c)clj ：， 计算 


下列 积分 : 


( 1 ) 


解 


'tt/2 

Jo 1 


cLr 

+ (tanx) ft J 


( 2 ) 


si 

. 0 1 


sin^x — cos^x 


3sinxcosx 


djc* 


V2 


I 

/(cosx,sinx)dx 


^/2 


I 

/(sinx,cos,r)dx 是显然的 . 


W2 


J 0 1 


dr 

(1) --- 

Jo 1 + (tanx) a 

n/2 d、r — 

o 1 + {XanxY 


Jo 1 


(coix) 0 


，于是 





2 Jo Ll + (tanx) a 1 + (cot:r) fl 


l dx 


、 /2 i 

Jo 1 


+ (tanx) a 


、 p /2 si 
Jo 1 

sin 4 j ： 

^ o 1 4 


sm^jr — cos\r 



3siru ： cos^r 


dx 


+ (tanx) d 
f ^ /2 cos a j: 


dx 




cos 4 

^ 0 1 + 


sinx 


3sinxcos:r 


dx ， 于是 


cos^x 


dx 


4- 3sin.rcos.r • 

sin 4 .r — cos'r + cos 4 j: — sin 4 . 
Jo 1 + 3sinxcosx 


-d 


例 43 计算 


(1 -WUr ， 并证明 



Cl 


+ 



(-ir 

Xln + 1) 


(2/0! ! 

(2n + 1) ! ! * 


证 将 （1 一了 2 广展开，即 


[1 + CW + C; t j A — O 6 + …+ ( — l) w x 2 ’]cLr 


i- c - 

A rl 


^ « 匕 h 


• ■ * 


+ 


(-ir 
+1 ， 
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又 （1 — x 2 ) ; 'djr 
Jo 


smt 


k ； t/2 


(1 — sin 2 t) 2，i cost dt 


_it/2 


COS 2 "— VdK 瓦里士公式 ) 


即证 1 — 导 



a 


+ 


.. = (2n)l\ 

1 (2" + 1 ) ! ! * 

(~ 1 _ ( 2n ) I ! 

2 ，， +1 = (^r+iyry* 


例 44 证明 


yH - 


sirur 2 dr 〉 O- 




.9 


sin:c 2 djc 


“ 一 K 1 


« 1 


smu 
v u 


du 



K smu 
0 \ /r ~u~ 


du + 


开 sm^ 
0 


du 


-f 


sin 尤 


smu 

Vu 

_ 


du 



Jo 


vu 



sinudu. 


显然 


Vu 



s\nu >0 (0 < w < jt) 


于是 




sinx 2 cLr > 0. 


0 


例 45 证明下列等式 


( 1 ) 


dx 

1 + x: 




r. 

ji i 


djc 

+ : 


9 


(a>0)i 


(2) /(x)dx = (b — <a) f[^a + (h — a)x^djr* f 


(3) ln/U + /)d/ 




r«/2 

(4)J o /(|cosxj)dx = 41 /(!cosx|)dx, 


证⑴ 


J 1 


dx 


lAr 


dt 


_i/u 


dt 




(2) / (x)djc 


7 -n 


(b — a)i 




",i + (i/t) z \ 7) 

djr 

1 + f 

"i 

^ /[a + (办 一 a)t~\{b — a)dt 




(J) — a ) 




f\jl + ( 办一 “ ） X]djT 


0 


(3) 




ln/(x + Od, 


X 


u 


0 


■r+1 


In/(w)d“ 


x 


广 o 


ln/(u)dt/ 




n 


In f (u)du 


r.r+i 


0 


In / (u)du ? 


而 


故 


fV+l 


J 


In f(u)dt 


Infix + t)dt 


U 


m/ 


ln/(, + 1 )d/ ， 


0 


0 


x 


0 


In ^- ( 4^--dr + 


/ ⑴ 


\nf (t)dt. 




0 


(4) 


r2ff 


/( |cosx I ) 


0 




K 


/( |cosx I )dx + /( [cosx I )djr, 


广 2ic 


而 


f ( I cosjt I )dx 


o 


r 加 




n 


广 K 


71 




0 


f\cos(t + k) |d^ 


J 


r 


7T 

/( |cosjt I )dx, 


0 




n 

/( |cos:r j )djr 




0 


r^/z 


f { jcosx I )dx 


o 




«/2 


/( |cosx I )dx, 


其中 


r* 


1C 


ir/2 


/( |cosx I )dx 


Jf = 71 — ll 


ro 


计 i 


/( \ costc I )d(— u) 






霣 / 


0 


f ( jcosx I )dx* 


故 


mi 


_2 双 

0 


/( |cosjt I )dx = 4 /( I cos \x)dx. 






0 


例 46 证明下列等式 


( 1 ) 


( 2 ) 




a 

0 


，{/[#，)] + f[_<p(a — j：)]}dx = a f[_<p(a — o：)]djr ； 


o 


x 



a 

JT 


dx 

x 




r* 


a 


a 


x 


x 


d.r 


x 


证 （1) 原式等价于 


it 




o 


ru 


o 


(a — x)f\jp{a — : r)]d:r 


故 




a 


x — a 


ro 


x 


0 


(a — t)f[(p{a — r)]d ， 


a 


a 


ra 


0 


— — ft[_<p{a — /)]d/ 




0 


齡 
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iJ 


(J 


a — — x 


)]d: 


移项即得所证等式 . 


( 2 ) /.: 


a 1 I d. 


T i 


/7 



d/ 


fcJ 

f\ 

J i 


a 1 dt 
- - - r 


d ， 


在上式右边第二个积分中令 ^ 


，有 


a 2 \ d/ 


f 1 W , a 2 \du 

J u -\ -- 

J u \ t^C j 



a 2 1 dti 


故 


u 


dx 


'a 



a z \ d.r 


3 . 用分部积分法计算与证明定积分 
例 47 计算下列 积分： 


知 


( 1 ) 


jre smr 丨 cost | dx 


⑵ 


|jt — a I e T dx, |“ | < 1. 


解⑴ 


sinr I ! 

xc cosx I ax 


l ir/2 


jrde 


smjr 


jrde 

J nit 


sinj- 


xe 


smj- 


ff/2 


sin.r i 

e di 


xe 


SirLr 


sin_r i 

e dx 


^/z 


«/2 


fn/2 

兀 e - 1 - c smjr dx 


sinj i 

e dx. 




p 

/(sinx) dr 


xe cosj: | dx 


i r 

2J. 


计 i 


smx 1 

e dx. 


— h 


( 2 ) 


U PI 

a Ie dx = (a — jr)e x dx + (x — a )e x d.r 


(a — jr)e J + e^djr + ( x — a )e 

—i J 一 l 


e J d.; 


(a — 


l)e 


+ (jt — a — 1 )e 


= 2e" — e H - a - . 

t e / c 
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例 48 计算下列 积分 : 

r«/4 

( 1 ) 


( 1 ) 


.rsec^x 


0 


(1 + ta n.r) 


djr ； 


( 2 ) 


乂 4 xsinx 
o cos 3 .r 


d.r, 


解 分部积分法经常要与换元积分法结合起来使用 - 




jrsccrx 


■ ^ ■ 

0 (1 + tan.r) 


odjr 





x 


(1 + tanx) 


d(tarur + 1) 


i/4 


xd 




0 


1 + tan.r 


X 


1 + tanj ： 

7t 


w/4 


0 


j 




X 


o (1 + tanx) 





f K 


dj ： 


X 


丌 /4 一 


o 1 + tanjr 

_ I + 丄 
8^2. 


'it/4 


(1 + tanf)d/ 


o 


7T 


+ Y [ ' 




In I cos/ I ] 


J^/4 


0 




_ 1L j_ _ j- 

8 丁 8 丁 


ln2 


ln2. 


(2) 

^ 4 jrsinx , 

^ dx 二 

= 

"ir/4 

xtarLrdtan.r = 

丄 _ 


0 cos X 


0 

2 « 


r )t/4 


.rdlan 2 x 


0 


xtan jt 


it/4 


7T 

S 


2 




0 
k/4 


_k/4 


tan 2 ji:dx 


0 


(sec 2 x - \)dx 


7T 


[tanx — x] 


兀 _. jr 

^ I rt 


丌 


8 

例 49 计算下列 积分 : 


( 1 ) 




1 ln(l + /0 、 

0 (2 -^) rdx? ⑵ 




It 

(xsinx) 2 dx, 

0 


解 （ 1) 


1 ln(l + X )」 

0 (2 - ^) 2 dx 
ln(l 


0 


ln(l + x)d -- 

c — x 



) 


2 — x 

ln2 + i 


o n 2 

l * o (2 — 


d:r 


n 


o 


x 


2 了 + 1 


x) (1 + JT 


djr 


tt/4 


0 
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鲁 


In2 + 


ln2 + —In 


jr — 2 1 

JT + 1 o 

4 - — 4~ln2 


ln2. 


(2) (xsinx) 2 dx 


9 1 — cos 2^' j 

• - ^ - d:r 


dx 


jr 2 cos2xd:r 


—— x 2 dsin2x 


T 


JT" X * 

—sin2：r - r 2xsin2xdx 


: rdcos2、r 


丄 

cos2x — r cos2xd.r 


+ 


. \ K 丌 7T 

sin2 工 = - r* 


例 50 设尸 U) 连续， /U) = 2, 且有 


求 /(0)- 

解 


[/( 工 ）+ f ff (x)^\smxdx — 3, 


0 


/(x)sinxdj ： = [ — f (x)cosx 


f r (jr)cosxdx 


f (7r) + / (0) + Lf f (^)sinx] — /' r (.r)sinxd^, 


移项得 

则 


[/( 丁 ）+ /"(x)]sirLrdj ： = /(7t) + /(0 ) ， 


/( 丌 ） + f (0) 




/( 0 ) 


5-2 


例 51 计算 arctan 


0 


—dx (a > 0) 
x 


解 本例用分部积分法求解，但要先进行代换 . 


(1 ) 令 w(.r) 


，贝 !j zv(a) = 0 . 于是 


_rarctaim 《 jr) 


a r*J 

o _ J o X # 1 


2a 


蠡 




2^ (ci + 


dx 


d(^ L> 
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故 


即 


例53 计算下列 积分: 


Cl) /U) 


' /T" 

_ y/^72 1 


du 

+ (iarw 2 ) 


，求 


vx 


f(x)dxi 


7 


(2) fCr) 


~r 


i 

d /， 求 x/(.r )dx 


解 要分步求解. 


、 tJ1 


( 1 ) 


0 /T 


/(:r)dx 


^Tx f (x)dx 


0 


Cn/2 

d/(jr) 

Jo 


"it/2 

Jo 1 


Jo 1 


dx t 1^/2 — X 

+ (tanx) ^ 」 

: (tan ，） 斤 + 1 — 1 山 = j 
1 + (tan/) ^ \ 

’" 2 dx 

J o 1 + (tan.r) 


、 /2 (ta: 

Jo 1 


dt 


"n/2 

• 0 1 - 

]l _ r 

2 J 


d:c 

(tanx ) 斤 

_ dt _ 

+ (cot ，） 斤 

1/2 df 

Jo 1 + (tan ，） 


n~ 


^/2 


'n/2 




/0)dx 


(2) jr/(jr)d 


9 


e — r cU djr 


n r Tx 

J o LJ i 


> 


r ? 


o 


d / d 


d ( — x 4 ) 


—r 


dt 


- l n 

_ o Jo 


x°e 


dx 


■ ■ ■* I . 


— 1 * 




例 S 4 设函数 / O ) 在 [0， tt ] 上连续，且 /(. r)dx = 0, 


0 


/( x)cosxdx = 0. 证明： 在 （0,7 T ) 内至少存在两个不同的点 t ， 

0 


冬”使 /( 彡 1) = /(芒2) 

证 令 FCr ) = 


J U )d/ ，0 < j 《丌 . F(0) = 0 1 F(x ) 


/(. r ) cos.rdx 




cosxdFCjr) 
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7 ： Cn rn 

=F (x) cos.r + F(j^)sinxdx = / , \x)sin.rd.r. 

o Jo J o 

所以 3 fe (0 ， tt) 使 FOsinf = 0, 这是因为，若厂（芒 ) sinf#0 , 则必 
厂 (.r)sin.r 恒大于（或恒小于）零，这与 F0)sin.7_d.r = 0 矛盾.但在 

Jo 

(0, 穴）内 ,sinc ^ 0 ,故 F(f) = 0. 

对 / *X7) 在 [0,6 上应用罗尔定理知，至少存在 6 6 (0,c),c 2 

G (芒，丌），使 

r ($,) = f'($ 2 ) = o^>/ae l ) = /(c 2 ) = o. 



TT + ln2 + ln -^n^ 


.r 3 + x 


— 1 < x 〈 0 ， 


即 FU) 


ln2 + In ~ 

e 


, 0 ^ x ^ L 


例 56 设 /(O) = l ， /(2) = 3 ， /(2) = 5 ,计算 了 /"(2x)d 二 


解 


0 


f rf (2-c)dx 


[_xf f (x)] 


Ifxd/ 

6 J o 


( 工） 


P (2jr)dx 
Jo 


d/(2x) 


f{2x) 


0 


例 57 计算下列不定 积分： 

riG j ~~ 

(1) arctan V vx — ldx ； 
J i 

解 （ l) 令 yr = /，则 


(2) 丨 lnx|dx. 
J l/e 


arctan V — ld:r 


arctan 


— id 广 


^arctan Vt — \ 


dt 


i l + (t — l) 


16arctan — 


— i + i/ y t — i )d (t — i) 


16 


厂 2 

_y° 


1) 3/2 + 2(/ - 1) 


1/2 


- 2 /y. 


(2) 因为 Ini = 0, 所以 


e 


l/e 


I lnx |dx 


.rln.r 


e 


lnxdx + 


e 


dx + xlnx 

1/e 1 


djr = 2(1 — l/e). 


例 58 设 /Cr) 在 [0 ， 1] 上有连续导数，证 明 : 
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lim;z 




x n f ( x)dx — /( l ). 




0 


因为 fm 在 [ o ，〗] 上连续，则 3 m ， 使在 [ o ， i ] 上， 


|/ Cr )| < M .且有 




jr n f ( x)dx 


X 


«+l 


0 


n 


1 


/(X) 


0 


- 1 


X 


"+1 


f ( x)dx 


0 


而 


故 


V ( x )d r 


0 


n + 1 

<A/ 


/(l) 


n 


jr tt+l dx 


1 」 

M 


( x)dx 


0 




0 


n 



2 


0(/2 


+ °°) ， 


lim;j 


n 


jo ri f (jo)dx = lim - 

0 «-*oo H ~p 1 


/(l) - 




jo n ^ l f f (x)dj ： 




o 




/(l). 


由此可得积分估计式 


x n f ( x)dx 


/(l) 


o 


o 


n 


n 


例 59 设 / Cr ) 在 [“，々] 上连续， 〆 : r ) 在[>，6]上连续且在 
( a ， b ) 内可微 ， W (. r )>0 Cr 6 ( a ，幻 ） •用分部积分法与积分第一 
中值定理证明积分第二中值定理. 


设 FCr ) 

f ( x )< p { x)dx = 


V /( Od /， 于是 


u 


u 


rb 


^(x)d/ r (x) 




F(x^^pCz) 


b 




a 

rb 

a 


F ( x )< fKx)dx (积分第一中值定理) 


F ( b )< p ( h ) - F ( a )< p ( a ) - F ( c ) 


rb 


( jr)djr 


a 




F ( b )< p ( b ) — F ( a )< p ( ci ) — F ( D [ 〆 占）一 < p { a )~] 
cp { b )[_ F { b ) - F ($)] + < p ( a ) lF (^) - F ( a )2 


< p ( b ) 




rb 




/( x)dx + < p ( a ) /(, r ) d.r 




rh 


应用 ¥ 0) d.r = < p ( b ) — 9? (“）时，要求 # (： r ) 在[“， /?] 上连续 * 


</ 
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，第四节非正常积分(反常积分) 


主要内容 


. 设函数/定义在无穷区间|>，+ oo ) 上，且在任何有限区 


间上可积，如果存在极限 lim /( X)d 


41 


fix) 在 [ a ， 


) 上的无穷限非正常积分，记作 J 




，则称 J 为 

+ 00 

/( jr ) dr , 


并称 /( x ) cLr 收敛•否则，称 / U ) d : r 发散•非正常积分亦称 


a 


a 


广义积分. 


类似可定义 f / Cr ) dr 的收敛与发散. 

J — oc 


而 f ( x)dx 


il 


/ Cr)dr + / Cr ) dr ，当且仅当两个积 


«1 


分「 /( x)dx 与 p /(^ r)dT 都收敛时积分 p /(. r)dx 才收敛 • 

J—oo J u J 一 CO 

2. 设 / U ) 定义在[>，6]上，在(6,幻内无界，则 V e ( e < 
厶 一《) ，/在 [ a ，6 — e ] 上可积，如果极限 lim / ( jr ) dj ： = G 存在， 

则称 G 为 / Cr ) 在0,幻上的无界函数非正常积分，记作 
/ Cz ) d ; r ， 并称 /(. r ) d : r 收敛.否则称 f /(. r ) 发散. 


J 


U 


U 


类似可定义 lim / Cr ) cU 的敛散性. 

卜0十 + f 

若函数/在 r (a<c<b) 点无界，则定义 


/(x)d 


lim 


/(. r)(lr + lim 


/(. r ) d.r 



当且仅当等式右边两个积分都收敛时， 


/( x ) dx 才收敛. 




若函数/ 在! >4] 的两端点都无界，则定义 


/(. r ) d.r = lim 




f ( jr)djr + lim 




/ ( jr)dx 


其中 a < c < Ik 


_.4 


3, 若 lim f ( x)djc = lim \^ F ( A ) — F (— /!)] 收敛，则称 


A 


其极限值为 / Cr ) cLr 的柯西主值，记作 (cp 


/0) clr . 




4. 柯西收敛原理无穷限积分 


fMdj ： 收敛的充要条件 


是 : V e >0,3 使对于4 ，小 >从时，都有 


f { x)dx 


< £* 


S . 无穷限积分的性质 


h/ 


(1) 若 ACrWx 和 A ( x ) dx 都收敛，则其线性组合 


r+ 


Lkifi ( jr ) + 6 2 /20 r )] cLr 也收敛 （々 i ，々 2 为常数），且 




r+ 


[心 / iO ) + 々 2 / 2 (: r)]cLr = h f x { x)dx + k 






/ 2 ( x ) dr . 


(2) 若 / 在任何有限区间 [ aM ] 上可积 ， a <6, 则 / Cr)d 


rv 


J 




与 / U ) cLr 有相同的敛散性，且当它们同时收敛时，有 


^ . 


f ( x)djc 






/0) d‘r + 


/(x)dj^ 


(3) 若 / 在任何有限区间1>，/]上可积，且 |/( x )| dx 收 


广 + 


敛，则称 / U ) dx 绝对收敛，且 


r+ 




< 


广 +CO 


|/ Cr ) jdx . 




若 ftr)dx 收敛，而 


|/( x )| dx 不收敛，则称 


u 


u 


/(.r)cLr 条件收敛. 


%1 


6. 非负函数的非正常积分的敛散性判别法 
(1) 比较判别法设在[«，+〜>)上非负函数/和 P 在任何 
有限区间!>，/]上都可积，且# U )>/(. r )>0 G >0, 常数），则 

*+00 f+oc 「+〜 

当 <p(x)dx 收敛时， /0) dx 也收敛；当 f(x)dx 发散时， 


a 


a 


a 


pU ) d : r 也发散- 

J it 

(2) 比较判别法的极限形式若在[>， +CO) 上， /(x)> 0 , 
扒： r ) >0,且 lim /，则 

J—+ oo (p\JT ) 


1°当0 < / <+ ㈤ 时， pCdir 与 f (x)djr 有相同的敛 


a 


散性. 


2° 当 / = 0时， <p(x)dx 收敛 o ftr)dx 收敛, 


a 


3° 当 / = + oo 时， <p(x)dx 发散 


/ U)cLr 发散. 


U 


7. 柯西判别法设在[心 
常数々（々: >0)，有 


) 上恒有 ftr) > 0,对任意正 


/> T w 

(1 ) 若 /(X) < 乃，且 /> > 1 ，则 f(x)±T 收敛 ; 


ti 


(2) 若 /U) 且/)<1，则 /Cr)cLr 发散 • 


a 


其极限形 式是： 在 [“，+ CO ) 上（<2 > 0)，若 /(X) > 0,有 
lim x p f(x) = /，则 


(1) 若0</<+ ⑴ ，且/>> i ，则 j / U)dr 收敛; 

(2) 若0</<+⑷，且1，则广/⑴心发散. 
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8, 阿贝耳 （ Abel ) 判别法 


若 /( ： r)cLr 收敛，# ( jt ) 在 

J u 


[>，+ oo ) 上单调有界，则 f / U ) gU ) cLr 收敛 • 

J 

9. 狄利克雷判别法若函数厂(⑷= P / CrOcb ： 在[“， + oo ) 

J 

上有界，片 (1) 在0, + °°)上单调且当 y + oo 时趋向于零，则 


/(jr)^(jr)dj ： 收敛. 

LI 

对以上3〜9条的各项内容，无界函数的非正常积分也有相 
类似的性质，恕不赘述. 


疑难解析 

1. 非正常积分与正常积分有何不同？在计算上有什么区别？ 
答非正常积分又称反常积分、广义积分，正常积分即黎曼 

积分、常义积分.黎曼积分假定了积分区间有限和被积函数在区间 
上有界这两个条件，非正常积分则突破了这两个条件的限制，考虑 
在无穷区间上和对无界函数的积分问题. 

非正常积分通常可以化为极限记号下的正常积分，一般是带 
着极限记号计算正常积分，再对正常积分的结果求极限而得非正 
常积分的值；也可以先计算对应的不定积分 ^(- r ) + c ， 然后利用 
牛顿-莱布尼茨公式并求极限，获得非正常积分的值.因此，在不 
定积分和定积分中用过的变量代换、分部积分、牛顿-莱布尼茨公 
式等方法，以及拆项、拼凑、分段、组合等种种技巧，在非正常积分 
计算中同样可以使用.只是为避免做无用的工作，最好先确定非正 
常积分的敛散性后再行计算. 

2. 无穷区间的非正常积分与无界函数的非正常积分有什么 
联系？ 

答 无穷区间的非正常积分与无界函数的非正常积分并不 
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是截然不同的，一般可以互相转换•例如，对无穷区间上的非正常 
积分可变换成无界函数的非正常积分，即 


+ oo 

/(jr)d,r 






Jo 

同样，可以写出反过来的情形. 


片 （,） 


方法、技巧与典型例题分析 


非正常积分问题包含五个方面的内容 :非正 常积分的计算，非 
正常积分敛散性的判定，非正常积分的极限，无穷限积分敛散性与 
无穷远处的状态，非正常积分与“积分和”极限.由于内容比较广 
泛，而且有的问题比较深奥，所以我们只对一般的问题进行讨论. 

一 、非正常积分的计算 

非正常积分可以化为极限记号下的正常积分，然后带着极限 
记号计算正常积分，再对计算的结果取极限.因此，其计算方法仍 
然是利用换元积分法、分部积分法、牛顿-莱布尼茨公式和其它正 
常积分中使用的方法. 

例 1 计算下列无穷限非正常 积分： 


( 1 ) L 



(/7 G N ) ; 


(3) 





( 2 ) /" = 



dx 

C? + a 2 y rf 


(4) 


dx 

^ .r(\r\jc) p 


(a > 0). 


解 可以先用求不定积分的方式计算. 
(1) 当 ” = 0时， J 。 = e~ x dx = 1. 

Jo 

当 M > 1时，有 




e 1 x rl dx = 


lim (— e' r y) 





J d.r 


• 439 • 



rA 


lim n 

/I -► 4- co 


e 】 dx. 


0 


依次递推，即得 A 


CO 


C X 


Mx 


( 2 ) I, 


「+ 


0 


dx 


而 


lim - 

A-*- + co O. 

dx 


a 


arctan 


x 


lim 

/\一 + coj 

A 


n 


dx 


a 


o 工 

_ 7t 

o = 2 a ^ 



a 


(x 


2 


X 


a 


2 


x 


2 


(x : 


a 


2 yi 


a 


2 




a 


x 




(x 2 + a 2 ) H 


a 




a 2 Y a 1 ^ 
dx 

( x 2 + a 2 )^ 1 

dx 


(jr 2 + W+ 1 2a z {n — 1) 

dx 


dx 


2 


djr 







jcd 


(x 2 + a 2 广 1 


a 


2a 2 (n — 1 ) 


(jo 2 + a 2 y~ l 


x 


于是 


2a 2 in - 1) (x 2 + 々一 1 • 

,A dj ： 


M 


lim 


a 


2n — 3 


v 


o (x 2 + a 2 Y a 2 2n 




2 


n — 1 


1 2n — 3 j 

1 1 2n - 5 

\a l 2n- 2) 

\ a 2 2n — i j 


n-2 


1 (2« — 3) 


tr. (2n — 2) ! ! 


(3 ) 因为 


r* 


2( n — 1 ) 

d.z 


h 


1 (2n — 3) ! ! 




1 + x 


X' 


f 1 


2a 2n ~ l (2n — 2)11 

d(x + 1/2) 


Cr + l/2) 2 + C/3/4) 2 

*r + 1/2 


arctan 


故 


/* - 


dx 


(4 ) 因为 


1 + X + ：T 

dx 


9 


lim 


arctan 


x 


/3/4 
l/2 lA 


c 



/3?4 


0 




当 / > / 1 时， 
当 / > = 1 时， 


x(\n.r) p 
d.r 


r* 


dlrur 

( lnx )^ 


，且 


j 


jr(\nT) p 

d.r _ 
xlnx 


P — 1 


(lnx) 1 


p 


ln|ln 户 I ， 
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故 当 /> > 1 时， 
当户 < 1 时， 


4J 


° djo 

(x\rxx) p 

dx 

x(\n.r) p 


p — l 


(lna) l - p i 


oo 


，发散 . 


例 2 计算下列无穷限非正常积分 


( 1 ) 


(3) 


0 


d,:r 

工 3 + 1 ; 


( 2 ) 


(Ix I — x)e lx dx ； (4) 


解 


( 1 ) ~ 


a ^ 

0 工十 1 

+°° _ d^c 

1 X %/ 1 + x 5 
x 一 2 



x 3 + 1 3(x + 1) 3(x 2 — jt + 1) ’ 

、 dx = fl"_1 _ x — 2 1 i 

Ji 3 + 1 J_30 + l) 30 2 — x + 1) ^ X 


故 


dx 

1 + x : 


lim 


(x + l ) 2 , 1 i 2 x — 

^ - ;~r H - —arctan - —■ 

— 工 + i /y 

M dj ： 

>J o 1 + 工 3 


lim 

4一 + o 


i ln 4£±_nL + 

6 x — x 十 1 


丄 arctan 


( 2 ) 


2tt 

3 /y 

7 + 1 

* x 4 + 1 


dx 


m 1 

J x* 


\/x : 


djr 


d(x — 1/x) 


/y 


1 /， J (x 

JT 2 — 1 

arctan - —： + c 

Jr V2 


1/x) 2 -h 2 


故 


dx — lim 


o x 



id 


( 3 ) 


=lim _ arctan 

(I j ： I + : r)e— |x| dx 


x 1 — 1 A 

jo /T 0 




I 

( — x + ^)e J d,r -f- (x + x)e a dx 


xe 


’dx 


xde 
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= 2, 


lim 




(4) 


2[ie 

dx 


m/ 


/l + 了5 -- 


10 


l ft 


广 0 + 




1 / 


lA • /l + l/f 5 + T/7 

t A dt t 5 = u 1 

- * - r- 

D 


\/" 0 + P 1 
^ d(“ + 1/2) 


du 





u 



1 


j 

0 


例 3 


( 1 ) 


0 /(“ + 1/2) 2 + 3/4 

计算下列无界函数的非正常 积分: 


In(1 + 2 y^~3 ~). 


I/jc 


djr ； 


( 2 ) 




r^/2 


lnsinxdx. 


解无界函数的积分性经常要用变量代换或区间分段的方 
法来计算，使得可以通过部分量的叠加或抵消来简化积分、求出积 
分值. 


( 1 ) 


0是瑕点 (/( x ) 在 t /(0, 幻内无界），故 


l/x 


dx = lim 




广 0_ 


lAr 


dx + lim 


1/x 


dx 


0+c, 


lim 

V"d 

i _ 1} 

■ j 

+ lim 

ri 

e 1/J d 

^ _ ± ] 


i 

、 x j 

* 

’0+c 2 

V ^ j 


1/e 


所以积分 


-l 


心发散. 


(2) 作变量代换工 = 2 f ， 得 

>/4 


lnsinjrdjr 


lnsin2?dr = 2 


fV4 


j 


ln(2sin/cos ，） d ， 


lim 2 

£ — ►O ' 


r«/4 


0 + 


(ln2 + lnsinr + lncos/)d/ 


ln2 + lim 2 

， h . ft ^ i 


rn/ 


lnsin/d/ + 2 


0 + £ 


rn/4 


Incos/ck. 
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争 







对积分 


>/4 


lnsin/d / 作变换了 


丌 


«，得 




0 


广穴/4 


「兀/4 


\ncostdt = — 2 lnsin/d /， 


n t 


故 


于是 


r«/2 




lnsinxdjr 


TC 


ln2 + 2 


0 




lnsinxdjr. 


o 


rit/2 


Insinjrdj ： 


丌 


ln2- 


0 


例 4 计算下列无界函数的非正常积分 


(1) 

1。 （2 

解 

(1) 


dx 




r 


X) 1 — X 

dx 


( 2 ) /, 


.r 


rl dx 


o /0^x)(l + x) 




jr 


(2 - x) 


- 2 


x 




dt 


1 + 广 


2arctanf 


c 


2arctan %/ 1 — x + c 


故 


n 


dx 




0 (2 — 工 ） -/l — 


JC 


lim 

£-^0 + 


n—« 

0 


dx 


(2 




JO 


) vl~ 


x 


lim 

t—0 + 


( — 2arctan vl—x) 


l~€ 

0 


— 2 lim arctan VT — 1 + e 


丌 


o 


TC 


(2) 因为 1 — x 


X 


y (i — x) (i + x) 




) ，且户 


丢<1，所以积分收敛, 


令 


X 


sirU ， 则 


In 





X 




VTl —x)(i + x) 

( 2 k — Dll n 


■«/2 


sin ^ d / (瓦里士公式) 


J 


0 


( 2 ^)!! 

(2 是 - 2)! ! 


当，！ = 2 々时， 


I (2^ — 1)! ! ’ 

本题没有标出极限记号，但应知^ 


当 " = 2々 一 1时. 


1为瑕点. 
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例 5 计算下列非正常 积分: 


(1) In 


djr } 


( 2 ) 


dx 

r x — T 


解 （1) .r = 2 是瑕点，则 


2 — x 


djr 


ri~€ 

lim 

J 】 


In 



lim 


2+c. 


ln V^2 dx 


lim 


£, - ►O 


2 -勺「 _ 1 n 

In v 7u - —ln(2 — x) dr 

l L l 一 


lim 


，+ J 2 + c- 


In 

wm 


ln(x — 2) dx 


lriTr — lim -^~[jclri(2 — x) — In 12 — jo \ — 工 ] 


2 — t. 


+ 如 nn — lim -~[xln(:r — 2) + In |x — 2 | —— a:] 


2+( 


‘ln?r + -(- 




Iiitt + 




ltl 7 t 十 1 . 


( 2 ) 


d.r 


dx 


=lim p - 

c—0 + J 1+£ JT 


dx 


djc 


dx 


— 1 = £ p 9 / rJ / 1 

———lim — ~ - TT = H m 2arctan, 

e 】 —0+ Jo+€j (1 十 Z )’ £ 广 。+ O + Cj 


dx 


x — \ 


lini — 

+ «>J 2 工 


dx 


v4' — i — t 


lim 


2tdt 


lim 2arctan 


所以 


x — I 


7T 7t 

r\ 1 
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例 6 设 <pM 


W，( 




9^(x) 




解 


2 是 fix) 的瑕点 • 


.3 


^ (^) 


^(x) 


d.r = lim 


(x)dx 
1 + 尸 ( 工） 



lim 


*3 


，+ J 2 + c, 


(x)dx 
1 + ^(x) 


2 —Cj 3 

=lim arctdn 沪 O) + lim arctan^(x) 

, 一 + 1 , —n+ I 2 + 


arctan2 -^ 


arctan 


arctan2 + arctan 


例 7 证明 


cosx 


dx 收敛，且 


cosx 


dx ^ 1. 


… J Jo 1 +x 认 …… 丨 Jo 1 + ： r 丨、 

为简便起见，我们不再写出极限符号，请读者自己理解 


计算中带有极限的过程 . 


COSX 


1 一 


dx 


siiyx 
1 + ^ 


smx 


(1 + x) 


djo 


H 

Jo 


sinx 


_ J 。（1 



"T?d:r. 

dx 

(1 + xV 2 


收敛，所以 


sinx 


0 


(1 + X) 


收敛 


而 


COSX , 

, ; T dx 
1 + X 


siar 


(1 + 工） 


COSJ ： 
1 + J 

dx ^ 


dx 收敛 . 


dx 

(1 + x) 


1 I 一 丄， 

1 + x | 0 . 

二、非正常积分敛散性的判别 

非正常积分的敛散性，可依据敛散性定义、非正常积分的性 
质、非负函数非正常积分的收敛判别法（比较法则、比较法则的极 
限形式和柯西判别法）、阿贝耳判别法和狄利克雷判别法进行.关 
键是要根据具体情况确定恰当的判别方法 . 

例 8 判断下列命题的真伪，试说明理由或举出反例 . 


(1) 设/(工）在( 


, + °°) 


上连续，且 r^nx)dx 收敛，则 

h - OO 
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dx 


/( t ) d ，= /00 ， d 


d:r 


f ( t)dt = — f ( jo ) ,V ^ G ( — 00 j 


x 


>) 成立； 
(2) 积分 


rv 


/(: r)dx 收敛，则 lim /( x ) = 0; 




0 




(3) 积分 




ro 


/( x ) dx 收敛，就可以用积分和式的极限 


<1 


n 


limy ^/ C ^ QAx , 来计算; 

A 一 0 


(4) 积分 


rb 


/( x ) dx 收敛，则对 [ a ，6] 的任一分割了，总可选取 


a 


M 


使当 M —+00 时， X / ⑹ Ax t 


M 有限 数）; 


(5) 若 lim /( x ) = A 存在， f ( x)dx 收敛，则 A = 0 




产 ■ 


a 




(6) 若 |/( j :) | d:c 收敛 ， Um fix ) = 0,则 / 2 ( jc ) dj ： 必 


收敛; 


(7) 若 f ( jo)dx = >1，则 Um 






f*. 


/( x)dx = >1 (« e n )， 反之 


a 


不成立; 


f ( x)dx 存在，则 I * /( x)dx 收敛， 

J 一 oo 


(8) lim 

/1-^ + coJ 

解 命题 （1)，（5)，（6),(7) 系真 ，（2)，（3)，（4)，（8) 系伪. 




f . 


(1) 因为 Va e (— °°* + 
/ Cr ) d : r 都存在，并且有 


/( x ) dj ：, J : 








= J x 



v 


r* 




JV 


= J 2 — 




Kt ) At . 


a 


故 


立 

dx, 


rx 


/ ⑴ df = /O) ， 


d 


dx . 


= — /(x). 


X 


(2) 取 / U ) 


1 + x 2 g ( x ) 


9 x 6 - [0, + oo )， 其中 
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片 （ X ) 


< .r + 1 ， 


n 


0, 


0，1，2, 


x = n. 


显然 lim / O ) 古 0 .但 fix ) > 0,因为对于〉乂，有 


/I 一►十 


CA 




0 1 + x 2 g(x) 


K 


< 


d.r 






0 


1 + x 2 g ( x ) 




dx 


i 1 + x 2 g(x) 


S 






A r 


< 1 


o 1 + (^ _ I _ l) 2 gO) 

A. - 1 ' 1 

2 t? < 1 + = 




o 1 + G + ，. — l) 2 


^ + 1. 


所以 


ftx)dx 单调增加且有上界，从而 ftz)dx 收敛. 




0 




0 


(3) 设 / O ) = 1/ Vx , 0 < x < 1 ，则 


f ( x)dx 


n 




0 


0 / 


dx — lim x~ l/2 djc = lim \_ 2 jo V2 ~\ 


x 


0 


a 


1. 


所以 / U ) cLr 收敛•但是 


o 


( i ) 将 [0，1> 等分，在 △.& 上取乞 


n 


0< ?< 士，在其 


它区间 iT ：, 上取 


n 


r r 

2 ， 3 ，…，"，则有积分和 


( ii ) 在上取$ 


4« 


2 


0 <^ 2 <^\ ，在其它区间上取€ 


72 


ww 

2,3,…，《，则有积分和; 


H 


此时， )ajt, — D/(f )Ax, 








=-(2« 




«) = 1* 


n 


显然 lim^/(f ) A 々 与乞取法有关，故和式极限不存在. 

0 — 1 

(4) 取 / Or ) =厂 1/3 ，则 1 = 0为瑕点，有 
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f(x)dx 


in dx = lim 


1/3 dx 


0 


0 


0 


但对 [0，1] 上的任一分割 7\ 只要取 h = 

< 1) ，其余上任取 f ,，/ = 2,3,…有 


n 


y^/(^)Ax f = /(D △工上 + > /(^)^! 


Ax a 


Vc ^ i ) 6 


Axx ^ 


n 


故当 ^ 


，A 0 时，就有 ^)/(6,) Ax , 



(5) 若 0( 不妨设 A >0)， 则由保号性 ，3 尸>〜当工> 
P 时， /( x )>$>0 •于是 


f(x)dx 


f(jo)dx 



/( x)dx 


a 


a 


^ /Cr)dz + 


dx = + 


a 


■ + oo 


这与 / U ) dx 的收敛矛盾，故必有 A 




a 


(6) 因为 lim / U ) = 0,故当 n 充分大时，有 P { x ) < 

:i^* + oo 

i / u ) I ，依据比较判别法， r w / 2 u ) dx 收敛. 


a 


若将 /(^) dx 绝对收敛改为收敛，则结论不真.如 

J 0 


收敛且 

V x ^°° ^fx 


0,但 


sin 2 x , 
- d 


: T 发散. 


(7) lim 


«- 


/(x)d 

J 0 


A 仅为 /( x)dx = A 的必要条件，反 


a 


之不成立.例如 


/O) 


_ 1 ， *r 6 [n — \ ^n ~ 1/2)， 

. 1> 工 6 [« — l/2 ， n ) ， 


1，2, 


有八 = /( x)dr = 0,从而 lim f(jo)dx 

JO . a ^+ coJo 




0 •但/(« + 音) 
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有 lim I 


+ — 
1 r\ 


^ lim /(;;)，从而极限 lim 

DO Fl^+ OoJ 


f (x)dx 不存在. 


(8) 取 / U ) 


/(x)d 


1 + 


1 


1 


—jA 


1 + X ： 


，有 




d.r 




丄 


i _L 

「 r\ 


dx 2 


1 一 - 


arctanx H — —ln(l + x z ) 


2arctanv4 ， 


所以 


lim 


f(x)dx = lim 2arctan^4 = tt # 


a 


而在 [0，+ 上， /( x ) > 0 ， lim jof(x) = 1 > 0,故 

x^ + oo ( 

发散，于是 rv ( x)clr 也发散 • 


f (x)dx 




例 9 讨论下列非正常积分的敛散性 


( 1 ) 


(3) 


(4) 


—;dx (/> > 0 ) ； 


( 2 ) 






rv 


sirur 


dx (/ > > 0) j 


r 


dx 


jr(lnx) 


J 


r*. 


(p>0)i 


P 



解 （ 1) 


p - + i/ dx ( ^^ 0) - 
0 为瑕点.当/ > = 1 时，有 


x p 


dx = lim Inx 




+ 


发散.当 />#1 时，有 


/ 


_1 一 


—rdjc = lim zr 

JC P - d 十 1 


p 



€ 


~ p 


> / >> 1 ， 

， P<1. 


所以 


J 


cLr 当/ > > 1 时发散，当/ >< 1 时收敛. 


n 


对 


dj ： 


(x — a) p 

散，当/>< 1时收敛. 

(2) 当/>>1时，有 


(/> > 0) 可以得到同样的结 果：当 /> 1时发 


smx 


，而积分 


广 + 




dx 当户 > 1 时 
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收敛，故由比较判别法知， 


sin jt 
x p 


djr 绝对收敛. 


当0 < /> < 1 时， 


sm.r 


dx 条件收敛.因为 


sinx 




sin'r 




cos2^r 

2x 5 


而 cos2-rdx 


jsin 2/1 — sin 2 丨 < 1 ，&；在 [1，+ °°) 上单调 


减少并趋向于零，故由狄利克雷判别法，依据 


dj ： 


发散、 


cos2x 

2jt 


cLr 收敛，判断 


smx 


心:发散.但是，对任意的 


1，有 'sirurdx = IcosX — 1丨 < 2,且占在 [1 ，+ 00 ) 单调减少并 


趋向于零，故由狄利克雷判别法知， 


sinx 

x p 


当/>> 0时 收敛. 


(3) 


e 


djc 

x(lnjr ) 户 

f 

ln(lnx) 


7, dlnx 
e (In jtV 




ln(ln6), p 


e 


1 — p 


( lnx ) 1 


^ 1 — p 


[(ln6)h - 1], /> 7^ 1. 


当/ ^ = 1 时，有 


lim 「 — 

+ e x{lnx) p 


lim ln(ln6) =+ 00 , 


积分 发散； 当/ ><1 时，有 


r r 心 

jt( lnjr)^ 


-- [lim ( lnb) l ^ p —— 1] =+ oo ， 

1 p ► 'f'OC 


积分 发散； 当/ >>1 时，有 

lim f — ^— = —i—[lim ln(ln^) 1 -^ - 1] = 

6 寸 +coJ e jr(\njc) p 1 — /> /^+oo 」 p — 1 

积分收敛. 


故户 < 1 时， 


dx 


djr 


e 


^ 发散时, j e 


收敛. 
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(4) 因为 /U) 



P 

+ 1 


(1 — p)x 2 + x 一 p 2 

(工 2 + /?) (x + 1) ’ 


故当 x 充分大时， /u) 与 （1 — />) 有相同的符号.所以 nxHx 

J 1 

收敛与绝对收敛是一致的 * 

当声 =1 时， iim x z f{x) = 1 ， 故 f f(x)dx 收敛；当 /> 尹 1 


时 ， lim x |/(x) I 

X~* 

+ "/(x)dx 也发散 • 


\l — p\ ^ 0, 故 ^ |/0)|cbr 发散， 


例 10 利用各种判别法，讨论下列积分的敛散性 


( 1 ) 


(3) 


_+°° dx 
0 x 3 + x 2 + 1 ’ 


+°° ln(l + x) 


dx ； 


( 2 ) 


(4) 


(5) 


sin 2 . 


dx ； 


叫。 r+^ dx? 


( 6 ) 


( 8 ) 


解 （ 1) Hm 


+ 文 2 + l/ 「+ 工 : 


2 kjr cosjodx (是 > 0); 
dx 

■ ; 

x 1 

cosao: j . ^ 
j ~+ x^ X ( n > 0). 

r— dr 

1 关0,而 

Jo 1 + J 


- 收敛，依比较判别法的极限形式知， f 4 

Jo 

(2) 因为 0< |eWc 0S ： r|dx<e4 ，而 


dx 

+ 工 + 1 
— Ax 1 

ax =- 


收敛 . 


收敛， 


所以 


0 


cosxdx 收敛 . 


对 f 由于 


(3) 


1 ln(l + 


0 


0 


) 

—dx + 

J l 


ln(l + 


2 d :， 


lim 


i ln(l + x) 


lim 


ln(l + ： r) 


1, 


所以，当 m < 2 时积分收敛，当 m > 2 时积分发散 . 
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对 


ln(l + x 


dr ， 当 m> 1 时，取 a 充分小，使 m — 1 ， 


则 


ln(l + x) ln(l + x 


0 {x 


oo) 


故积分 

J 1 


ln(l + x) 


dx 收敛； 当 w < 1 时，有 


ln(l 






ix — oo) ， 


故积分发散 . 

J 1 x 

综上所述，当 1 < 爪 < 2 时， f 00 -- (1 t x) dx 收敛 • 

J 0 00 


( 4 ) 因为 0 < 


丄 丄 T77T 丨 

: /7TT < ^ ，而 h 


dx 


收敛，所以 


dx 


收敛 , 


x V x I 

… f + °° sin 2 ^ 


( 5 ) 


dx 


o 


1 sim 
o x m 


dx 


sin^j 


fi s in 2 r 

对 一 ^dx, 当 ， ” < 2 时为定积分，当 2 < m < 3 时 ， m - 2 


< 1 ，且 


lim 


s\n 2 x 


lim 


sin 2 x 


1 ， 


所以积分 收敛； 当川 = 3 时， lim x 


sin 2 x 


1 ，当 w > 3 时， 


lim 


sin 2 x 


x ~ = 
x 


+ ㈤ ，所以积分发散 . 


对 


SJ ^rdx ，当 m > 1 时，由于 ^ < 


，所以积分 收敛 ; 


当 川 < 1 时，由于 


. 厂 1 二 ^ 2 〜 ，，而厂 裝发 


散， 


CJ ^dx 收敛，所以雙 d: 发散 ; 又当明 < 0 时，哗 
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> sin 2 x ，而 j ^ sin 2 xdx 发散，所以 
综上所述，当1<川<3时， 


sin 2 x 


dx 发散. 


sin 2 .!： ! 
—— — d. 


0 


( 6 ) 


x p ~ l e~ s dx 


x p ~^e r dx 


收敛. 


: r 户一 1 e X dx, 


对 / _1 e _ T dx ， 因为: r i_/? Cr 
J o 

当户 >0 时，积分收敛. 


0 


1_夕/ —户 一 1 


——^ 


1 Cr — ^+00)，所以， 


对 / 一 1 e — x d : r ， 因为 x 2 (/—— — 


) ，所以对一切/>值，积分恒收敛. 


综上所述，当 A >0 时，积分 


收敛. 


(7) 


0 


1 + ? 


djo 


n 

Jo 


1 + x n 


dx 


1 + x J 


dx. 


'i 

对 T 

J o 丄 


: cLr ， 因为 X 


希 


J Jo 1 + X' 1 … 

分当 1 时收敛 • 


1 H - x tl 


Cr 一 ,0+) ， 所以，积 


对 L 因为 x ”~ 

以，积分当 n — ? n ^> \ 时收敛. 


» 


+ ^ 


— ^ 1 (^： ~^+ °°)，所 


综上所述，积分 j 。 YT ^ dx 当 w >一 1 ，” 一 w > 1时 收敛. 


(8) 当 a # 0时，设 fix ) = cosaxygix ) = -~ } ~；，则 V Z > 

1十 ： r 

广 ^1 O 

0,均有 /( x)djr < — ;又当《 > 0时，发(: r ) 单调减少并—于零 

J 0 (X 

1 

+ °° prtC/7 T 

(’ 一 ►+ OC ) ，故积分 —£ ~ - d.T 当 “ # 0，《 > 0时收敛 • 

J 0 丄十 X 

当 “ = 0时，因为/ • — 1 (JT — + OQ ) ，所以积分 

丄十 * r 

，+°° cosdjr 

当 a = 时收敛 • 

J 0 L X 

例 11 用各种判别法，讨论下列积分的敛 散性： 
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( 1 ) 


、计 l 




(3) 


0 


(5) 


j 


- d.r 

(2) 

_ ， 
sin ^ xcos^jr 

d . z . 

„----- * 

八 __ J 

(4) 

\/ X ( 1 — JT ) 2 


d.r 

.dxi (6) 




"djr 




0 yl — ^ 

_" 2 Insin 

o 


.3 






解 （ l)T = 0，.r 


3 了 + 2 

丌 


V x 

dx 




(py(] > 0), 


是瑕点，将原积分写为 


r^n 


dx 


sin^xcos y x 




rizfAt dx 
o sin^jrcos^jr 



W2 


dx 




对 


tt/4 


0 


dx 


s\n p xcos q x 


，因为 lim - 




sin^jrcos^x/ x p 


I 


n /4 sin'zcosk* 

r^ 4 dx 




0,且 


0 X 


p 


当 0 


< /> < 1 时收敛，当 p > 1 时发散，故 


Mi 


dx 




o sin^cos^x 


当 0</>< l 时 


收敛. 


对 


V2 


dx 


1 # 0 ,且 


龙 /4 - sin^xcos^x 

%n dx 
*/4 (tt/2 — jo)^ 


，因为 lim 




s\n p sccos q x I (tt/ 2 — x) 


当 7<1 时收敛，当时发散，故 


>K/2 dx 

k/ 4 sin^xcos^x 


当 g < 1 时收敛. 


综上所述， 


y /2 


d.r 


o sin^xcos^jc 


当/><1，9<1时收敛. 


( 2 ) 




x 


"d.r 


rx /2 

对 j。Vi 


0 VI — X 
x tl dx 


广 1/2 


0 


X 


"d:r 


ri 


vT 




x 


9 


X 




1/2 


/l - x 2 




二，因为 lim jr- 

x 2 


x 1 


vT — x 2 


1，所以当 《> 


时，积分收敛. 


对 


x n dx 


1/2 /I — JC 2 


，因为 lim V\ — ^ 


JO 


x- 


2 


在^为任意值时成立，故 


vl— X 

x w dx 


lim 


x 


/I 



X 


综上所述，当 H >— 1时， 


y --- 

1/2 /I — X 
x fi djr 


对任意《收敛. 


0 /T 




x 


2 


收敛‘ 


AU 


(3) 


0 


fl /: 

对 

Jo 


(1 — . r ) 2 
_ dx _ 

J 0 ^Hr (1 — -r) 
dx m 


_ dx _ 

V~x (1 — Jr) 2 
- 1 


因为巧 = 1 ，而 


Jo A 收敛，所以 L 


dx 


0 (1 — x ) 


收敛. 


对 L G (1 — X ) 2 ’因为 t y^(l - X )" (1 一 x) 


# 0,但 


占发散，所以 L f ( d ;_：^ 发散. 


综上所述， £ 发散 • 

(4) 因为 x = 0 是瑕点，有 


lnsinj ： / 1 

IZ^TTl^ 


lim x 1/6 lnsinx = lim lnsinx / j ： _1/6 


L 1 .. cotx 
— hm + 


7/6 / 6 


6 lim + 工 1/6 • cosx 


0, 


嗡 

而 


1/2 ¥ 收敛.所以 f /2 收敛. 

o X Jo y JC 


(5) 


djr 


2 jo z Vx 1 — 3: + 2 


djc 

x l — 3x + 2 



dx _ 

x l — 3x + 2 


对 


dx 




7 尹 0 ， 且 


: 3 \/.r 2 — 3x + 2 

« f 3 djr 


因为 lim 


x l — + 2 vx — 2 

d*?' .IL 


2 7 fe 收敛，所 


收敛. 


对 


dx _ 

_ 3 工 一 2 


，因为 0 < 




且 


d.r 


收敛，所以 


dx 


3 x + 2 


收敛. 
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综上所述， 


( 6 ) 


dx 


d.r 

oc u — 3 x + 2 


i x^ln^jr 



收敛. 

⑺ dx 


对 j : 盖，因为， ▲/ s r 


，+丄 5 ，卜 1 # 。’且 r 当 9 < ，时 


C^c — 1) 


dx 


收敛，当 g > 1 时发散•所以^ 当 g < 1时收敛，当 <7 > 1时 


发散. 


对 因为 1 im i ] V / 劣 s= ^ i=o , 且 

J 2 x F lvrx j-^+co x ^ in ^ x / x p 


2 


dx 

x p 


当/ >> 


dx 


1 时收敛，所以当/ >> 1 时， j 2 收敛. V 工 G [2, + oo ) ,当 

0 <C P 《 1»? !> 1 时，因为 x ^ ln^x ^ xln ^ j ：=^> ▲ Aik ， 而 


d‘r 

jrln ' 


+ CO , 所以此时积分发散. 


综上所述，当 P > l ， q<l 


r + 

时， 

J 1 


dx 


收敛 


例 12 设 fix ) 在[1，+ oo ) 上连续 ，V t 6 [ r ， + °°)，有 
/( x ) > 0,且 lim = _ A •证明：若; 1 > 丄，则 / (x 〉dx 收 


敛. 


ln/(jr) 


证因为 lim - j —— = — 乂，所以 V £>0,彐 / >1，当 jt > 

_r— + c'o in JT 


Z 时，有 


\ nf ( x ) 

lnx 


— A + e ，即 


Inftx ) < ( — A + £)lnx = lnx -< /(工） < l / x A -' 

又因 A > 1，故可取 0 < e < A — 1 , 于是 A — e > 1 •依比较判别法 

知， f ( x ) dx 收敛. 

J 1 

例〗3 设 /( •: r ) 定义在（― 00 , + 00 ) 上且恒正，并在任意有 


4^6 




镰 


r 


限区间 [―〜^] 上可积（“ 又 

常数）对任意 k >0 成立,证明/+ 


/( x ) e " | j |/ ^ dx < M(M 为 




xf 


f(x)dx 收敛- 


要证明 


/ Cr ) dx 收敛，因为 ftr ) > 0,所以只需证 


rb 


f(jr)djo 对 a ，6 > 0有界 • 


因为 


/0 )e klM djt ^ M 对任意走〉0成立，则若令 c 


max { a ，6}，取 A > c ，有 


n 


0 ^ /( x)dx ^ 




/(X) 广 1 ⑽ dx 




e 


c/k 


rt> 




/U)e' kl/ *dx<e c/ *M<3M. 


故 




r. 


f(jo)dx 收敛 • 




例 14 设 / Cr ) > 0 且单调减少， 证明: 
/0) sin 2 xd : r 敛散性相同， 






/(. r)dx 与 




由 fix ) > 0且单调减少，则/(工）一+ 0,或 /( A ) — ^ A 


> 0. 


(1) 若 / U ) 




0,由狄利克雷判别法， 


/( jr ) cos 2 xdx 收 


敛，于是由 


(V 


(T 




/(jr)sin 2 jrcLr 


/( x)dx 


/( X ) 1 - 


2 




'+ 


/( x ) cos 2 xdx 


知， 






广+ 


/( jr)dx 与 /( x ) sin 2 xdj ： 同时收敛 


r. 


rv 




(2) 若 fix) 
/( x ) sin 2 :nJx 与 


— ► 


A > 0，则 


f(x)dx 发散，从而 


户 . 


/ Cr ) dx 同时发散 


參 
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例 15 证明下列等式 


( 1 ) 



( 2 ) 



( lnx ) 2 

+ X 2 

lnx 




o 


(\nx) 

1 + 义 


d : r ； 


' -W 

d:r = 2( — 1)” 


+i 


(2« + l ) 2 . 


(3) 


证 


( lnj ：) 5 

1 + 工 : 


dx 


16 


因为 lim ^/~x 


( lnj ：) 2 

FTP 


0 ， lim %/x 


lnx 


1 + 工 : 


0, 


lim 


3/2 


( lnx ) 


,2 




J* 一 + OO 1 I JC 

题 （3) 三个积分都收敛. 


0,故依比较判别法的极限形式，题（1)、题(2)、 


( 1 ) 



( lru :) 2 」 




In ， 


v 


(In/) 2 

1 + t 2 


1 + 

dt ■ 


dt 


( In ，） 


1 +/ : 


dt. 


移项得 


( lnx ) 


o 1 + ,— 

(2) 由分部积分法知 


djo 


2 






(InxV 

1 + x : 


dx . 




n 


X 


故 




lnxdx 


Inx 

1 + 工 : 


(>2 + l) 2 , J 


x n \n 2 xdx 


O + l ) 3 . 


dx 




lnx ^] ( — \ y i x 2n dx 


oo 


2( — l) w Jr 2rt \nxdx = 2( — 1) 


+i 


(2^ + 1) 


(3) 


( lnx ) 
1 


dx 


V 

ln 2 x^] ( — l) ,, x 2,, djo 


CO 


2(—1)” ？ ln 2 :rdr = 2(— i) 




(2n + l) 3 


7 T " 

16* 


最后一个等式可由 /( x ) = / 在 [_，1] 上的傅里叶级数展开式 


逐项积分后取 


S 


1/2得到. 


4 COSTCX 


7T 


>1 


(| x | < 1) 


籲 
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三、非正常积分的其它问题 

非正常积分的其它几个问题都比较复杂，因此，我们只举几个 
例子介绍一下 I 

例 16 证 明：若 P /U)dx 收敛， /Cr) 为单调函数，则 

J d 

fix) = o(\ i X ). 

证 不妨设 fU) 单调减少.先证当 .r > “ 时 ，/ Cr) > 0 .否 
则， 3 点«，使 /(c) < 0 .而 X > t 时 ， /0) < /( C ) ， 从而 

，+co r+oc 

f(x)dx ^ f(c)dx — — oo # 


得出 r^/(^r)dr 发散，与 [^/OOcLr 收敛矛盾.故 /Cr) 为非负的 

C U (i 

单调函数 . 


由 P /U)cLr 收敛，则 v e>03 />0 ，使当工 >/1 时,恒有 

J o 

fit )d/ <C 但是 


J x/Z 



^ fix) 




•« 


所以，当： r>X 时， 0<x/Cr) <e ， 即 

lim xf(x) = 0 或 ftr) = o{\/x). 

X— + OO 

当 /O) 单调增加时，只要考虑一 /(.r )， 同样可证得 

f Cr) = o(l/jr) t 


例 17 证明： 若函数 /(x) 在 OCX 内单调，且 fV/Cr) 

Jo 

= 0 存在，贝 y lim .r A+1 /(.r) = 0. 

证 不妨设 /( 了）在 0 < X o 内单调减少 . 设 3 0<CS<C a, 
使 0 < X < S 时 /Cr) > 0. 此时， 

t p f(t)dt > fir) t p dt = c p ;x^ x f (x) > 0 ， 

JJ /2 
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1 — (1/2) 户 + 1 


其中 


， p V- 一 1 ， 


ln 2. 




- 1. 


故 G > 0 为常数 • 则由 Jr ^ f ( r ) dx 存在，得 


\r 


lim t^fCOdt 


lim x p + l J \ x ) 


j-^O 




若上述不存在，由 / Or ) 单调减少知，当0 < i “时，恒有 
fix ) <0.于是，当 0<. r < a /2 时， 

2 ^ fix ') t p dt = clx p + x f { x ) < 0, 


2 蚪 1 — 1 

其中 c ; ,, - 

、 ln 2， p = — l . 

故 C ; > 0 为常数. 

于是 k ， +1 /(* r)j < \ fV */ ⑴ d ， ，依 < V /( x ) d.r 存在，知 

C p J x J 0 

lim [ t p f (Odt = 0 .故 lim x p +1 f ( x ) = 0. 


， P 參 一 1 ， 


0 


0 


例 18 设 〆 r ) 为有界的周期函数，周期为了，且+。90)0^ 


c . 证明 ： lim 
证 因为 


n —— 

J n 言 


(pit) 


df 




<p(n * //；0 , 
Q/nY 


u ^ i/n 


2 


(p{nu)du ^ 


由黎曼定 理:设 fCr ) 在 [>，+ oo ) 上绝对可积，是周期 
为 T 的函数，在 [0， T ] 上正常可积，则有 

r + 〜 1 「 7 

lim /( ， ) 片 （ Hjr)dx = 〒 g(x)dx ftr)dx. 

/I — ► ^ u 又 * 0 ■/ ^ 


因此，令 /(“）= —jgOuo = 炉 ("“）， 得 


lim n 


fit) 


dt 


d " 


〜 j n 


7 = t 
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例 19 设 /O) 


cos — dt ，求 0 (0) 


0 


解 


7 ( 0 ) 


lim 


f (r) — /(0) 


x —— 0 


lim 

+ r -+0 ■ 


x 

cos(l/ 广） d/ 


o 


X 


但 


X 


r 


cos 


dt 


0 


CO 


COSH 


sinu 


u 


: c 


,1AI K 

f 、 2sin" 




d “ 






•丄 r > 

mn — + L 


! x 


U 


.r 


fx 


smu 


a 


du f 


故 



V 

cos(l//)d/ 

< -^i 

. 1 

, 2 

編 

0 

sin — 

X 

十 k|J 

X 





co 


d" 


u 


|‘r 


sin 


.r 


+ kl 


— >- 


0 (x 


0), 


所以 


( 0 ) = 0 . 


例 20 证 明：若 


/0 )dx 收敛，且 / O ) 在[“，+ °°)上 一 


致连续，则 fix ) = 0. 


CO 


由 fix ) 在[“，+ m ) 上一致连续知 ，V e > 0,3汐> 
0( 不妨设 $ < £) ，当 A ，乃 G 0，+ °°)，且 一 jr 2 1 < J 时， 


|/Oi) — /O2) 丨 < 


e 


又由 


^ fuHr 收敛知，对上述3,3 n > “，当 y ，/> N 




时，有 


/(.r)dx 


2 


<4. 


对任何 了〉，取 x ’， x 〃 〉 A ’ ，使: r ’ 〈 x < x "且 x " — x f = 8 ^ 


则由 


l/o) 々 l 


f(x)dt — 






x 


< 




I f m — y (/) I d / + I 


jr 




fiOdt 


< 4 rd 


即得 


\ftr 




: x 


> N . 
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所以 


lim fix ) = 0- 
』一 + 00 


第五节 定积分的应用 


主要内容 


一 、定积分的几何应用 
1. 平面图形的面积 

(1) 当图形由 X = X =心 ( b > a)，y = fU ) 以及 JT 轴围成 


(见图 6.2( a )) 时，其面积5 = \ b \ f ( x )\ djo . 

J u 



图 6.2 

(2) 当图形由 x = a，j = b { b > a^,y = fix ') 以及 _y =《0) 
围成（见图 6.2( b )) 时，其面积5 = fl / Cx ) — ^ Cr )| dx . 

J ii 

(3) 当图形由 : r = jr (/)，)，= jy ⑴，和 ：r = “， x = 6 
及了轴围成（见图 6.3( a )) 时，其面积5 = f Lv ⑴ k ， ⑴山. 

J a 

(4) 当图形由 r = r '( o ) 和 r = r 2 ( 0 ) 及 A = a ^ 0 2 = ( 3 围成 
(见图 6.3( b )) 时，其面积5 = \ \\ r \{ 0 ) - r \{ e )-] d 0 . 

U J a 

2. 由平面截面面积求体积 
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图 6-3 

(1) 位于平面 x = a 和 x = 6 之间 （6>a) ，在任一点 xG 
[a ，6]处，垂直于 x 轴的平面与立体 D 的截面面积为 A(x) ，则立体 

O 的体积 V =: Z(,r)cLr (见图 6* 4(a)). 

J ti 

( 2 ) 以直线 x = ^， x = 6，曲线 jy = f { x ) 和 x 轴围成的曲边 
梯形，绕^轴旋转所得旋转体（见图 6.4( b )) 的体积 V = 

〜尸 Cr ) d . r ; 绕轴所得旋转体（见图6, 4( c )) 的体轵 F 

J 



图 6. 4 

3. 平面光滑曲线的弧长 

(1) 曲线 c 方程由方程由= / O ) 6 [« ，/;]表示，则弧长 
•、’=[* \/1 4- y 2 d _ r ; 若 C 方程由 .r = g ( y ) , 3 ^ G [[，^/]表示，贝!]弧 

J “ 

长 s = J -/l + , r ’ 2 d )，. 

(2) 曲线 C 由参数方程 .r = . r (/) = y ( 0 ,t 6 表示, 
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则弧长 


j ^ 




(3) 曲线 C 由极坐标方程 r = 表示，则弧长 


J « 


V r 3 + r^dO. 

f 

4 . 光滑曲线的曲率、曲率半径与曲率圆 

(1 ) 光滑曲线 c 由方程），= /(x) ,JT 6 [a ，/;]给出，当 /(X) 


阶可导时，曲线的曲率 / c = (1 吉 2)3/2 . 

(2) 光滑曲线 C 由方程 .r = jt (/)，)' = y ( t ) ,t 6 [〜卢]给出， 


当 * r ⑴ , y ( t ) 二阶可导时，曲线的曲率 


(3) 光滑曲线 C 由方程 


[>，/5]给出，曲线的曲率 


3/2 


2 r , 


3^2 


(4) 若曲线 C 在其中一点 P 的曲率 ac 乒0,在点尸处的曲线的 
法线上所作的半径为 1 A ： 的圆与 C 切于 P ， 这个圆称为曲线的曲 
率圆.曲率圆的半径尺= 1/ k 称为曲率半径. 

5 . 旋转曲面的面积 

(1) 若曲面5是平面光滑曲线 C :)， = / O ) ，.r 6 [a ，6]，绕*3~ 
轴旋转一周所得，则曲面的面积 

■S = 2 丌 I/O) 丨 /I + / 2 0)d:r. 

J U 

(2) 若曲面 S 是由光滑曲线段 
绕 X 轴旋转一周所得，则曲面的面积 


S = 2^ 卜⑴丨 V x t z + y^dt. 

J ft 

二、定积分的物理应用 

1. 液体的压力当平而薄板放置在密度为的液体中时，薄 

板每面上所受静压力与放置角度、深度和薄板面积有关，可用定积 
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分计算. 

2. 变力做功变力 F (. r ) 在直线方向上从 x = a 到 .r =/;所 
做的功 W 7 二 fV (. r ) d 二 

J U 

3. 静力矩与质心（重心） 

(1) 光滑曲线段 J = /(. r)，.;r 6 0，幻，线密 度为 〆 常数），则 
曲线段质量 

〜 _ 

m = fx /l + y z dt. 


，b _ 「 

M r — fxy Vl + jt 2 dx ， 


质心 PoUdO ，。） 为 



V 1 + yMx , 


x 0 = M y /m , = M x /m. 

(2) 平面图形）， 〆^) < JV < hOc)< _r < 6, 面密度为/ /( 常 
数），则图形质量 

产 b 

w = fi{y z tr) — ) ，】（ :r))(Lr ， 

J u 

= ^(yi(jr) — yiCr))djr, 

J U id 

-b 

M y = fJLr ( y 2 ( jc ) — 3^( x )) d.r 

«/ u 

质心尸 oO 。，)，。） 为 

x 0 = M y /m, = M x /m. 

4 . 古尔金定理 

(1) 第一定理：弧 C 绕不与其相交的轴旋转而成的旋转面的 
面积，等于这个弧的长度与这弧的质心所划出的圆周之长的乘积. 

(2) 笫二定理 面积5绕不与它相交的轴旋转而成的旋转 
体，其体积等于面积5与这面积的质心所划出的圆周之长的乘积. 


* 
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疑难解析 


1. 定积分的微元法的理论基础是什么？ 

答 定积分的微元法的理论基础指的是 ：能用 定积分微元法 
所求解的量应具备什么条件. 

(1) 总量具有区间可加性.即总量是定义在某一区间上的，当 
将区间进行分割时，总量被分割为小区上的部分量，总量等于小区 
间上部分量的和. 

面积、弧长、功等具有区间可加性，而速度、温度不具有区间可 
加性. 

(2) 部分量的近似值具有线性性.定积分是积分和式 


YfOh 的极限， /( Hi 是部分量的近似值，是关于 Ar 的线 

/—I 

性函数.即部分量的近似值必须能表示为定义在区间上的某一函 
数 ftx ) 在小区间上一点乞的值 / Cc ,) 与小区间长度△: r ,. 的乘积 
( A . r 的线性函数). 

当总量具有以上两个性质时 ，一 般可以用定积分的微元法来 
求解. 


2. 实施定积分的微元法有哪些步骤？ 

答定积分计算某个量是用某个函数尸 Cr ) 在区间上的改变 


量（增量） FO ) — F ( a ) 




fMdx 来表示的，通常的四个步骤 


是：细分、取近似、求和、取极限. 

实施定积分的微分法一般也遵循这四个步骤 ：（ i ) 细分区间 
1>，幻为”个小区间； （2) 求部分量的近似值 /($) Ar /; (3) 作和式 


2 /($ )△々； （ 4 ) 取极限 lim 2/(0 △%，得到 f /(x)djr* 

/ =i A — 0 1 九 

也可以归纳提炼为两步： （1) 求出 FU ) 的微分式（微 元）: 
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dF ( x ) = /( jr ) d : r (由 /( UAa 抽象得出）； （2) 将微分式积分，得 

/( x)dx = F ( b ) — （由 得到乂 微元法就是 
求微元得到积分的方法. 

对于应用问题，找出微分式 / Cr ) cU 是最关键的，其次是确定 
积分的区间.至于怎样计算积分的问题，已经在不定积分与定积分 
等章解决了，不再赘述. 

方法、技巧与典型例题分析 


定积分应用的方法和技巧主要是指取微元的方法和技巧，这 
要求读者对具体问题有相当的了解，能通过几何、物理概念找到最 
合适的 微元; 其次是利用对称性、奇偶性、周期性等概念，将积分变 
得尽可能的简单. 


一 、定积分在几何中的应用 
1 . 平面图形的面积 

例 1 设 : y = /Or) 是 +/i ] 上的单 
调连续曲线，证 明：在 ( 心《 + /0 中总存在一 
点 f 使得图 6. 5 中两阴影部分面积相等 . 

若 /(x) = e'E f = a + 你，并求 lini<7. 

证若两阴影部分面积相等，则 

[/(x) — f{a)~\dx 
J u 

"u + A 

= If (a + A) — /(jr)]cLr ， 

所以 < 



图 6. 5 


/(.r)d:r 

J a 


— f + /?)(“ 一 


Cu-\-h 

c ) - If (a + h ) 


—f (.r)3dx 


7 (^) (c — “） + 


[/O) — /(^)]dx 
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=(a ~h h) f {a + A) + — af (a ) — {a + b) — /(“）]• 


(a 十 h )f (a + /O — af(a ) — 


得 c 


/( x ) d,r 




f (a + A ) — f {o ) 


(依中值定理) 


( 咖 +A) 


tv + A 


fia + A ) - /(?) 
f{a 十 /O — f(a) 


a 


且 




I L 


若 ftr) 单调增加，则上式中分子、分母均大 于零； 若 /( x ) 单调减 
少，则上式中分子、分母均小于零. 

若 / Or ) = ^ +你，则由 f 的第一个等式可得 



he +h 



h ( c ^ 


«i + A i u 

十 e 



Q h Ch — 1) H" 1 
h(e l - 1) 


h 


故 


limP 

h -^ 0 


lim c( n i) + 1 =lim 


eh 


/)-► 0 


h (c — 1) 


h 


h 0 - 1 


he 


h 


lim 

h -» 0 


h 






嚓 



图 6. 6 


例 2 若由曲线 j = 

* 

COST ! 0 < .r < j 与两坐标轴所围成的 

乙 I 

图形被曲线= “ sin.r 与 jy = Wn : (a >> 
A >0) 三等分，求出 a ，/， 的值（见图 6. 6). 

解设曲线 y = cosx 与曲线7 = 
t / sin . r 和 j = bsinx 的交点的横坐标分别 


为 A 和 


由 cost } — aslnxi , cos . r 2 = /) sinjr 2 得 , tanx 


a 


, tanjr . 


/ 厂 


由及在 


0 , 


丌 




tan . r 的单调性知 


cos./djr 


0 


,1 


^ sin.rdT 
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asinxdx 


cosxdx 


/ ； sin.rd.r 


7;sin.rdj" 


、叶 i 


cosxdj ： 


得 


2sin,ri 4 - 2“cos.ri — 2 a = sin.r ； 


/ 7 COS.r 




sin.r】+ acosxx — a 


/；cosx 


解得 


sin ^! 


sin . r ^ 


1/ / 1 + a z , cow 


1 / 


ti l , cosx? = h/ 


1 — sinx ? ， 

TT ^, 


代入上面等式，得 


^ — 2“ 


1 — — b ， 


a = b ^ 1 — \/1 + ^ ， 


例 3 在等轴双曲线 


1 上任取点 


( x ， j )， 求由双曲线与点 （ x ，_ y ) 和（ X ， 一 _ y ) 同 
原点的连线所围成的曲边三角形的面积（见图 


6- 7). 


解 由 x > 0,显见图形对称于 x 轴，则 




Ci _ _ 

Vt 2 — 1 
J 1 


Idf 


xy — [x \/x 2 — 1 — In \x 


^1] 


xy — xy + ln(x + 夕） =ln(x + 3O 




e ' 




4/3, 

5/12. 



图 6. 7 


— 5 


知 


coshS , 


sinh 5 . 


例 


利用图形（见图 6. 8) 面积计算定积分 


解 


%n/2 dx 

J 0 1 + (lanx) ^ 

因为， ( ‘ r) = ，- T 1 〆 经过点 A ， c (0， l )， 

1 + (tanx) 72 2 
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p 


7 T 


，所以积分 


r ^/2 


dx 




o 1 + (tan.r) 


在数 


值上恰为矩形 ABCo 面积的一半，即 

dx 1 n _ k 


rw 2 


o 1 十 （ tanx) 


^rr 


丌 

X — X 


可以通过证 明点尸 


n 


和点 


fCr ) 关于尸对称.因为 


丌 

~2 


X 


，/ 


7 T 


X 


是点 ( T ，/( T )) 


的中点来证明曲线 


7 C 


X 


1 + [tan(n/2 — x] ^ 1 + (cotx ) 斤 


(tanx) 


rr 


所以 


1 十 tan 

/( 工）+ / 


/2 


7 T 


X 


(tanx) 


rr 


1 + (taruz ：) 斤 1 + (tarur ) 斤 


即曲线 / o ) 过点(子， 

例5 在抛物线<^ =工 2 — + 3上 

任取一点 Z 3 , 向抛物线 C 2 ：y = jr 2 — 4 -r + 7 
作两切线，记两切点为 A ^ B . 证明： 曲边三 
角形 / MB 面积 S 为常数（见图 6.9). 

证 因为 = (x — I ) 2 — 1 ， C 2: )， 

= (x — l) 2 4 - 3, 不妨化为 _>， = :r 2 和; y = *T 2 
+ 4. 下面我们就更一般的情形 C lX y^ax 2 图 6. 9 

和 C 2: JV = UJT 2 + b (« > 0, Z > > 0) 来进行讨论. 

设点尸的坐标为（/，^ 2 )，则过点尸的直线与(： 2 相切于点 
{ x , ax z + 6)，从而切线斜率为 



(< 2 jt 2 + /;) — at 2 

JT — t 


2 aoc . 
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解得两切点坐标为 


A t — vb/a ， a( f 





a 




B 


vb/a , 


a 


/ h/a ) 


•} 


h 


两切线为尸/ 〗 ，尸万，切线方程分别为 


3 ^ = 2a (t — vh/a ) (.r — /) 


at 2 . 


y 


2a (t + vb/a ) (x — /) at 


2 


从而，曲边三角形面积 


n 


SO) 


/ 一 vuJu 


{ (ax 2 ~\~b) — [2“(/ — Vh]a ) (x — t) +W 2 ]}d：r 




rv+ ^hh 4 


{ (ax 2 +6) —+ t /b/a)(x — f) + “ 广 2 ]}dx 


a 


(.r + vb/a —t) 2 dx 


t 一 jb/u 


_r+ 


(jt — wb / o. — /) 2 dx 




it (x + s/ b/a —t) 


一 ^/hju 


a 

I 


(j ： — vb/a —t) 




t 一 JhU 


b 


b 




2h vab 
3a 


可知，曲边三角形面积与 （ 无关，与尸点的取法也无关，是一 


个常数. 


例6由点 M (2 a ,0) 向椭圆 


x 




9 


cr b 2 

1作切线 MP 和 MQ ， 求曲边三角形 A / PQ 所 
围图形的面积（见图 6.10). 

解 先求切线 MP ^ MQ 的方程.对椭 


圆方程两边关于 x 求导，得 

2// + 2a 2 yy f = 0=^y 


则过任意点 Uo ，） 的切线方程为 



M ^ 


b\r 


图 6* 10 


Y 


b z x 


9 


(X - x)=>^ 2 v(Y - V) + b\r(X 


0 


^ y 


将 ( X ， Y ) 以 （2^0) 代人，得 
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2ab l x — b 2 x 2 + a 2 y 2 = a z b l . 


所以，点 P 坐标为 


a 


b 


，点 Q 坐标为 


a 


b 


S 


由面积关于 i 轴的对称性，得 

2a 


0 


/T 


b 


2ay 


/T 


3 a 


36 

7 T 






ab. 


J a 

«t __ 

a 


h 

a 

2b l 

1 

\ y 

/b 


9 




dv 




y l +6 2 arcsin 含 


/3 A/2 


0 


少 I 



例 7 设 m：y 平面上有正方形 
1 ，0 < j < 1 及直线 / ：X + 3' = ^ > 0) •若 

S (/) 表示正方形 D 位于直线 / 左下方部分面积 


(见图 6. 11)，求 


"5(/) dr ( jr >0). 




0 


解 因为 


图 6. 11 


5(0 


i l H , 


0 <f < 1， 










/2 + 2/ — 1 ， 1 <C / ^ 2 ? 

t > 2 , 


所以 




SU)dt 


t 2 /2dt 


o 


0 

n 

i 

0 
n 

j 

0 


o 


/2dt 


(-/72 


l)cU 


s/ 


/2dt 


7 


( — f/2 + 2t — 1 )d/ + 


(* 


dt 


•? 


了 76, 


x 3 /6 


_ 1 ， 



x 


0 < x < 1 ， 

^ + 各，1<了<2, 


了 > 2. 

例 8 已知抛物线），=+ (/I (户 < 0,7 > 0) 在第一象限 

内与直线 .r + J = 5 相切，设抛物线与 . r 轴所围的平面图形面积为 
5( 见图 6. 12). 
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(1) /> 和 9 为何值时， S 达到最大值？ 

( 2 ) 求出此最大值. 

解 由 :V = />了 2 + M 和= 0求得抛 


A* +)' 


物线与 x 轴交点的横坐标为 A = 0 ，x 
- q / p •槪 


*> 


- <l/P 




(A 


qx)d.z 


A 




ni p 


图 6. 1 


3 


0 


Q 

6/> 2 


由 ^r + ^ y = 5 和 ），= 户1 2 + 相切，得方程 A r — + (g + l)，r 
= 0 只有惟一解，故判别式必等于零•即 




(q + I) 2 + 20p 


^ ~ 2 q (1 + q ) 2 ， 


所以 


且 




m 5 = 5( a ) = ― 2⑻ " 

以 6 - 30/ + I ) 4 ， 

S / ⑹— 200/(3 — _ _ 3 

W - 3(./ + I) 5 - 0=>V-3_ 

当 0 < v < 3 时， S ' ( v ) > 0 ; 当 7 〉 3 时 ， Y ( y ) < 0, 于是当 g 
3 时，有极大值，即最大值. 


S f (q) 


当 g = 3 时，户 


图 6. 13 


20 


(1 + 3) 2 


,5 


225 



例 9 求曲线 


x(,r — 1)0 — 2) 与 


直线 j = 3 U — 1 ) 所围图形面积 ( 见图 6. 13 ). 
解 面积微元为 

d5 = \x(t — 1 ) (x — 2) — 3(i — 1 ) |d.r , 


所以，所求图形面积 


x{:r — 1 ) (*r — 2) — 3 — 1 ) | dx 

r — 川 （ ，._ 3 ) (i + 1 ) 丨 d.r 


(1 — .，）（』■ — 3 )( 了 + 1 )d.r 
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rs 




(: r — 1)( j . — 3 )(.r + l)dx = 8. 

例 10 设阿基米德螺线 〃 =w 
(a > 0,0^0 ) 每相邻两圈间的面积 
为 & ， & ， •$〆•• （见图 6.14) ， 证明： 
& ， & ， & ， … 成等差数列 . 

证利用极坐标下的面积计算 
公式，得 

1 r2ik-\-l)n 
^ 


(adydO 


j 


2 kn 


因为 * S 。 = /1 q , iS i = ^41 




~ a 2 n \3 k 2 + 3々 + 1)， 

k = 0 ， 1 ， 2，-.' 
A 2 - 4 ，" •，所以 


5 


k 


/I 


A k ^ x = —^ 2 tt 3 [3^ 2 + 3々 + 1 _ (3々 2 — 3々 + 1)] 

O 


蜃 ■ _ 


= 8“ 2 丌 3 々，,’ =1 ， 2 ， 

可知 ， & ， &,& ， … 是公差为 8W 的等差数列 . 

例 n 求闭曲线 y = x 2 - 所围图形的面积 . 

解此图形特征可由方程得出，它关于轴对称 . 令 1 
rcosO ， y = rsin(9, 得出曲线方程为 

r 2 sin 2 ^ = r 2 cos 2 汐一 r 4 cos 4 ^=^>r 2 cos 4 0 = cos2 夕 > 0 ， 

所以 _ k/4 < 0 < k/4 或 3tt/4 < ^ < 5 冗 /4 •故 

1 cos2 汐 


dS , 






(0) d 0 


2 cos 4 汐 


狀， 


于是，由图形的对称性，得 

、’ 1 cos20 


S = 4*5】= 4 X 




0 


cos 4 夕 


d9= 2 


冗 / 


(1 — tan 2 (9)dtan^ 


tan 0 — "― tan 3 ^? I 


] 

«/4 

f 1 


_ o 

— 一 Li 

1 一 T 


0 

i 3 


2 


类似地，可求得闭曲线 (/ + 3, 2 )=“ 2 (/ + /)所围图形的面 


积.曲线的极坐标方程为 


.2 


a 


■> 


1 — 4 rsin 2 20 


. 由图形关于轴 
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和3,轴的对称性，可得 


5 




4 X — 


fjf/2 

r 2 dO = 2 

rn/2 

*> 

1 - \s\n 1 20 

0 *J 

0 

l 2 




it 


a 2 A0 + a 


o 


V /2 


cos\OdO 


na\ 




0 


例 12 求封闭曲线 


2at 


,0 


nt 




所围图形的面积. 


解 


1+广 1 + t 

因为当曲线封闭时，/由0变到+ CO , 所以，所围图形面 


积为 


5 


f*. 


dO = 2na 


2 


0 


2 


V 


0 


Tb 




2^a 2 lim 

{}—*■ " 4 - oc 

2 丌 a 2 lim 

+ c*c 

na 2 (l — 兀 /4). 


dt 


(i + ^) 2 (i +ty 

rb 士 


d ， 


o 4 (l 十 ,） 2 4 J 


o 


1 






2 




b 


tdt 




o (1 +^ 2 ) 2 J 

b 


4(1+0 


T arctan ’ — 4 oT7) 


0 


2. 其它几何应用 

例 13 已知曲线为星形线（见图 6. 15 )：x 

“cosV ，）， = asin^t (a > 0,0 ^ ^ 2 穴） . 求： 

( 1 ) 所围成图形的面积 a . 

(2) 绕 x 轴旋转所得旋转体的体积 

(3) 绕直线 y ^ jt 旋转所得旋转曲面面积 



5 2 , 


解 （1) 由对称性，得 


图 6. 15 




4 


k o 


^/2 


yit)x f (t)dt 




r ^/2 


^sin 3 /3^cos 2 ^sin/dr 


0 


12a 


t 




r ^/2 


sin 4 / cos 2 /df = 12a 


0 


J 


V2 


( sin 4 / — sin 6 0 d / 


o 


12a 


2 『 3 • 1 


5 • 3 • II 


4*2 6 




2 


7 T 


丌“. 


(2) V = 2^ 




0 


\a 2 sin^t ( ■— 3^ cos 2 / sin ?) | d / 


療 
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6 丌“ 


sin 7 Kl — suvt)dt 


0 


6丌“ 3 


( 6 ♦ 4 • 2 
, 7*5.3 


4 - 2 
5.3 


32 3 

105 "^ 


(3) dS 


V 


，: 2 d / 




\ — 3 as\ntcostdt ^ 

由对称性，得旋转曲面而积 


tt /4 (t < 丌/2, 
丌/2 < / < 3丌/4. 


' 3-/4 


2 2^ 


7 f 


"/y 


)，: 2 士 


擊 


3 a 


J nf 


( sin 3 / — cos 3 /) sin / cos / d / 


— ( sin 3 r — cos 3 /) sin ? cos ^ d 广 
J d _ 


12 开 sin'V 十 cos' 
“ - - - - 

/y 5 

^- Tca 2 (4 \Tl — 1 )• 


5 * I n/2 


sin 5 / + cos 5 / 1 37r/4 



图 6. 


例 14 设仏是由抛物线和直线 
■r = «，x = 2和 j = 0 所围成的区域; Aj 是由抛 
物线: V = 2 x 2 和直线: V = 0 ，.r = « 所围成的区 
域，其中0<« < 2( 见图 6. 16). 

Q ) 求由 A 绕1轴旋转所成旋转体体积 
V ,和由仏绕^轴旋转成旋转体体积 V 2; 

(2) 问：当 《为何值时， A + V %取得最大 
值?试求此最大值. 


? 


解 （1) K =丌 (2 r 2 ) 2 dx 


V, 


— ~^(32 — ) ， 


TCU 


2 a 


7t 含 djy = 2^v 4 —丌 w 4 


丌"' 
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(2) F - + y 2 = 冬 7t(32 — a 5 ) + 

o 

\ T a = 4 丌 “ 3 (1 — a ) ? 


-Ka 


令 R = 0, 知 “ =1 为惟一驻点 • 

当 0 < “ < 1 时， K > 0;当 “ > 1 时， V : < 0.故 ^ = 1 时有 


极大值，即最大值，所以最大值 V ( l ) 


129 


例 15 求微分方程 ^rdy + tr — 2y)dx = 0 的一个解 J = 
_ yO ) ，使得由曲线 3 , = y ( i ) 与直线 T = 1 , x = 2及轴所围成的 
平面图形绕 I 轴旋转一周所得旋转体的体积最小. 


解将微分方程化为 


dx 


- 1，即得 


2 /'uir 


2/xtU 

Q J cL 


x l - h c = x + ex' 

X 


故旋转体体积 


F ( c ) 




n{jo + cx 2 ) 2 dx 


31 

7t 

t ) 


15 


c + 


^ao = 4. + 导 

o 2 


令 r ( c ) - 0,知 


因为 W )= 孕>()，所以 : r 

1 


75 
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小值点.于是 


为惟一极小值点，即最 


124… 


例 16 求曲线 


X 2 — 2厂， 


0 ，x = 1 ，x = 3所围成的平 


面图形的面积心并求该图形绕^轴旋转一周所得旋转体的体积 
V (见图 6. 17). 


解 




S x + S z . 

(2 工一 x 2 )d：r 


( jt 2 — 2.r)d.r 
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* 


所以，所求图形面积 S = A + & = 2. 

平面图形轴旋转一周所得旋转体的体积 

V x = 7 T (1 + /l + y) 2 dy — 71 = 

J -i t> 

平面图形&绕 ^ 轴旋转一周所得旋转体的体积 

,3 _ 43 

V 2 = 27丌一丌 （1 + /I + y) 2 dy = — n . 

Jo o 

所以，所求旋转体体积 y = + y 2 = 



图 6. 17 图 6. 18 

例 17 求摆线 := a(t ~ sin /) = a(l — cost)，0 < 2 k 与 : r 轴 

围成的平面图形绕 y 轴旋转所得旋转体的体积 V (见图 6. 18). 



例18 立体底面为抛物线 j = P 与直线^ = 1围成的平面 

图形，如图 6. 19所示，而任一垂直于^轴的截面分别是：（1)正方 

形（见图 U ));(2) 等边三角形（见图 （ b )) ; (3) 半圆形（见图 （ c )). 

求这三种情形下立体的体积. 
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解 


图 6. 19 

先求出三种情形下的截面积再利用公式求体 


积 


(1) 5^30 = (2 /^7) 2 = 4 y ， 故 




Si(y)dy 


^ydy 


o 


0 


(2) 5 2 ( 3 0 


^~3 


(2 v^y") 


S 2 (y)dy 


o 


0 


(3) s 3 ( y ) = y 7 r ( y 

n 

V 3 = () f ) d )' 


:/"^"夕，故 
v 3 ydy — 


叮，故 


例19 两个半径为 /• 的圆柱的轴垂直 
相交，求其所围成的立体的体积（见图 
6. 20). 若两半径分别为尺和 r (尺> r ) ,体 

积有何变化？ 

解作平行于 •^轴 、与 I 轴距离为3,且 
垂直 . ra ： v 平面的平面，与两圆柱体公共部分 
的截面积为 5(30 = T 2 - y ，于是 


3 f2 ) d.r 


16 


若两圆柱有不同半径，则截面为矩形， 
截面积 


/y 


丌: yd )' = — 



图 6. 20 
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S(y) = v(P 


y 2 )(R 2_ y 2 )9 


立体体积 


V = s 


/ ir l 


) (R 2 — ) ， 2 )d3' 


是一个椭圆积分.作代换） ; = rsinl ?， 且令々= r // 〈，则 

_ 


y = mr 2 


j 


cos 2 0 %/l--k^sin z OdO 


0 


圮 [a + k) 2 E(k) - (i - ^ 2 )Fao], 


其中 E (々） 和 F ( k ) 是完全椭圆积分，可查表得出. 


. A 


例 20 设悬链线 } =备 (/ + f ) 在[0，《]上一段弧长和曲 


边梯形面积分别为 〆 幻和 SG ) ，如图 6. 21 所示； 该曲边梯形绕 : r 
轴旋转所得旋转体的体积和侧面积分别为 v («) 和 &(«); 旋转体 
在 X = « —端的底面积为 5 n («). 证明： V « > 0. 

(1) s(k) = S(u) ， S C (“） = 2V(u )； 



(2) lim 


ip 


oo 

*S D (“） 


证 （ i ) 由于 y 




(e J 


e 


x 


) ，所以 


图 6. 21 


vTT 


〆 "） 






V 1 + [(〆 + e — r )/2] 2 = jy 




vl + y 2 d.r 


0 


J 


tt 

jyd.，= S ( k ) $ 


o 


S c ( u ) = 2^ y v 1 + 3^ 2 dx = 2 tt 




0 


0 


y 2 dx = 2V (//) # 


(2) S c (u) — 2tt 


ydjr 


7T 




U 


o 


(e 2x + cT 2r + 2)dx 


7 t 


It* 


e — 2 " + 4“）， 


TT 


Sd(") = ny 2 (tO = — (e^ 


e 


lt \ 9 


丌 V + e 


: u 




2)， 
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故 


lim 


co 


S D ( u ) 


lim 


c 


In 


e 


In 



iu 


It-* + co Q 


U 


e 


2« 



2 


1. 


例 21 求半立 細臟 y = ♦(了 一 l ) 


被抛物线 y 
6 . 22 )* 


x 


所截得的一段弧长 K 见图 


解 求得两曲线的交点为 



3 


2，一 


v / r ^6~ I 


，且知弧关于轴对称.所以， 


图 6. 22 


y 




0 — 1 ) 


2 


(:— 1 ) 
3 ; 


s = 2 


C 2 


y/l + y 2 dx 




1 + — (x — l)dx 


n 


/2 


j 


v3x — \d：r 


8 


o 




- 1 


例 22 求外摆线一拱 的长. 外摆线方程为 


T = (a + b)cost —厶 cos 


a 


b 


h 


y — (a + A) sin/ — bsln 


a 


h 


0<h<a. 


h 


解先求出外摆线一拱 / 的变化区间.因为外摆线一拱的始 


点与终点都在圆周 P + 3 ; 




2 上，所以解方程 


a 


x 


9 


y 


(a + b)cost —厶 cos 


a 


b 


h 


(a + h)s\nt —— /;sin 


a 


h 


h 


Ui +hY 十 /; 


■? 


— 2bia + b) 


smtsm 


a 


b 


-t + cos/cos 


h 


a 


2cih 


a 


2J)“ — + 厶） cos — / y 

h 


争 
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得 cos 


0 与 Z 


2 h 


7T. 即外摆线的一拱，参数 0</< 


2 h 


^于是 


^2 —j— I ) ] 

[ — (a H - b ) sin^ sin j t d/ 

b 


(a + h) cost — cos —-— t dt ? 




得 


x t 




4( " +6)W 2b tdtl 


X t z + 3^ 2 dt 


_2 厶冗 /“ 


0 


2(a + b)sin 告 tdt 


A(a + - 坐 COS 旮 

a 2b 


2na x 


图 6. 23 


2 W “ 祕 

=—(a + b). 

o a 

例 23 如图 6. 23 所示，在摆 

线： r = a(t — sin,)，jy = a(l — 
cost) 上，求分摆线第一拱为 1 : 3 
的点的坐标 . 

解 因为 ^ = d(l _ cosO ， 
v ； = asinf ， 所以 


4 ^ 2 sin 2 


当，从 0 变到加时，摆线划出第一拱，有 



y t 2 dt 


2<^sin — = 8^. 


设分点 / =…则由 


5(^0) 


2<3sin —dt = Aa 1 — cos 


2a 


得心 


l 于是 


2 丌 




)o = Y a 
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即所求分点坐标为 ((Y — 

二、定积分在物理中的应用 

定积分的物理应用的关键同样是微元的确定，要根据物理定 
律和问题的具体条件确定坐标系，选择物理量，确定定积分微元_ 
例 24 某闸门的大小和形状如图 6. 24所 
示，阐门的上部为矩形 ABCD ，下部由二次抛 
物线与线段4石所围成.当水面与闸门的上端 
相平时，欲使闸门矩形部分承受的水压力与闸 
门下部承受的水压力之比为5 : 4,闸门矩形部 

分的高应为多少米？ 

解取坐标系如图，则抛物线方程为 图 6 . 24 

x = h \ — y 2 . 

闸门矩形部分所受水压力 

m h 

/> L = 2 pgxdx = pgh 1 , 



闸门下部承受水压力 


义+1 


pgx 办 + 1 — : dx ， 


ipg (A + 1 _ t 2 ) t 2 dt 


/ u - 


Apg (A + 1) 


Pi 

Pi 


图 6. 25 


f V 

3 5-o 




* A 

丁 15 


4(A/3 + 2/15) 


即闸门矩形部分高应为 2 m . 


.V-hd.V 

Z?s i nx 


例 25 


边长为 a 和 6 ( a > b ) 的矩形 


薄板与液面成 a 角沉人液体内，其长边平行 
于液面，位于深 a 处.若液体的密度 为化求 
薄板每面上的液体压力. 
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解如图 6. 25 建立坐标系 的变化区间为 [0，/« ina]，cLS = 



stria 


dx ， 压力微元 d /? 


汙是 


V^ina 


p(h 


ad 


s\na 


ap 

sina 


As in. 


hx 




例 26 有一装满密度为 960 kg / m 3 的 
油料的贮油罐，在其下部有一个半径为尺= 
380 mm 的检修孔.设孔的中心与液面的距 
离/ j = 6800 mm , 孔口挡板用每个能承 
500 k g 力的螺钉紧固，问此检修孔需用多少 
个螺钉. 


图 6 . 26 解 如图 6. 26建立坐标系.圆孔方程 

为 X 2 + _ y 2 =沢 2 ,积分区间为 [ — R 对应于小区间 [: r，jr + cLr ] 

的压力微元 


dp = p(h jr)2 \/ R 2 — .r 2 dx, 

故孔口挡板所受压力 

fft i _ fR _ 

P = 2p(h + jt) \/ H 2 — jr 2 d.r = Aph \/ R z —— x 2 djo 

J -尺 Jo 

=Aph • 子 H 2 = phnR 2 • 

将题给数据代入得 

/ > = 960 X 6. 8 X 3. 4 X 0. 38 2 ^ 2952 ( kg ) 

=>；2 = 

所以至少需要6个紧固螺钉. 

例 27 —个 半径尺 = 3、密度 p 二2 的实心球完全沉没在水 

中，球顶部到水面的距离为16,求把球提高到底部与水面相齐需 
做的功. 



解 因为球的体积 V = ^7 c /^ 3 = 36 tt ， 球的质量 M = Vp = 




72k, 当球完全沉没水中时，浮力为 36tt. 所以，球提升到顶部与水 

面相切时所做的功 

U 7 , = (72 - 36)Jr X 16 = 57 机 

如图 6. 27 建立坐标系，考虑将球提升出水而 
需做功 W 7 2 . 设将球顶从点（ 0,0) 提到点 （ 0 ， _y) (0 
< < 6 ) ，记此时水面上球的体积为 V ,，水面下部 
体积为 — V ,.用丰行截面积方法求在点 
( 0 , 0 ) 与点（ 0 , 7 )间任取一点 （ o ， y ) 作 截面圆，设 
其半径为 X ，则应有 

X 2 + (7 - + 3) 2 = 3 2 , 

故 VI — n [9 — (X — y + 3) 2 ]djy 

0 j 0 

= - 士 ( y — y + 3) 3 V 

o J 0 

= y (9 — )’) y . 

于是提升力 



V (> —— （36 丌 — V j ) X 1 = 36 丌 "h ~ ( 9—— 


故 


'6 


Fdy 


0 


"0 r 

J a _ 


36tt + —(9 - 


y)y 2 d3^ 


36 丌 ），+ 丌 : v 


所以，总功 


W 


" 12 , 


mm 




36 X 9tt = 324t 


900tt_ 


例 28 用铁锤将一铁钉钉人木块，设木块对铁钉的阻力与铁 
钉钉入木块的深度成正比.锤击第一次时，铁钉钉入 1 cm . 若铁锤 
每次锤击时所做的功相等，问第二次锤击钉子时钉人多深. 

解 设锤击第二次时，锤人深度为因为 


kx ， dW = Fdx = kxd.r. 


第一次锤击所做的功 

\V X = 


k.rdx 


kx 2 


4 k 
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第二次锤击所做的功 


U 7 


1 +A 


kxdx = —k ( h 2 + 2/i) 


由题设 




2 h ) 


2 h 


0, 


解得 A = — 1 (cni)( 负值舍去）, 



例 29 设有一半径为 K， 中心角为 P 的圆 
弧形细棒，其线密度为常数 心在 圆心处有一质 
量为 w 的质点 M， 求这细棒对质点 M 的引力. 

解 如图 6. 28,建立坐标系.圆弧中一小 

段 cb 对质点 M 的引力微元 


图 6. 28 


dF 


7 npdx 

~ W ~ 


kmp 


2 


(RdO) = 


故 


V/2 


dFcos^ 


<p/2 


^slnO 9/2 

尺 0 


V2 kmp 
HZ ~ R Z 


2 km p . <p 

~R~ SlU 


osddO 




dFsind 


V -2 


沪 kill P 

2 7sin_ 

J —9!1 K 


所以，引力的大小为^ ^sin f， 方向自点 M 指向圆弧中点. 

例 30 有一质量为 M 、 长为 Z 的均匀细棒 
仙和一质量为的质点.质点位于坐标原 /] 

点，垂直于 : r 轴，= a.ZCoB = ^oC /« dh 
=“• 求此棒对质点的引力_ 

解 如图 6. 29建立坐标系.细棒上微元1 ^ c 


d/i 对质点的引力 


dF 


A/。• ~d/i 


图 6. 29 


其中 r Q = {cos(9，sinf ?} •而 
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h — atan 汐 ， dh = ^ sec 2 ^. 


cos 夕， 


于是 dF = ^^c^r。， 从而 


al 


F x 


rp 


dF x 


rfi 


F 




dF 




M 0 M 

al ' 
MoMrfi 

al 


cos ^ d ^ 


sin 沒 d 汐 


MJA 

al 

M 0 M 


( sin /? — sina ), 


al 


(— cos /3 + cosa ). 


故 


F = ^ F x + F y 


m q m 

al 


-/2 — 2 cos (/? — a ) 


方向 


al 


0 = arctan 


2 M 0 M m I 




ly 

F x 


2 


arctan 


tan 




例 31 


个半径为 A 的圆环形导线均匀带 


电，电荷密度为 I 在过圆心且垂直于圆环所在平 
面的直线上与圆心相距为 a 处有一带电量为 9 的 
点电荷.求导线与电荷之间的作用力. 

解 如图 6. 30建立坐标系.点电荷位于原 


点，圆环方程为 



x 


+ y z = R \ 


在圆环上点 Crap ) 处取微元心，将其视作 
带电量为的点电荷，由库仑定律，引力微元 


图6, 30 


dF 


kqdds 


( x 2 + y -h a 2 ) 

— kq 8 (xi + 3^7+ ak ) 


c/lp 、 乂 ‘ -r yj 丁 厂 ' 一 ~ i~?~ 

(x 「 =j：y D 产 + (:" ) 心 


故 dF 


kgR 8 {i + yj + ak ) 

iyi (^ 2 + y + ^ 2 ) 3/2 

kqR 8 x 


X 


\ y \( R z + a z y /2 


dx 


kqRdjo 


( R 2 + a 2 ) 372 找 


dx , 
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y > 0, 


dF 


kqRdy 
(R 2 + t 




kqRo i 


kqRs 


(R 



t 

■ J \ V?u. 礓， 

^ ^ 1 v ? ■ M 


< 0 , 


dF 


所以 


df 1 


kcjRSa 

= ( R ^^) 
dF , = 0， F v 

( 

2kqRda 
(R 2 + a 2 ) 3/ \ 






m R 

2 

Jr 


dF v = 0, 


dx 


Z^kqRda 
(R 2 + a 2 y /2 


于是，所求引力为 


+ F y j + F z k 


2^kqRda 


k . 


引力大小为 （ ，方向竖直向上 • 

例 32 证明古尔金第一定 理：弧 C ( A ) 绕着不与它相交的 
轴旋转而成的旋转面的面积等于这个弧的长度与这弧的质心所画 
出的圆周之长的乘积. 

证设弧的方程是: y = _yCr) (々< .r < .r 2 ) ， 则(:绕 


^ ili ) 

轴所得旋转面面积为乂 = 2 tt 


又曲线 C 的弧长为 

H) I rt.H> 

yds clv ， 所以 

*1) t J <A) 


m Ui) 

dv ， 而弧的质心的纵坐标为 7 

J t . A ) 


m (H) 






2 丌 


-f ⑻ j C(B) n 

yds / d.v = _v • 2 丌 7. 
I J {A) J 


例 33 证明古尔金第二定理 ：面积 s 绕着不与它相交的轴旋 
转而成的旋转体体积等于面积 s 与这面积的质心所画岀的圆周长 
的乘积. 

证 设面积的边界曲线由 J = hU ) 和 3, = 3' 2 U ) 组成（其 
中 J = vi ( x )<3 — hOr )) ，则面积 S 绕 . r 轴旋转所得旋转体体积 
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为 T/ 


(yl — yf)dx. 


而面积质心的纵坐标 


(W — W)dT/(2S) •所以 


V 


.1 


2 丌 


(3，！ 一 ： vf) 丄 W(25) 


5 = 5* 2 巧， 


例 34 旋转体容器是什么形状时，才能使液体流出时，液体 
表面的下降是均匀的？ 

解 如图 6. 31建立坐标系.设孔的半径 
为单位厘米.小孔中流出液体流量为 


dQ — nvdt = ire v 2 gydt . 
而容器内减少的液体量为 A ( y ) dy . 


故由 


vZgydt = A ( y)dy 



d/ 


A ( y ) 


丌 c /liiy 

由题设#是常数，令 d/ 


图 6. 3] 


<^y 

物） 


1 

dy 


h 则有 


nc 




k =^ A ( y ) = k x \/y ( k { 为常数 X 


因为旋转体是由3, = /O) 绕:V轴旋转所得，故 A ( y ) = nx : 


所以 


y = cjt a (r 为常数). 
即旋转曲面是由曲线3, = cr 4 旋转而成的. 
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数学分析是高等学校数学专业的主要基础课程.数学初学者 
来说，数学分析课程的概念难懂，方法抽象，解题难以入手，思维难 
以展开•为了帮助大家学好数学分析，解决学习中的困难，指导学 
习的方法，提高学习的效率，我们编写了本书. 

为了使读者能循序渐进，扎扎实实地从理论上、思维上、方法 
上掌握数学分析的概念与内容、方法及技巧，我们采用与教材同 
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本上的抽象理论真正化为自己的切实有用的知识，更为后续课程 
打下良好的数学基础. 
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论方法.因此希望读者学习以后，自己做一些归纳提高、整理加工 
的工作，以增强自己的实践能力. 

数学分析的题目及其解法浩如烟海，编者只能选编其中一小 
部分比较普遍的和比较典型的献给读者.有些例题是为了举证方 
法而选用的，因此不一定是该例的最佳方法.本书以较多的篇幅来 
讨论命题的论证，这是数学分析的理论基础，但也用了相当篇幅来 
叙述计算方法，希望能以此提高读者的计算和证明能力. 
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方法、技巧与典型例题分析 .（424) 

第十四章曲线积分与曲面积分 . （433) 

第一节第一型曲线积分与第一型曲面积分 .(433) 

主要内容 .(433) 

疑难解析 .*. (434) 

方法、技巧与典型例题分析 .(435) 

―、第一型曲线积分的计算与应用 .(435) 

二、第一型曲面积分的计算与应用 .(439) 

第二节第二型曲线积分 .(442) 

主要内容 .(442) 

疑难解析 .(443) 

方法、技巧与典型例题分析 .*. (444) 

第三节格林公式曲线积分与路径的无关性 .(448) 

主要内容 .(448) 

疑难解析 .(449) 

方法、技巧与典型例题分析 .(450) 

第四节第二型曲面积分 .(458) 

主要内容 .(458) 

疑难解析 . (459) 

方法、技巧与典型例题分析 .（459) 

第五节髙斯公式与斯托克斯公式 .(465) 

主要内容 .(465) 

疑难解析 .(466) 

方法、技巧与典型例题分析 .（467) 



































第七章级 数 


无穷级数是数学分析理论的重要组成部分，在应用数学与工 
程技术中有广泛的应用.无穷级数又分为数项级数和函数项级数， 
本书着重研究数项级数中的正项级数、一般项级数以及函数项级 
数中的幂级数. 

第一节级数的敛散性与正项级数 


主要内容 

一、 级数的敛散性 

1. 给定一个数列，则表达式 

oo 

+ …+ ⑷ + … 

« — 1 

称为数项级数或无穷级数称为级数的一般项. 

= Wi + « 2 + …+ 

称为上述数项级数的第 W 个部分和，简称部分和. 

OO 

2 ■若 级数的部分和数列 {&} 有极限又= 5,则 

«=i ^ 00 

oo 

称无穷级数 S 心收敛 J 称为无穷级数的和，记作 

rt = 1 

oo 

5 = + ^2 + ••• + U n + … 或 S = X ) 心， 



若没有极限，则称无穷级数 X ;仏 发散. 

« — 1 

co 

3. 柯西 （ Cauchy ) 审敛原理级数收敛的充分必要条件 

« *= 1 

为 ： V e >0,3 7 V 6 N ， 使得当 n > W 时，对任意的自然数/>均有 

1^+1 + 〜+ 2 + …+ u nJrp | < e , 

推论级数 〜收敛 的必要条件是 lim 〜= 0, 

4. 收敛级数的基本性质 

oo OO 

(1) 若级数收敛于々为常数，则级数也收敛， 

n=l n— 1 

其和为 

oo oo 

(2) 若级数和 X ；% 分别收敛于 S 和 T ， r ， d 为常数，则 

« = 1 n—l 

oo 

级数〜+办 j 也收敛，其和为义 r 

«=1 

(3) 去掉、增加或改变级数的有限个项，不改变级数的敛散 
性. 

(4) 对收敛级数的项任意加括号，不改变级数的敛散性，也不 
改变级数的和. 

若加括号后的级数发散，则原级数也发散. 

5. 常用结论 

OO 

( 1 ) 等比级数 ciq n = a aq + … + 叫' 1 + …# 0) ，当 

/? = 0 

\ q \< l 时收敛，当时发散. 

(2) 调和级数1 +音+ + +…+ + +…是发散的. 

二、正项级数 

如 oo 

若级数心的一般项^ >0,则称乏]〜为正项级数.负项级 





数可以化为正项级数来 研究. 


oo 


1. 正项级数收敛的充要条件是 ：部分 和数列{乂}有界. 

n— 1 

00 00 

2. 正项级数的比较原则 设⑷和都是正项级数，如 

« = 1 rt= 1 

果存在某个 w > 0,对一切 n > N 都有 A < %，则 

oo oo 

(1) 若级数收敛，则级数也收敛； 

/! — 1 rt= 1 

00 00 

(2) 若级数发散，则级数也发散. 

n= 1 n=\ 

OO OQ 

3. 比较原则的极限形式设和都是正项级数，若 


lim — = /，则 


(1) 当 0</<+ oo 时，级数2⑷和有相同的敛散性; 

II = 1 « = 1 

oo oo 

(2) 当/ = 0且收敛时，级数也 收敛； 

n—l m= 1 

00 00 

(3) 当/ =+ M 且发散时，级数⑷也发散， 

1 «=1 

CO 

4•达朗贝尔 Alembert ) 比式判别法 设⑷为正项级 

1 

数，且存在某自然数 A ^> 及常数 g (0< q < 1)，则 

co 

(1) 若对一切” > N Q ，有 1 ^ <心则级数 5] ⑷ 收敛； 


n 


(2) 若对一切” > A ^， 有^ 1 > 1,则级数 X ；〜 发散. 

Un n=^l 

OO 

5. 比式判别法的极限形式 若乏]〜为正项级数，且 lim - 


+1 


心则 



(1) 当？ <1 时，级数心收敛； 

rt = 1 

oc 

(2) 当 9 >1 或 <?=+oo 时，级数 D 〜发 散. 

n=^\ 

oo 

6.柯西根式判别法 设为正项级数，且存在某正数 W 。 

及常数/>0,则 

r 

j - 00 

(1) 若对一切/2> 有</<1，则级数 2] 〜收敛； 

rt~ \ 

本 ' ■■■ oo 

(2) 若对一切” > W。， 有7心>1，则级数^>„发散_ 

Tl= \ 

7•根式判别法的极限形式设 f] 〜为正项级数，且 

*oo 

1 

=/，则： 


(1) 当 /< i 时，级数收敛； 

rt ~ 1 

oo 

(2) 当 />1 时，级数乏>„发散 • 

«=i 

8. 对极限不存在，而上、下极限存在情形，有以下结论. 

oo 

设2 心为正 项级数，则 

tt — I 


(1) 若 = G < 1，则级数⑷ 收敛； 

n—►oo ll n 1 

FI— 1 

OO 

(2) 若 =$>1， 则级数发散 • 

#1 — 00 « „=1 

oo _ 

9_ 设办” 为正项级数，且7^ = /，则当/< 1时，级数 

«—►oo 

00 oo 

收敛；当， > 1 时，级数乏>,,发散 • 

«=1 1 

10. 积分判别法设 / Or ) 为[1，+⑴）上的非负单调减少函 




po 


数，则正项级数 Y ；/ U ) 与非正常积分 f ( x ) dx 同时收敛或同 


= 1 


时发散. 


11.拉贝 （ Raabe ) 判别法 设〜为正项级数，且存在极限 


limn 


1 - 


u 


« +1 


U 


n 




G 则 


Cl ) 当 广>1 时，级数。收 敛; 


ft 


(2) 当 r < l 时，级数，发散. 


n 


疑难解析 


1. 怎样理解无穷级数收敛？ 

rt— 1 

oo 

答 无穷级数心 = A + +…+、+…是无穷多项 

的和，可能是有限数，也可能是无限数，或者是不确定的数.如 

有限数 1 +士+ + +士十…+ 士十… = 2 ， 

Z 4 o Z 

无限数 1十2 + 3+…+ «+ — = +00， 

不确定数 1 — 1 + 1 — 1 +…+ 1 — 1 +…. 

00 oo 

当和是有限数 S 时，称级数 〜 收敛于* S . 否则称级数互]心发 


特别要注意的是，级数的和是无限项的和（简称无限和）与有 
限项的和（简称有限和）有本质区别.有限和是一定存在的，但无 
限和不一定存在.然而，两者又有十分密切的联系，即无限和可以 
通过有限和的极限表示_ 一般地，级数求和要先求部分和(有限 




和），再求部分和的极限 lim 又，确定级数的和 5( 无限和）是否存 

在. 

2. 判别正项级数敛散性的条件是否都是充分必要的条件？ 

答一切判别正项级数敛散性的条件都是充分条件，但不一 
定是必要条件. 

OC 

如对正项级数乏>,，若1^^ = /<1，则乏>,,—定收敛，反 

n -1 U ” "=1 

之则不一定收敛.例如 



是一个收敛的正项级数，但^有两种 情形: 

仪 n 



所以， lim ^ 不存在_ 

"— ^OO tl n 

方法、技巧与典型例题分析 

一 、级数的敛散性问题 

数项级数敛散性问题是级数研究中的一个基本问题.由级数 
的敛散性定义知，判别级数的敛散性实质上是判别级数部分和数 
列的敛散性，求级数的和就是求级数部分和数列的极限.因此，研 
究级数的基本思想方法就是将级数的问题转化为其部分和数列的 
相 应问题.同时，在实际问题中，我们还需利用已知敛散性的级数 
和 级数的 性质来 帮助确定级数的敛散性及推断级数的一些性质. 

例1 一弹性小球从高心处落下，落地后弹起的高度为前次 
下落高度的一半.如此往复起落，问小球的起落是否会停止. 








解从理论上讲，小球的起落次数是无穷的.是否停止跳动， 
要看完成这无数次起落的时间是否是有限的.于是，问题可以归结 
为一个无穷级数的敛散性问题. 

依自由落体基本规律有 ，/ i = 所以小球从高 / lo 处落地 

所需时间为，= J 今， 小球弹起 I 再落地所需时间为 G = 

2^，小球第/次弹起再落地所需时间为 A = 2^-^-, 于是， 
小球从开始下落至第《次落地所用时间为 

^ + (2 + …十1 



2 K 


K 


2 



h 


g 


2 





* _ ■ 


+ 2 



h 


-i 


S 


V 


! 2 h 


K 


2 



h 


0 


- (1/ V 2 Y 


g 




1 / 


(4 + 3 v 2 



ho 

g 


故 = (4 + 3/2" 、 4 hjg • 由此可知，完成这无数次起 


.'O 


落所用的时间是有限的，因此，小球的弹跳过程一定会停止. 
例2 判断下列命题的真伪，给岀证明或举出反例. 


oo oo oo 

⑴ ZX 收敛，发散，则 2( 〜 发散； 

» = 1 M— 1 Tl= 1 

OO CO oo 

(2) S ' 发散， S % 发散，则 S (心 +%) 发散； 

1 "二: 1 1 

°° oo 

(3) 收敛，且 lim 卜=/关0,则 收敛； 

OCy CO 

(4) 收敛，则 gI 发散. 

°° co 

解⑴真 • 用反证法证明 • 若 E ( u rl 4- Vn ) 收敛，则由 y ^ jU rt 


收敛知， ^] V n = D + V n ) — U n ~\ 也收敛 _ 这与题设矛盾 


n 


n 


(2) fej . 例如， 1)” 发散， D …发散，但是， 


n 


n 


XI [(- l )” + (— ir +1 ] 收敛 • 


n 


(3) 伪.比式判别法的极限形式只对正项级数适用，例如 




n 


n 


v n 


收敛，令 ！；„=(— 1)" 




lim ^ 

JJ—*"00 XJ 


- lr 


n 


n 


- 1) 


n 


l/n 


1^0. 


oc 


但是，因为 2] 丄发散 ，依题 （1) 知，发散. 

-_ 1 


n 


(4) 真，因为 y ] u n 收敛，所以 lim ⑷= 0,于是 lim 

广 ^ — CO "一 oo 


n ~ 


1. 由级数收敛的必要条件知， I ] 


2 1 + U 


发散. 


例3证明 


⑴ S 


n 


U +«- l )( a +~^ = ^ u>0); 


(2) 2J (_ ir+l 


2ci -\- 2 ^ — 1 


I 

卞 A 


n 


{a -\- n — {a 


n 


— — ( a 〉 0) 
a 


证利用 Hm 又证明. 




(1) 




1 / 


a(a + l) 1 (a + l)(a + 2) 


+ … 


{n + 行 一 1) (a-\-n 


a 


a +1 


a +1 a + 2 


+ 


■ ■ _ 


a -\-n 一 1 a +打 


a a^rn J 





故 llm 兄•所以命题成立. 


fj—►ro 


( 2 ) 5 , 


2^ + 3 


2“ -j- 1 _ 

(a~hl)(a + 3) 

rt+1 2<2~h 2^ — 1 




» » • 


-一 ( — 1 ) 


-+ 


( a -\- n — 1) Ca ^ rn ) 


a ci^rl J (a + 1 a -\~2 


+ … 


+ (- l ) 


«+1 


a^rn — 1 a-\-n 


«+i 


7 + (_1) … 


故 = —. 所以命题成立 * 

ij—► oo CL 


例 4 证明: 
(1) 若乂 — 


(n 


) ，则|](乂 +1 — 匕）发散; 


/I — 1 


(2) 若心 — 0 (n 


)，2 收敛，则文 X ,收敛; 


k^l 


H 


(3) 若〜一 a (n 


) ，则 2] (〜 — A + i ) = h 


n 


(4) 若^ 


(n 


oo 


) ，则 s 


n =l ' bn 厶 n +1 I 

证 利用数列的敛散性研究级数的敛散性. 


V 


(1)5„= D ( b k 

k~ \ 


+ 1 




D = 乂+1 _ b Y 


(n 


) ，所以级 


数2 (乂+1 — 乂） 发散. 

n n 

(2) 设又= T „ = ^2 ( u 2k _ l + u 2k ), 则 

] a=i 

当 n = 2 k 时 ，又= 7\， 々=1，2, …， 

当 ” = 2々一 1 时，又= 7 \— i + 心， 々=1 ，2 r ". 
故当 n — >*00 时，々一>00 ， 0,于是 




lim^ = limT\ = limT^i = V) 十心）， 

k —沈 k-^oo _! 


n 


所以级数 XI ^ 收敛 


n 


(3) S tt = (^ i 一 a 3 ) + ( a 2 一 a 3 ) + … + ( a ”一 


a x — a n+x 


Ui — a $ a fI 


+ 1 


a ). 


(4) 5 fl 


b x b 


2 



b z b l 


“ |— _ • • j 


bn b 


/'+1 




- (<H 

b, b n+l b x Kn 


J. 


， b n 


0 ). 


+i 


co 


例 5 证明：若 lim ”< 2 „ = a ， ^2 n ( a rf — a n+l ) 收敛，则 I ] A 也 


n- 


= 1 


— 1 


收敛. 


n 


令又 = ^ kia k — a k - Y ) 


>=1 


(ci l — a 0 ) -f- (2^2 — 2q) + … + (na n — na„ — x 


dc\ — a 


a— 




na n , 


« 一 1 


于是 = na n — 5,,. 设 lim 义 = S ，则 

L r, rt-^OO 


k — 0 


«1 


lim / I (2 k — a + o . — S . 


k =0 


k 


即级数〜收敛. 

« = 1 

OO CO CO 

例 6 设级数都收敛，证明级数 XX 也收敛. 

丨 =1 1 n={ 

OO OO DO 

证 设 E 〜 - i ， E 〜， ZX 的部分和分别为 5,(1),5,(2) 

丨 =1 k=I rt =1 

CO oo 

和乂，因为 i 和 E a 2 k 收敛，有 (1) = lirriiS ,, (2 )— 

k=i k=\ 

5 /; . 显然 


5 


2 m 


= S m (1) + S m (2) j 


S 


Ztn ― 1 


= S m (l) + ( 2 ). 


• 10 • 





于是 lim 5 2m = V + UmS ^ = S f ^ S ff . 

m—►co m—►co 

oo 

依收敛级数的性质， lirn & + s 〃， 即级数 乏]〜 收敛. 

W-^OO , 


例7 证明： 若级数与收敛，且 


n 


n 


a n ^ c rt ^ b„ y n = 1 ， 2 , …， 


则级数 IX 也收敛. 


证 因为 I ] 〜与 f > rt 收敛，由柯西审敛原理 ，V £>0,3 N , 


n 


6 N ， 使得当”>%时，有 | D 〜 

jt = /!+ 1 

t\ + p 


< e ；3 W 2 6 N ， 使得当 《>；V 


2 


时，有 Yjb k 


杳="+1 


< e. 


于是，取 A ^ maxiiV 】 ，爪}，则当 n > N 时，上面两不等式都 


成立.从而 


+p 


«+ p 


+ 户 


e < y] a k ^ y] Ck ^ b k <Z 

k = n-b 1 k = n-\- 1 


k — n-^r 1 


即 


n-\~ p 


A = 'i +1 


< e •故依柯西审敛原理，;收敛. 


n — 1 


-— 

例 8 证明： 若级数收敛，则级数也收敛. 


rt-l 


n — I 


证 若级数 XI a - 收敛，则 〜 = 0,因此，当 w > iV Q 时，必 
有〜 <1，从而 W <‘<1， 则 

rt n 

A , = < Ya k = B ti — B . 

所以， { A ,} 是单调增加有上界的数列，由此可知，数列 { A ,} 收敛， 

oo 

即级数 2 d 收敛. 

k~ I 


# 


11 






OO q 

逆命题不成立.如士收敛，但是级数 2] +却发散. 

rt = 1 = 1 

如果 Ve >0,3 iV >0, 对一切/>>#和9>%，恒有 
| 心 一 < e ，则称数列{乂}为柯西数列.由柯西审敛原理（见第 
一章），柯西数列是收敛数列；反之，若数列收敛，则必为柯西 数列. 
级数收敛的充分必要条件是 ：级数 的部分和数列 0,,} 是柯西数 
列. 

OO 

例9 设级数收敛，且‘> 0, 证明： 

«= 1 

oc . - oo 

(1) Y ) V a n a n+x 收敛； （2) X —收敛 ，〜尹 1. 

«=i 1 ~~ a - 

证利用柯西数列证明. 

oo oo 

(1) 因;收敛，则 I ] +(〜十 Ah ) 也收敛，记其部分和数 

n = 1 n — 1 

列为{7\}，则 {7 U 为柯西数列，而 

^ + a „ +1 ) ， 

故 V e >0,3 iV >0, 对一切 p > q > N ，有 

!^-5,|= 2人心 +1 < 2 士 - V … 

丨 =4+1 k=^q- {- 1 

= \ T P - T q \ < e . 

即 {&} 也是柯西数列，故级数 f ] 4 Za ，: 七' 收敛. 

«=1 

OO 

(2) 因级数收敛，故存在 iV > 0,对一切/2> 7^,有 a < 

« = 1 

1/2,于是 


o < r ^<2 ‘ 


从而由原级数收敛知，;2 

n— 1 


O-n 

1 — A 


也收敛. 


參 


12 


_ 




例 10 设级数乏>«收敛，数列认}具有性 质:存 在常数々，对 

H oo 

一切 n ， 恒有|义 一 A , + 1 1 <々•证明 ：级数 也收敛 • 

f = 1 71—1 

证 记 5„ = ai+a 2 + … +a„ ， T\t = + 又 2 “ 2 +…+ A 此，当 

7>2〉《时，有 

m ^ *n I * * * _ 卜 + 1^/1+ 1 

= X m ( S m — S m ~ i )-\- … + 入 rt+1 ( S n+ i — S „) 

^ rt + n I ^ m — 1 ( — 1 ) I • ■ • 

+ ^ n+l CAi +1 一 々 + 2) ， 

m — 1 

\^m — 了 《 I S I KnS tn — ^ +1 5„| + S I 人一 人 + 1 丨 1 \小 

i t=«+l 

现在来证明 {7\ J 是柯西数列. 


先证 { 乂}和 {AJ 有界 • 因为 〜收敛 ，所以{乂}有界，即对一 

«=i 

n 

切”，3 M > 0,使得 H | < M •又由 D jA ,. — A /+1 1 < 6知，级数 

i=l 

QO 

S i A ^ - A ^ ii 收敛（因为级数单调增加且有上界），故数列 
1 = 1 

{ K —— A, + 1 j} 是柯西数列 • 因此， V e> 0,3 N x > 0, 使得对一切 


?n > n > N ” 总有 


m 


2 — ^+11 < 


£ 


打 +1 


3 M ， 


X 

从而 2 I \ — 々+1 I \Si j < • M = +• ① 

又 I 入' —^1 I — I ( A n — 々- i ) + ( An-J — A „_ 2 ) + … + ( A 2 — A x ) j 

n— I 

^ 21 乂， 一 入 +i \ <c kj 

i=i 

即对一切〜有|人| <々 + 丨\丨 = L . 


• 13 • 





m 

由 2 U —— 人 +1 | 还可得到 

! Kn — 1+1 I = I (Kn — Kt- 1 ) + … + (4 + 2 — 乂朴 1) 


m — 1 


< 2 I 入 + — 人 +1 I 〈 


e 


M+l 


3AT 


由于 {&} 是柯西数列，故 V e >0,3 iV 2 >0, 使得对一切 m 


”〉 M ，总有 |^m — | < 于是，对一切⑺ > n〉iV = 

max { N 1 , N 2 } ,总有 

I KiS m — A „ +]1 5 n f = I ^ m ( S m — S n ) -\ - ( A m — A „ +1 ) S fl j 


< j + i^ 


将式①、式②代人 H - rj 式，得 |<c 


② 


故 { T \} 是柯西数列，于是知收敛 • 

«=1 

由本例命题立即可以得到阿贝尔 （ Abel ) 判 别法： 

°° oo 

若级数心收敛，数列{々}单调有界，则级数^人 A 收敛. 

1 1 


例 11 若级数 2] 〜 的部分和数列 {乂}有界 ，即 3 M > 0 , 使 

>1=1 

得对一切在数列 {A„} 满足 | 心 一 \丨 <e/(3/.) (V e> 
0,彐 W > 0,当 w > « > TV 时，而 | 人, | < L ) 且入, — 0时，证明 

CO 

^ Ka rl 收敛 • 

rt — 1 

证 同例10可证得 


m— 1 

I T m — TJ < \KnS m — / l +1 5 J + 2 j 入一々+1 1 I S ' I < 

j=n+i ^ 


Wt ™ 1 

及 S I A, — \ \Si \ <C ③ 

|=«+1 ^ 

又由题设 — 0 知， 3 0,当 W > ” > iV 时， jA ,„ j 和 |AJ 均小 

于 e /(3 M )， 从而 


鲁 
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M , 人. 一 < 1入》 I 1义| 十 M, l+ i I j < 2£/3 - ④ 

将式③、式④代人 1- T „ I 式，得 I TV — 乃丨 < e . 

00 

故 { T «} 是柯西数列，于是知收敛. 

I 

由本例命题立即可得狄利克雷 ( Dirichlet ) 判 别法： 

CO 

若级数的部分和数列有界，数列{々}单调且七— 0,则级 

/j = 1 


数2收敛. 


n 


例12试用狄利克雷判别法确定下列级数的敛 散性： 

(1) 1 —^ + ^- !" + ••, + ( _ 1)" - 1 丄 + …； 

Z 3 4 n 

CO OQ 

(2) { 々} 单调且 < — 0, A^cosn^ (d ^ 2 走兀 ）, 


n = i 


n 


解 （1) 因为级数 t (— l )^ 1 的部分和 {乂} 有界，取< 


n 


1/〜则 R 丨单调且 A, t —0. 由狄利克雷判别法知级数收敛. 
(2) U „} 单调且 A rt — 0,又有 


S n — sinO + s\n20 + + sinnd 


sin ~0 


sm 


T„= cos 没 + cos2 汐 + ••• -h cosnd 


sin n -h 


d 


2sin 


d 


均有界 • 依狄利克雷判别法，两级数均收敛. 
例13设‘>0,证明 ：级数 


^_ 

(1 + “1)(1+ a 2 ) … （1 + 


收敛 


证用收敛的定义证明.因为 


a 


( l + A )( l + A )"-( l +<) 
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(l+^l) (l+t2 2 )••*(!+^- 1 ) (1+A) (l+“2)". (1+A) 


所以 


义 = 2 


<^k 


k 


( (1+^1)(1+<^ 卜 _(1+ 心） 


(1 + a } )(l + a 2 ) … （1 + u n y 
又〜>0,故{又）单调减少且有下界，故收敛，从而级数收敛. 


例 14 求下列级数的和 
⑴ 


⑵ S 


«(n + 1) (« + 2) 


公 [> 2 7(i — ^ +1 )],o <x < 1 ； 


^i = 0 


(4) S arctan 巧和 2 arctan 二^： 


4^ 2 — 4/2 + 1 


解 本例的解法称为连锁消去法 • 即，将通项分解，利用前后 

项连锁相消的方法求出部分和乂，再取” + 的极限，求级 

数的和. 


(1) 5, = g (2^ - l)(2k + 1) 


n 


2 

^=1 


f 


2 


2k — 1 2k -h 1 


1 - 


2 n + 1 




2 ， 


DO 

故级数 H -^ rzrj 的和是 


n 


(2) 5„= 2 


2 


1 




in + 1)(/2 + 2 ) 


故级数 2 


frf «(” + l)(n + 2) 


的和是 


i 2 ik(k + 1) (k + 1)(^ + 2) 


n 
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( 3 ) = 公 [x 2 V(l—f* +1 )] 


k=0 


n 






x 2 *) - 1/(1 -/V 


A— o 


l — x 




1/(1 - 工 : 




X 


故级数 


,n+ 1 


1 —— X 


X 




X 


« — o 


)](0< x < l ) 的和是 i 


(4) 由公式 arctan 


oo — y 

1 + 工 : V 


arctanx — arctanjy ^0 


arctan 


Ik 1 




arctan 


2k - 1 


arctan 


2々 + 1 ’ 


arctan 


Ak 2 — 4 ^ + 1 


arctan 


2 (k — 1 / 2 ) 


arctan 


2ik - 1 / 2 ) — 1 


arctan 


2 {k — 1/2) + 1 


n 


得 


S 


ti 




k 


arctan 


2 k 一 


arctan 


arctanl —— arctan 


n 


+ 1 J 


7 t 


2n + 1 


n 


T 

i fl 




k 


arctan 


2(k — 1 / 2 ) — 1 


— arctan 


2{k — 1 / 2 ) 


n 


arctan 


• 3/2-1 


arctan 


20 i — l /2) + l 


♦arctan 


OO 

故级数 arctan p 的和是+，级数 2 arctan 


n 


n 


An 2 一 An 1 


的和 


是 arctan 


例 15 计算级数2 ( V^T — 2 + 1 + v ^— 不2 ) 的和 • 


n 


解仍用连锁消去法. 




(1 



— 2 v^2~ H - — 2 ' 

(*/ 3 _ 2 4 + 5 ) + ••• + ( n — T — 2 


17 


* / * 



\/打 + 1) + ( — 2 + 1 + Vn 2 ) 




1 — v2 — 




V ^ T +2 




/T 




\/ AZ H - 1 + Y/2-p2 




故级数 D ( ^/~n — 2 / n ~+\ 


n 


2) 的和是 1 一 y 2 . 


例 16 计算下列级数的和 


(1) ^— h 


2 


2 


2 3 


• « « 


, 2^ — 1 , 
n - ^ - r 


* • _ < 


(2) U + # + 


3 n + 5 


# • « 


+ 


« ■ _ 


解可用组合法计算，即利用又与的组合（适当选取 a 关 
0)，求出再 求出& 


(1) 5 ;J = — 


2 


2 


+ 


« » _ 


-1 


25„ 




1 H —+ 


+ 


2^1 — 3 2^i — 1 

- _4 -- 

2' 1 


2 n 




* * _ 


-1 


于是乂 = 2又一又=1 + 1 + + +…+ 


_« 一 


2 n — 1 

r 


1 + 


1 - 


2 rt_1 


1 — 


2 n — 

2， 1 


n —► oo 


所以原级数的和是 3. 

(2) 5„ - 4 + ^ ' 14 


« ■ « 


+ 


3 (n — 1) 


3 n 


r- 

0 


3" 


— 1 




5 


A . II 1 li + 

22 I o 3 I o4 至 


3 (n — 1)+5 


3 n 


3” 


o 


• • • 


1 


4 & 


+ 3 


3: 


3 


+ 


* « _ 


3 ,( " 1 


3打+ 5 


u +1 




+ 3 


M 


1 




3 n 


o 


3 


«+i 


5„ 


4 +巧 


n 


3 (3 n + 5)" 


* 


■«+1 


co Q 

j I d 

— ^4 -r — 
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所以原级数的和是 


类似地，利用& = 2乂一乂，可求出^ $的和是2;利用 （1 — 

n=\ ^ 

e 一 I )又，可求出 ^ ne ^ , ijr 的和是 e'^/Cl — e - O 夂 

/I = 1 

例17 计算： 

qcosa + g 2 cos2a + …+ q n cosna + … ( |<7 | <C 1), 

解建立关于&的方程式，解出又，再求又的极限.因为 

n 

S n = ^ q h coska , 

i = 1 

2qcosaS n = U 2g iHhl cosacos^a 


即 


= 7 ； g >+1 [cos(^ + l)a + cos (A — l)a], 

k = i 

2 gco $ ff 5 7l = [ g " + 1 cos(n + l ) a +5„~ gcosa ] 


+ [g 2 +^ 2 5 w — q n+z cosna] 5 


得 


q /> ^ 2 cosna — 十 1 cos (n + 1 )a + gcosa — q 2 


S . 




l ^ q 2 ~2 qcosa 
qcosa — q l 


1 J rq 2 — 2qcosa 


故级数 U/cosna 的和是了 

/»— l 丄 


qcosa ~ q 2 
q 1 — Zqcosa 


gsma 


类似可得，级数的和是 = 2 0 . 

t=i 1 + g — 2qcosa 

本例可由复变函数中的欧拉 (Euler) 公式 e ; ° = cosa + isina 得 

OC oo 

Dg"(cos”a + isinna) = D ( g e 十（等比级数） 


/J — 


n 


_ gcosa — g 2 + iqsina 

1 + g 2 — 2qcosa 

比较等式两边的实部与虚部即得两级数的和 . 


# 
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例 18 证明： （ 1) y；(~ ir +1 丄 = ln 2； 

(2) 2 ~7~~T \ = 丄 (1 +备 + … 十丄 ? w G Z. 

j n^n + m) m \ 2 m j 

证由上册第一章知 

lim l + j + | + …+ 丄一 ln« j =(7 (C 称为欧拉数）， 

h-^cxd \ Cu O H j 

故有 1 + 士 + 士 +…+ 丄 = lnw+C + a" (%— 0). 

6 6 n 

当《 = 2 w 时，有 


5 


2 m 




1- 


2 m 


1 -k — ^U —4- 4- — 


~ 2 ( y + t 


— * , • ― I — 


2m 


1 


+ i + i 


+ … + 


2m 


1+ 音 


* • « 


+ - 
m 




\n2m~\~C ot Zn — ln?n — C — a fl 


= ln2 ： 十 （ a 2 „ —qO 

当 n = 2m + l 时，有 


71 


In 2, 


5 


2m + 1 




1 






2m+ 1 


\n2. 


所以 ^(— ir 


一 i 


n 


n 


ln2. 


(2) S n = 2^/ 


m 


k k ?n 


m 


1 + j + … H - 

Z n 


w + 1 m 


2 


+ 


_ * _ 


m n j 


当 ; 7 > 772 时，有 




1 十备 + ." + 丄 

I m 


+ m 


m +1 ?n-j~2 


■ » * 


+ 丄 


n 
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m 

/ 


m^rl m~h2 


—^~~*,. _ — |— 


m-^n 


m 


i +|+-+^ 


■ 峰 》 


m\ n-\~l n-^2 


+ 


n + m 


n—oo 


in 


1+I+-..+ 去 


V jr 'i_i F 、 ■- W. 看 

例 19 已知 Z (— l )^ 1 ^ = 2,2 ^ 2 /i — 1 ~~ 5,求 XX 的和 _ 


n 


n 


n 


解 因为 = 2 


a 


tn 


〉: A ”— i ，而 


n — 


n 


n 


CO 


2( - ir- V 』 


a^ — a 


2 


a 


〜 + •*•+ a 2 ”一 i — 〜 + …， 


；( -- 


y^a 2 , t -i =“】+々 + _••+ 1 + 


_ * ■ 


n = 1 


故 ( — 1 广 — 一 ^y] a Zrt-\ — — (^2 + “4 + 


廉蜃 * 


^In + 


* • • 


n = 


n 




所以 


2> 

71 = 1 


= 3 + 5 = 8. 


2 n 


— 5 =— 3, 


n 


例 20 由级数的性质确定下列级数的敛散性 






(1) Vn 


1 + 




n 


n 


(2) 2 2 、 in 妾 ; 


(3) S 


n 


(4) £；ln 


1 + 




n 


n 


解 （1) 因为 lim 〜 = lim ^fn 


«■ 


1 + — 


n 


含关0,不满足 


收敛的必要条件，所以级数发散. 


(2) 因为 lim ‘ = limsin 士 / $ • ?r = tt ^ 0,不满足收敛的必 

« 崎 00 rt-*co Ld i U 


要条件，所以级数发散. 

(3) 依拉格朗日 （ Lagrange ) 中值定理，有 


21 
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ln (/2 + 1) — Inn 




n 


< — (0 < 1 ), 

n 


对 ^ 作不等式和，得 


N 


— > ln(A^ + 1) 

^ r 
« = 1 


N 


03 


所以2 I 发散. 

n = I 


(4) 因为1山 + + 




InU + 1) — Ihn , 所以 




ln(l + /0 - 


n —► co 


故级数 i + + 发散. 


« — 1 


例 21 用柯西审敛原理证明下列级数的敛 散性: 


⑴ S 


n = 


n 


9 


( 2 ) 1 + 




4 + 







(3) S 


n 


(4) 


sinx , sin2x 


n 


2 2 


十 




smnx 


+ 


* • * » 


_ ■ 4 


2' 1 


(5) S 


cosnx —— cos (/I 1 ) 工 


n 


证利用柯西审敛原理解题，有时要注意的取法和 7 V 的取 
法，取法正确可使证明过程简单. 


(1) 因为 V 有 


1 


(n+1) 2 (” + 2) 


< 


2 


+ 


1 




9 


1 


” （n + 1) 0 + 1) 0 + 2) 


H - H 


0 + /J + 1) (« + />) 


n 


<丄， 


n-\-p n 


故只需取 TV 


0 < 


e 


，则当时，即有 


0 + 1 ) 


2 


(n + 2) 




+ 


(n 十 py n £, 


* VV • 




所以级数 S +收敛. 

« — 1 

(2) 由级数正负项的规律性，取^ = 3/2,则 


15, 






5 J 



乃+ 1 方+ 2 


n 


3 « + 4 


^+5 w+6 


■寸- • _ • | 


An — 2 An —1 in 


> 


n-\-\ n + 4 


+ 


■ « ■ 



in — Z 


—— — 4 ^ —— — 4 — * •. I ―>7 
初 初 in 




4w 4 


所以，原级数当 e 0 = — j y i wGN ,3户= 3/2,使得 I 又+, — S 」> e 。， 故 
级数发散. 

(3) V ” GN ， 取声=打，使得 V £。<4■，则 


\ S n ^^ — S n | 


— —^…+丄 

行 + 1 _ « + 2 丁 丁 2” 




+ …+ 冗 = ” 2” 




所以，级数2 +发散. 

«1 

(4) v /> eN ， 有 

\S n+p — S n | 


sinin + 1 )x . sin(w + 2)^ 


,«+i 


2 


+ 


肇 # « 


stn(n + p、x 


\n~\-p 




+ i 


，/ 1 + 2 


♦ _ 聲 


nn 




tw+ 1 


1 - 


2 P 


i 丄 

J- ^k, 


C 去， 


故 V £>0,只需取 N=[\og 2 (1 A )] + 1， 则当 时 ， v 户 GN ， 都 

有上式成立，即知级数收敛. 

(5) V e >0,3 N ， 当 n>N 时 ，V /> GN ， 有 
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所以，级数 f 二 co S - h + D i 收敛. 

n~\ Tl 

二、正项级数的敛散性问题 

正项级数的显著特点是其部分和数列单调增加.因此，如 
果能确定有上界，级数的敛散性就确定了.判别正项级数敛散 
性的方法很多，读者只有牢记各个方法的条件与结论，才能运用自 
如.遇到敛散性不能确定的情形，应另觅良法. 

on 

例22 证明：若〜 >0，心>〜 +1 ，则级数收敛的充分必 

n — ] 
co 

要条件是级数收敛， 

n=\ 

n n 

证 记 U “,，7\ = D 2 y 即，则 V "，总有 k ^ N ，使得 

i — 1 尸 1 

2 k ~ l O < 2 S 所以 

S ri = «! + + -j- U n < 十 Z / 2 + …十 U 2 k 

^^1 + ( u 2 +^ 3 ) + (以 4 + …十以7) H - •，• 

十 ( u 2 k ~ l + + W 2 ^-i ) + (“/+••• 十 十匕】 ) 

… -\~ 2 h u z k ~ T k , 

而 V 々6 N , 必有…使得 2* Oi <2* +1 , 所以 

S „ + W2 + … + w 2 * 

=“1 +W2+ (W3 + W4) + (us~\~ … +W 8 ) + … 

- 24 - 




+ { u 2 k ~ l + … ~\~ u 2 k ) 

+ 以 2 + 2 u 4 + 4 u 8 + ••• + 2 k ^ l u t k 

>4~(wi + 2w 2 + 2 2 “ 4 + … + 2、0 = 冬 7 "卜 




于是，由 5,< T ,<25, 表明两级数的敛散性相同. 
例 23 用比较原则确定下列级数的敛 散性: 


(1) S 2 ” sin 佘; 


丌 


(3) S 


⑵ 2浍 （ 户级数> 


^=1 


/I — 2 


n (\ nn^) p f 


⑷ E 


» 


( Inn ) 


In /* 


-― IsAh 1 

(5) y ] lnn /( y^T * 2 n ); (6) 2 


/ J=l 


n 


1 —— cos 


丌 


n 


uu _ oo 

(7) 2 ^Ihjn ( ZX 收敛，且 〜>0)_ 


« = l 


解利用比较原则的关键是选择一个已知敛散性的级数进行 
比较，常用作比较对象的是等比级数与户级数（见本例题 (2)). 


(1) 2^sin fi<2 n f n 


以士也收敛. 




k 是收敛级数，所 


« 


M = 1 


(2) 当/>>1 时， 




(万 + 1) 


P 


. 因为 


/t= I 


( 2 n ) 


p 




ti (2 卜 1 r 


i p 


-i 


1 — 


2 p ~~ l ) 2广— 1 — 1 ， 


所以依例21，/>级数当 p > l 时收敛. 


当/>< 1时，占，因为2 士发散，所以/>级数当 A <1 

fl Tl T 71 


n 


时发散 


也可以用加括号的方法 来证: 


1 


1_ 

2户 3, 


4户 


+ 




V 


+ 


♦ VK * 




<1 + 歹十 p 



T p 


+ 


¥ 


+ 




i p 


+ 


是公比为 l /2 p ^ l < l 的等比级数，当/0>1时级数收敛. 
还可用积分判别法证 明：令 /( x ) = ^， 


Cn 

lim 


n 1 " p — 1 p>i 


# = 迚 ~r=7 


(3) 当声时， ^ y >0 , 且 


> 


n (\ nn) p (”十 l)[(ln(n + 1)] 户 ’ 

® 为 % r ¥( hry ^ 收敛，依例 2 i 结 i 仑，级数 收敛; 

当/1时级数发散. 

(4) 当 〃充 分大时，有 


丄 — 丄 ^ 1 _」 

(lnw) ln?1 — e 、 如 . liifl 仙 )^ ^2^ = ^ 


而2 


n 


p 收敛，故 X ； 71^7^收敛. 

«=1 、 ^ 


(5) 因为 limine / VV = limine / vG 7 = 0,所以当 《 充分大 

CO r-^-c<D 


Inn 


cc 


时， OClnn / v ^ T < l ， 即 0< ：;： r ^< ‘而 D ▲是收敛级数， 

2 y 72 乙 = 1 ^ 

QO 

故 ) 也收敛 • 


71 = 


(6) 因为 


cos 


2 sin 2 b 2 ( 垚 


丌 2 1 

- 鲁 - 

2 n 


OO oo 

而 S ; 收敛，所以 1 — cos 1 收敛 • 

« = 1 rj^ 1 ^ i 
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(7) 因为0< 



n 


n 


n 2 


a n + 


n 




n 


，而 


收敛 ， E +收敛，所以 S 

I «= 1 n = 1 


O-n + 


n 


收敛，从而 ^ Va ； /n 


n 


收敛. 


例 24 判别下列级数的敛散性 


(1) S 


n 


「1 ■ 

— lnj 

( 1 ! 


_ n 

1 

l 打 l 

— 


(2) 2 —是方程工= tan 工的正根（按递增顺序排列）. 
«=1 

解 （1) 直接找可比级数很困难，利用 ln ( l +: r ) 在工 = 0( 当 n 
⑺时， l / n —0) 处的二阶泰勒 （ Taylor ) 公式，得 


n 


In 1 + 




n 


n 


n 


2 n 


o 


(1 ) 

■ 

1 , 

[1 

u” 


= 2n 2 十 0 

i n 2 ) 


所以， f—In 


1 + 




n 


与 i 是同阶无穷小 — °°)，而 y^j 

Tt ' : 


n 


n 


收 


敛，从而级数 - In 


I 


1 + 7也收敛， 


(2) 因为 a 6 


7t 


+ (« — 1)兀， 


7T 



nn 


n = l ，2, …，所以 


7t 


工 《 > 7 + O — 1) 丌 


n 


丌, 


x, 


< 


(n — 1/2) 2 丌: 


< 


n 


2 


n — 1，2 ，…， 


而 S 占收敛，故级数 2] 忑也收敛. 

1 H 


n 


例25用比式判别法或根式判别法确定下列级数的敛散性 


oo 

<1) S- (->0 ) ； 


« = 0 


⑵ S 


(打！） 2 
( 2 «)! 


⑶ S 


a 


n 


^ (1 + “）（1 + < 3 2 )… （1 + V ) 


(a 0 ) ； 
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(4) - - 2/,+ yr) ； 


n 


⑸ S 


n 


2 


⑹ 2 


n\a n 


(“ > 0). 


„ =1 (2 + 1/ny 9 ^ n 

解比式判别法是最易使用的方法，而根式判别法一般在通 
项中含因式的 n 次方时才使用.它们的缺点是，当极限为1时无法 
确定敛散性，需要另辟蹊径. 

(1) 用比式判别法.因为 


lim — ^ = lim 


x 


«+1 


n 


a 


n 


n 


(/I + 1)! 




x 


*} 


li m — 


X 


丄 


= 0 〈 1 ， 


所以，级数 y ^ U >0) 收敛. 


n 


(2) 用比式判别法，因为 


lim 


A+i 


lim 




a 


n 


[(n + l)!] 2 (2n)| 

U]y! • (nl) 2 


lim 


n 


1 


n 


2 ( 2 ” + 1 ) 


< 1- 


所以，级数 U 收敛. 

\Zn)\ 

oo 

(3) 用比式判别法 • 因为 a = 0 时，^…显然收敛.当 a 关0 

«= 1 

时，有 


卜 0<a<l ， 

H m = j 1/2， “ = i ， 

OO H n 1 U 

、 0, a> l. 

所以，当时，原级数均收敛. 

(4) 用比式判别法.因为 


" 十 - 1 - = lim ( ^/~2 — lnJr ^/~2 ) = \f~2 — 1 〈 1 ， 

W-^-OO Cl n — ►oo 

所以，原级数收敛. 

(5) 用根式判别法.因为 



/|—►OO /I—►oo 


^n 2 /(2 + \/nY = lim 

ft —► oo 


vn * 

2 + \/n 


* 28 * 




1/2 < 1， 


所以，原级数收敛. 


(6) 用比式判别法.因为 


lim 


a 


界+1 


lim 


a 


n 


in + Dia^ 1 / n\a n 

in + l) n+1 / 7 


lima 


rt 


1+ i 


n 


a 

e 


所以，当 a < e 时，级数 收敛； 当 a > e 时，级数发散, 


当 a = e 时，依斯特林 （ Stirling ) 公式（见上 册）： 〜 v 2 nn 




n 


e 


，故 


n\ e w 




oo 


n 


，所以级数发散. 


例 26 证明： 2^是正项级数，若 Um ^ = /，则 lim vV 
L 反之不成立. 

证求证根式判别法的适用范围比比式判别法更广泛. 

设 />0 ，V e >0 (£</), 3 iVGN ， 使得当 n>N 时，有 


0 < / — £ <C 


a n+\ 


a 


〈 / + e ， 




则 l — e 〈 a 卜土 2 -<J 十 £： ， / —£<C — + 3 <C/ + e> *** ?/ —e<C—^<C/ + e, 

a N^rl G 科 2 

将以上不等式对应项相乘，得 


(/ 一 e )"n < 


a 


n 


a N +\ 




n — A r 一 1 


(/ — e )" ” a "+〜 +1 <〜<(/ + £，〜 +1 


(/ - e) 


(/ + £) N+Z， 


(/ — e 



^ N+l 




(/ _ o 




当 oo 时，由 li m 


^ V <i n <C (/ + e) 


，可得 





(/ + £ 广 +1 ， 


n- 


€ ^ lim V a n ^ 1 e=^ lim ya n 


«- 


n 
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当 / = 0或 /=+oo 


时，类似可证 liml 


/• 


反之，可举例说明.如级数^ 


2+(—1)” 


，有 


lim ya n 


lim 



2+(- l )" 


1 




< 1， 


所以级数收敛.但是，若依比式判别法，有 


lim^ = lim 2+(_ir+1 


a 


n 


_ 3/2, n 为奇数， 
2[2+( — l ) rt ] il /6, n 为偶数， 


即 limM 不存在.可见，此时比式判别法失效. 


n 


例27讨论下列级数的敛 散性: 


( 1)2 


1/w /T 


1 


d : r ; 


⑵ E 




yr 


.4 


d.r 


(3) S 


x 2 (l 


ydx ，并求和. 




解 （ l ) 因为^ 


l/n 


m/ 


1 + 


丄 r ，有 


0 ^ ci n ^ 


n/n 


^/x dx 


3/2* 




而级数 I 2 是/ > 级数1，级数收敛，故原级数收敛. 


(2) 因为0<〜<1 


jrdx 


，而2 4收敛，所以原级数 


收敛. 


(3) 因为 a 


lim 


(1 — x 2 Yda: 


(« + 1) (« + 2 )(n + 3) 


l/n 


lim 


2 n 


(« + 1)U + 2)(n 十 3) 


2 - 


所以原级数收敛. 


〉 j 
丨 =1 


」々+ 1 是+ 2 


k 2* k 


3 
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_ _±_ — 丄 — _±_ I 丄 _^ 

2 w + 2 3 w + 3 6 

故级数的和是 1/6. 

例 28 证明导数判别 法：设 /( IM =〜>0，/(0 + 0) = 0, 
/' Cz ) 在 x = 0 的右邻域存在. 

若3&>0,当0<1<5时，有 ^艺) > G > 1，则级数 
f ]/( l /«) = f> n 收敛； 若今^ < 1，则级数 f ]/( lA ) = 

，|=1 71=1 W = 1 

OC 

X ] a » 发散. 

/!= 1 

其极限形式 是：设 f ( l / n ) - a n > 0 ，/Cr + 0) = 0 •若 
lim 六) = G ，则当 G > 1 时，级数 收敛； 当 G <1 时，级 

/(x) 

oo 

数发散， 

w — 1 

oo oo 

证 因为 XX 与 ^ jCa n {c ^ 0) 敛散性相同，且改变有限项 

n = 1 / i = 1 

不影响级数的敛散性，故不妨设〜=1，即/( I ) = 1.于是 

(1) 取 r : 使得 G > r > l ， 作辅助函数 F 0 r )= ln /(_ r )— ln /， 则 

广 Cx ) T 

F 1 U ) = - ^ (0< x <8). 

m % ^ T Cx) >G>ry BP llM > ~ ^ ^ ^ y u)>0 . 从而 F (: r ) 在 
(0 ， 1] 上严格单调增加 . 又 F(l)=ln/(1)—lnl r = 0, 即得 FUX 

/ OO 

0,所以 / Cr)<，=> art = / 丄•而级数々（，- >1) 收 

\ n I n n 

oo 

敛，从而级数收敛. 



(2) 若^^<1，则 f 作辅助函数 F ( 


)=ln/Cx 




lnx ， 有 


^ ( x )== 7^ _ i <0 - 


从而 FU ) 在（0，1]上严格单调减少， FU )> F (1) = 0 (0< x < 


co 


u ，即/⑴得〜=/ 士 >士，由于2 士发散，故级数 


»=1 


^ / 1 ' 

-发散 * 

VI 


/I~ 1 


由导数判别法可得正项级数收敛的一个充要 条件: 


c-o 


oo 


设/ 


n 


a n > 0，/〃(0)存在，则级数 5]/ 


n 


XX 收 


n = 


/!= 


敛的充要条件是/(0)=尸（0) = 0. 

例29 用导数判别法判别下列级数敛散性 


oo 


(1) E 


n 2 (\ nn ) 


p 


ip e z + )； 


(2) S 


1 — cos 


n = 


n 


解 （1) 令 / ( x ) 


x 






，则 


/’ （工） 


ax 


( — lnx) p 
a ~ { ( — \ nx) p - J - kx a —'{ — ln ： r ) p ^ 1 


(lnx ) 2 户 


xP (x 
fix ) 


a 


P 


X 


0 + 


nx 


a . 


由导数判别法的极限形式知，当 a > l 时，原级数 收敛； 当 (^<1 时， 
原级数 发散； 当 a=l 时，同例22题（3)，当 p>l 时收敛，当 p = l 

时发散. 

(2) 令 /( x ) = l — cosx ， 则 /’（ x )= sin : r ， f\x) = cosx. 于是 
/(0)=尸（0) = 0,尸(0)存在.由正项级数的导数判别法知，级数 


E 


1 — cos 


n 


n 


收敛. 


例30 用根式判别法确定下列级数的敛 散性: 


32 


• < / • 





2力—1 


a ) 2 


n 


n 


2” + 1 


n 


(2) S 


«=i 


n 


3 n — 


(3) S 


b 


a 


n 


中 ~™~ a ， a *7^- b ， (X ^ ci n 0* 


n 


n 


解 （1) 因为 litn 


n- 



n 


2n + 1 


n 


lim 


n 


n 


2n + 1 2 


<1，所以， 


原级数 H 


n 


n 


2 n + 1 


收敛 • 


(2) 因为 lim 


/*， 



n 


3n 




Zn 


所以，级数 H 


n 


n 


3n 


Zn-l 


收敛. 


lim 


n 


n- 


3n —— 


2-l/n 


4<1， 


(3) 因为 limV (b/a n y = lim(b/a n ) = b/a ，所以，当时， 


«■ 


rt- 


级数 收敛； 当时，级数 发散； 当 6 = a 时，敛散性不能确定. 
例 31 用积分判别法确定下列级数的敛 散性： 


(1) S 


⑵ S 


w ^ n{\nn) pt 

解能用积分判别法判别的级数很少，这两例用其它方法已 


求解过，在此再作判别. 




(1) 令 /(X) 


X 


P 


，则 


n 


4 / 


x 


p 


dx 


n 


i-p — 


1 


1 — p 


(户共 1). 


当 户>1 时 ，lim 


n 


i-p 




1 




~P P -1 


，原级数收敛; 


当 / ><1 时 ，lim 


n 


i-p — 


1 


rv 


1 — p 


十 co , 原级数 发散; 


当 P = l 时，原级数即调和级数，发散. 


(2) 令/⑴ 


1 rmi r, /、 (lnx) p ^p(\nx) p ~ l ^ 

则 /w = - ^ ，故 


当 ^>2 时，尸（*2：)<0，/(工)单调减少, 




J 


dx 


2 00 


(lnx) p 1 ~ p 


( lnx ) 1 


p 


.当 p < l 时，级数和是 


2 
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+〜，原级数 发散； 当 P >1 时，级数和是 


户一 1 


( lnZ ) 1 ^， 原级数收 


敛； 当/> = 1时，级数和是 Inlm 


00 


，原级数发散. 


例32用拉贝判别法判别下列级数的敛 散性: 


⑴2 2 


Alnn 


(2) S 


(2n - 1)! 


n = 


n 


(2n) 


2 n + 1 


e n n 


⑶ 2 ^ 
,=i n 


nln 


p 


+p 


(5) 


⑷ § qiq + l)***(<? + n) 

a(a-\-d) (a-\~2d) 


(p^q > 0 )； 


a , a 

~b^Kb+d) 1 b{b^rd){b+2d) 




解先求出 w 


(1) n 


a 


n 


a 


-1 


« +1 


，再讨论极限. 



a n n 


n 

-1 

= 72 


l ^+1 1 



一 Almi 


2 


Ain(n+ I) 




1 


/ z (2^ 


(1 + lAO 


- 1 ) 




n [ e in2MT1(1+1 w —1] (等价无穷小代换) 

n [ ln 2 A • ln(l 十 l /«)] 


n[l/n + o(l/^)3ln2 A 


n 


\ n 2\ 


故当 ln 2 A > l ，即 A > log 2 e 时，级数 收敛； 当 A < log 2 e 时，级数 发散; 
当 A = lo g 2 e 时， ^ = 2— ^ = 级数是调和级数. 


(2) n 


<^n - 

-丄 

a " +1 } 


n 


2^(2 n + l ) 
(2n — l) 


z 


-1 


n(Qn — l) 
(2n~l) 2 


n 


-3/2 >l 


故知原级数收敛. 


(3) n 


a 




-1 


n 


e 


1 


+ 丄 


n 


«+/> 


-1 


e 


1 + 丄 


n 


«+p 


一 1 


n 


而 lim 


rt m 


e 


1 


+ - 


n 


#i + 户 


-1 


n 




lim — (1+ x ) 1 Ar + 户 一 1 

■T 一 0 已 


X 


lim 

j —0 


e 


e ( ln<1+x) —1 


x 


(利用泰勒公式) 


34 







lim 






e 


x = p 


故当户_1/2>1，即声 >3/2 时，级数收敛 • 


(4) limn 


a 


^/ i+i 


** 1 


limn 


«■ 


1 + 丄 


n 


p 


1 + 


q 


«+l J 


—1 


lim 

JT—0 


(1+^r 


1 + 


qx 


1+4 


-1 


x 


— p^rq * 

故当 p + q > l 时，级数收敛. 


(5) limn 


a 


>1 


U n^\ 


-1 


limn 


(b + nd 

电 ■ '■ ■ 

a-\rnd 


— 1 =lim 


n 


Cb —— o . ) /l _ b —— d 
a^-nd d ^ 


故当^ £>1 时，级数收敛. 


在用拉贝判别法讨论极限时，应特别注意利用等价无穷小代 
换和泰勒公式. 


例33 证明弗林克 （ Frink ) 判别法设 A 为正项级数，极 


n 


限 limUya^K =々存在，证明 ：当 々< 1/ e 时，级数 收敛；当是〉 
,)-^00 

1/ e 时，级数发散. 

证 记々 = e - A ，则； l = ln 々•若是 < l / e ， 即 A >1， 于是存在数 

OC) oo 

5 ， A > s > 1•引人级数= S ^7,是收敛的户级数-又 

«=1 ji = 1 P 


b ' 


h H - x 


丄 1 

s 

=> 

^ bn 1 

n / 

n ) 

i ^-1 J 



ns 


1 _ 


n 


故 


lim 


h 


b rl -i 

当 W 充分大时 ， V n > N ， 有 

i b . 


n / *1 \ —n * ( — s 

^ limfl - 丄 

n 


e ~ s > e~ A = k . 


b n -\ 


n 1 a. xtl 


> 


a n-\ I 


， 即 


a n b n 

— ^ 7 ’ 


— 1 bn-.\ 


依比式判别法知， ^ ‘收敛. 


tl 
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CO 


若是 >丄 ，即 e - A > e '引人 级数; +， 是发散的调 


，，=1 


n 


和级数.又 


( C n ) 

j 

n 

- (1 - — )% 

lim 

! c fl 

^ ^ri—l 1 


n 

"—►DO 

\ C n- 1 


n 


e 一 1 〈 e 


a 


k 、 


当 W 充分大时 ， V n > N ， 有 


1 a ri ^ 


1 


> 


c 


n 


c— 


n — lf 


n 


， 即 


a 


n 


a 


> 


U 


打一 1 


〜一 1 


依比较原则知，发散. 


如果对 lim 


/T 


rt = \ 

a 


7t 


n 


a”— 1 j 


k 两边取对数，即得对数判别法 


互>„为正项级数，若 limwlii 1 > 1，则级数 收敛； 若 


a 


limdn < 1,则级数发散 

n _ ►⑺ Cl rt 1 


/l+l 


例 34 用对数判别法确定下列级数敛 散性: 


⑴ U > 0 )； 


( 2)2 


n 


fri (lm0 lnhm + 


解 （1) In 


a 


n 


a 


«+i 


lnx[\nn 一 In (72 +1)]] — lnjrln 


1- 




limwln 


a 


n 


a 


lim^lnx • In 


，』+i ri 


1 - 


n 


lnx limln 


1 - 


+ 1 


In . 


r 


故当一 lnx > l ， 即 x < l / e 时，级数 收敛； 否则级数发散. 


(2) In 


a 


71 


a 


n-\-\ 


ln {[ ln(n + l )] 


lnln(«+ 1 ) 


/( ln ") h “ 丨，故 3 〜 ，当” > 


a 


❿时 ，nln ：7^<1，所以级数发散. 


a 


/ i+i 


CXL ： 


例 35 证明库默尔 （ Kummer ) 判别法 设和乂为 


/I —] 


n — 
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两个正项级数.若 Hm 






A+i 


b n b 




> 0 ，则 D a 收敛；若 


lim 


n m 


a 


n 


a n-\-\ 


參 


b 


n 


b n 


+ 1 


< 0,且发散，则发散. 


n 


n 


证若 lim 


rt M 


a 


a 


a " +1 h 


6』 


h 


«+i 


b 


a" ^N+i 


b t 


•则对 p>q = N ， 有 


n 力 + 1 


P-1 

s 


a 






b t b t 


+ i / 


/ >-i 


^ ；々<2，+1 ， 


H 


1 


即 




a 






H 


h 〆 & 

b p 、 b q 








p -1 


=> 


2 ^ 


<i 


k 


<^N 

b~N 


于是，级数的部分和 


S 


p 


A + a 2 + 


• # • 


<^n + (a；v+i + a N ^ 2 +■ 


• * * 


a 


p 


^€ i \ +“2 + 


* 畢 _ 


+办斗士 


# 




M { a N ^ b N 不随 /? 变化）， 


即单调增加且有上界，所以级数^…收敛. 


n 


若 lim 


rt~^ co 


a 


a 


«+ 1 u n ^/i+l 


<0,则 3 NM n > N ， 有 


a 


ft 


a 


n+\ 


h. t b 


^ 一 k (k 0)^ 


a 


n 


1 


_ 




«+i 


a 


< ,, 


扣 +i 


b n b 


«+i 


即 


a 


/『+i 


a 


> 


b 


n 


1 

b n 


依比较判别法知，当发散时发散. 

H ~ 1 1 

由库默尔判别法立即可得拉贝判别法（只 需取乂 === 1/«即可 

证). 

CO 

例36 设为正项级数， 证明： 

« = 1 
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glim 


若 lim 


«■ 


n 

f 〜 1 

-1 

—丄 I 


i ^+1 I 


n 


■ 

-1 

—丄 

■ 

a n +\ i 



lnn > l , 则级数收敛; 


lnn < l ， 则级数发散. 


证取 U 〜 H 


nlnn 


，该级数发散（见例30题（2))，则 


n 


n 


a 


n 


a 




<2 


n +1 




— * nlnn 一 (n +1 )ln(n +1). 


因为（打 + 1) In (n + 1) — (/i + l)ln« = («"hl)ln(l + l/n) 


)1 一 ， CO 


所以 


n 

1 a n \ 

_ 丄 

mm 

— 1 



■ 


Inn 


a 


a 


—n\n n — (n +1 )ln^ 


/ i+i 


〉 a" nlnn — (” 1 )ln (” +1) - 

a n-\-\ 


依库默尔判别法即得上述命题. 

oo 

例37 证明高斯 （ Gauss ) 判别 法：若 为正项级数，从某 


71 


项开始，有 








a n+l 1 + « n 


其中 k |< M < + oo , A >1, 均与无关，则当 a>l 时，级 

数 收敛； 当时，级数发散. 

证将1 = 1 + ^ +与代人例35式中，得 

a ^-hi 


n n 


lim 

n 

f ci 

n - 1 

- 1 

乃一 ►oo 

■ 

i “ zi+l / 



Inn 


lim 


c 


a 


n 


1 


n 


\nn 


oo > 1 ， ^ > 1, 

0 ， cr = 1, 

oo < 1 ， J < 1 ， 


所以，当 a > l 时，级数 收敛； 当 a < l 时，级数发散. 
例 38 用高斯判别法确定下列级数敛 散性： 
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⑴ s 


n\n 


p 


(p> 0, q> 0); 


⑵ E 


+ 1)(9 + 2) … + n) 

1) (/> + 2) …（户 + n — 1) • J 

n 


P(P 


n 




( p >0, q > 0). 

解 高斯判别法往往与拉贝判别法 一 起使用. 一 般，用来判 

别参数为定值的敛散性时，还要借助于泰勒公式. 


(1) Yimn 


a 


n 






a 


1 


«+i 


limn 


=limn 


(g + w 十 1)(1 十 1/n)’ 




n 


1 


1 


rr 


十 


q 


n 


1 


1 


n 


n 


— 1 




lim 


1 


q 


n 


1 


(1 + MnY - 1 
1/n 


- limn 


1 + —^—r ] 

— 1 


■ 

{ n lj 



L \ n 丁 i I 」 

故当/ > + ^> 1 时，级数 收敛； 当 P ^ q <\ 时，级数发散. 
当夕+ 9 = 1时，有 


a 


a 


打 +i 


1 + 


q 


n 


1 


1 + 




n 


l 一分 


1 + — 


n 


1H - \~o 

n 


n 


2 


l + ^+o 


n 


1 ) 


^ 2 ] 

■ 


卜 1 +e 

依高斯判别法知，当户+^ = 1时，级数发散. 


(£>0)， 


(2) limn 


a 




a 


1 


n+i 


i. 

=lim” 

w +1 f 

"― ►CO 

胃 />+ 乃 k 


Um ”+ i ( i + i / n +lim ” 

丄 / W ， l#oo 


i +— T-i 

n j 

n +1 


(p + n 


-1 


P + n 
—^ +1 _ p * 

故当 g + l — />>1，即 q > p 时级数收敛，当 q <. p 时级数发散. 
当 q = p 时，级数可以化为 
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S p(p + l) tmm (p + n 一 1 ) 
«= 1 


an 

1+1 






依高斯判别法知，当 P = q 时，级数发散* 


第二节一般项级数 


主要内容 

1.各项符号正负相间的级数 

Mj — M 2 + « 3 — + …+ (— + … 

( u „ > 0 ,n — 1，2，… ） 

称为交错级数. 

2•莱布尼茨判别法若交错级数满足以下 条件： 

(1) 数列单调减少， （2) lim «,, = 0， 

则交错级数收敛. 

若交错级数满足莱布尼茨条件，则收敛级数的余项估计式为 

Rn I j • 

3. 若级数 W + A + …+〜+…各项绝对值组成的级数 

丨“1 I +丨“2 I +…+ | m „ 丨+… 

收敛，则称原级数绝对收敛. 

绝对收敛的级数一定收敛. 
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可用考察正项级数的各种判别法考察绝对值级数的敛散性. 

4. 绝对收敛级数的两个重要性质 

00 

(1) 设级数绝对收敛，其和 为&则 任意重排各项后所得 

j-i = 1 

级数仍绝对收敛，且其和不变. 

oo CO 

(2) 柯西定理 若级数〜 A 和= 5都绝对收敛， 

rt= \ 

则两级数的每一项的所有可能乘积《 ，巧 按任意顺序排列所得的级 

oo 

数也绝对收敛，且其和为 AB . 

« — 1 

5. 阿贝尔判别法 

(1) 阿贝尔变换设0==1，2,…， n ) 为两组实数，若令 

❼=1^+772 + …+%(々 =1，2，…，" ） ，则有 

2 = ( e i — ^)^1 + (^2 _ £ 3 ) 汀 2 + … 

1 

+ ( £ /；-i — e n )< y n _ Y + 

上式又称为分部求和公式. 

(2) 阿贝尔引理若4，£ 2 ，…，£„为单调数组，且对任一自然 
数々（1<々<”），有(%如 （1) 所定义），则当 

e=max{ \e k \) 

时，有 I s e-v k j ^ 3"L 

jt=i 

(3) 阿贝尔判别法若 {«„} 为单调有界数列，且级数 t ； 乂收 

/* = 1 

OO 

敛，则级数^>太收敛. 

/I = J 

6. 狄利克雷判别法若数列单调减少，且= 0,又 

”一 oo 

oo 

级数的部分和数列有界，则级数收敛. 

^ ~ \ n — 1 
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疑难解析 


1. 对任意项级数 2] ««，怎样判别其敛散性？ 

1 

OD 

答 对任意项级数〜，若其绝对收敛，则一定收敛.因此 

FI— 1 

可将正项级数判别法用于绝对收敛的级数上.对条件收敛级数，需 
要更加精细的判别法，如阿贝尔判别法、狄利克雷判别法.对特殊 

情形，如交错级数，莱布尼茨判别法是狄利克雷判别法的特殊情 

形. 

2. 绝对收敛级数与条件收敛级数有什么不同的特性？表现在 
哪些方面？ 

答 绝对收敛级数与条件收敛级数虽然都是收敛级数，但它 
们有不同的特性，主要表现在运算上.绝对收敛级数与有限和有相 
同的运算律（结合律、交换律、分配律），而条件收敛级数不满足交 
换律. 

CO 

若绝对收敛，则可以任意交换〜各项的位置而不改 

CO CO 

变其和.若 D A 和都绝对收敛，且其和分别为则乘积 

1 rt—l 

CO 

S U ^ V J 也绝对收敛，其和为 AB , 

i ，尸 1 

oo 

对级数 2 A 的子级数（数列 {〜} 的子数列形成的级数），绝对 

n=^ I 

oo 

收敛级数有以下特性 ：级数 2] W 绝对收敛的充要条件是它的一切 
子级数都收敛. n 

oo 

若心的一切子级数都收敛，可令 

« = 1 
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u 


u 


n 


U 


n 


2 


u n 


\u n I — u n 


则和 E 心分别是的正项部分与负项部分，都是 


n 


« = 1 


n 


n 


的子级数，由所设知乏和 ^>； T 都收敛•而 kJ =心++(，故 


/<—j 


Sl^i 收敛，即乏>«绝对收敛.反之，当绝对收敛时，由0 


« 


n 


n 


< < < I ^ J , o < ^ k « 1 1 故！ >«+ 和乏 > r 都收敛.于是对 

n~\ n= 1 

oo oo 

的任一子级数 Sh ， 令 


n 




v 


n 


0, n ^ n k ^ 


\U nk , n = n k 


则 ^ 乏] 1 S ， 且 0 ^ u t ，()<<<<"• 依比较判别法知， 


n 


ft=\ 


与 2< 都收敛，卜」 


V 


n 


< ，故芝 ] I %丨收敛，从而 


n 


tt=^ I 


» 


— ■s 

Z >« J 收敛，得 2> '收敛. 


条件收敛级数有以下特 性：若 心条件收敛，则与 


n 


n 


Ya u : 都发散到正无穷大. 


«= 1 


__■ m, ■ ■■■ 

若 SC 与乏有一个收敛，不妨设 SC 收敛，因 W 


n 


n 


n 


u n I + u n 


，即 I “ J = —心 ，由 2 “宁与 S 收敛，故文1 I^n I 


n 


n 


n 


收敛，即，绝对收敛.从而引出矛盾，故和都发散. 


n 


n 


n — 
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方法、技巧与典型例题分析 


对于任意项级数，首先是区别其是否为交错级数，这一般可以 

OC 

由^的形式确定，若〜为交错级数，通常可以用莱布尼茨判别 

?|= 1 

oo 

法确定其敛散性.若⑷为一般的任意项级数，则可以用正项级 

n~\ 

00 00 

数的判别法确定的敛散性，从而判别 D 〜是否绝对收敛. 

1 tt=i 

而条件收敛的判别则比较复杂，一般可使用阿贝尔判别法、狄利克 
雷判别法. 

例 1讨论下列交错级数的敛散性，并对收敛级数判别是绝 
对收敛还是条件收敛. 


( 1 ) 1 - 




+ 


»»» 


( 2 > 2(— ir 


(« + ir 


n 


2n 


n+l 


(3) 2(— D' 


—1 


n 


—1 


(4) XI ( - (，— 1); 


n 


n 


(5) 公 (-1)" 


Inn 


0 


ft 


n 


( 6 ) ^ 


in 


+ J 


rt— 1 


n 


解 本例的级数均为交错级数. 

(1) 1)"— 1 • 1/« 1/2 •满足 k,l > 

以，依莱布尼茨判别法知，级数收敛， 


u 


"+ 1 


， lim 〜 = 0,所 




OC 


又 I ⑷丨= I ] l / V /2 是户级数，/><1，所以 D k 」 不收敛 


n 


n 


即原级数条件收敛. 

(2) u „ = ^„ l ^ . 因为 
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lim 

—OO 


U n 

1/n 




e 

2 


ffffS +发散 ，故 I ] 1^1 发散，原级数不绝对收敛 • 

n—l ji = 1 


但 



U n 

(” + l) rt 

2 (n + l ) rt + 2 __ 

f n z -\-2 n ^ l \ 

心+1 

— 2/2”+ 1 

(n + 2) n+1 _ 

、 n 2 -\-2 rt j 


« + 1 


>1，且 


lim \u ft I =lim 


n- 


1 


+ 丄 


n 


n 




n 


0,依莱布尼茨判别法，原级数收 


敛，即原级数条件收敛. 


n 


(3) 心因为 


lim 




1 

认 ti 


lim 


n 


1 3 


«—i 




n 


< 1, 


所以， 2 1^1 收敛，即原级数绝对收敛. 

1 

(4) 设〜二”"”一：!，则 a „>0 .设 / Cr ):：^% 则 

lim fix') = lime^ lnj = e° = 1, 

?|—**oo IJ—*-co 


所以，丨 0_ 又由 /’（ X ) = ( e + lr ^)’ = x l / jr - ~ 知，当 x>e 

x 

时 y f ( jc )< C 0. 故当 x^>e 时， /(: r ) 单调减少，即 a „^> a„ + i (w —3,4» 
…），依莱布尼茨判别法知，原级数收敛. 


(5) 令/(工） 


Inx 


x 


，则 /( x ) 


1 — Inx 


x 


2 


<0 (: c 〉 e ), 故当 n ^3 


时，单调减少，且 0. 依莱布尼茨判别法知，原级数 
收敛. 


1 1 00 

又当 时，〜 ，而 L 丄发散.故原级数不绝对 

n n 7={ n 

收敛，所以原级数条件收敛. 

n i 

(6) ，而 

n\ 




45 






2 


lim \ u n \ — lim 


/r 


rt^ 


n ! 


lim 




n(n 一 1)••• 1 


所以原级数发散. 

例 2 讨论下列交错级数的敛散性，并对收敛级数判别是绝 
对收敛还是条件收敛. 


(1) 2 ( — D 


n— 1 


n 


v 2 n — 1 


(2) Xl (_ iy； 


- 1 


n 


ln;z 






(3) 2J ( ~ 1 广 1 


(2 n — 1) 
~ (2 n )\ ! 


p 


;(4) 2(— i)， 1 


T + Inn 


解 （1) A = (— 1 广 


—1 


V 2 n — 


. 因为 


— 1 / n 


1/2 


所以，原级数不绝对收敛. 


但是 ， lim 


«■ 


^/in - 1 


0, 



n 


f < 


，所以依莱布 


尼茨判别法，原级数收敛，即条件收敛. 




⑵ ir 


— 1 


n - ln ^ 

散，所以，原级数不绝对收敛. 


. 因为 


n — \ n?i 


>丄，而 L 丄发 

« : ti 打 


又 lim — = lim L — lim — = 0，故 

OO 71 X—^OO JC X—^OO 00 


lim \ u n = lim 


rt- 




n 


Inn 


lim 


1 /n 




1 — \ nn/n 


0, 


又令 /( x ) =:r — lar ， 由 f ( x ) = l — l / x ^>0 (: r 〉0) ，知 n — ln « 单 

调增加，即单调 减少. 所以依莱布尼茨判别法知，原级数收 
敛，即条件收敛. 


( 3 ) u n = ( — l) n ~ l 


( 2 ^ — 1 ) 
(2 n ) ! ! 


p 


当夕 <0时，> 1，故乏>«发散. 


n 
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当 0< 户 <2 时，令 … =(—1)" 一 1 由 


2 n+l 
( 2” + 2 


p 


<1易知 


a n ^> 


2 n + l 
2 (” + 1 ) 


p 


a 


a n + i(n = 1^2 j 999 ) j 


而 


0< a n < 


v 2 n + 1 


p 


0 (n 


依莱布尼茨判别法知，2^收敛. 


但是， 


u n | 


limn 


\ U n+\ i 
\^n ! 


2 n ±2 \ p 
2 rH-l 


，依拉贝判别法，有 


u 


+ i 




-1 


lim 


[(2/z + 2)/(2n + D? - 1] 


\/n 


lim 


1 +/>/(2 n + l ) + o ( l / n ) _I p 

1 /n 2 


所以当 o </>< 2 时，; 2 I ⑷丨发散，即原级数条件收敛. 

#»— 1 

oo 

当夕> 2时，;2丨收敛，即原级数绝对收敛. 


( 4 ) U n = (― I )" 1 


2 rt + lnn 


u n I 


因为 


2 rt + Inn < T 


而 E 去收敛，故 S k 丨收敛，即原级数绝对收敛. 

«=1 乙 n=l 


例3判别下列级数是否收敛，若收敛，是绝对收敛还是条件 


收敛. 


(1) 2^s\n(nn + 1/lnn) ； (2) ^)sin(7r yV + a 2 )* 

n —2 «=1 

解 （ 1) ‘=( —l) fl sin(l/ln ”）， 当 时，有 


0 < 


< 


Inn ^ ln2 


log 2 e <C log 2 (2 ) = 音 < 


故 0< sin ( l / lmi )< l ， 原级数为交错级数.由于 
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lim 


u 


n 


l/n 


lim 




sin(l/lnn) 

l/\nn 


n 


ft 


\nn 


而 I ] i 发散，所以 ^ I 心 I 发散，原级数不绝对收敛. 

1 n n^2 

但当 n 增大时， l / ln /2 单调减少， siii ( l/lmO 也单调减少，且 
lim sin ( l / ln «) = 0,故依莱布尼茨判别法知，原级数条件收敛， 

71 —►OO 

(2) u n = sin(7r a 2 ) = sin[w7r + n y/n 2 + a 2 — nn): 

=(——l)"sin7t( ^/n 2 ~ha 2 — n) 




(— l) w sin 


a ^7 t 


-/ n 1 + a l + n 


故原级数是交错级数. 

但是， Hmsin - a % - = 0, | > \ u fl+l | ， 所以依莱布 

V n 2 -\- a 2 + n 

尼茨判别法知，原级数 收敛. 

例4判别下列级数是否收敛.若收敛，是绝对收敛还是条件 
收敛. 


(1) 2 ( — l) /,s in — 0) ； (2) sin — ] \nn ； 

n — 1 ^ ? I 1 ^ / / 


(3 ) ( — l) n 1 ( %/ -( - 1 — %/ 71 ); 

« = 1 

co 

(4) 2(- 1)^—1=； 

n—l *^/Tl ^ + 1 

(5) 免 + r + 为常数. 

fi= 1 

解 （1) 当 《 充分大时， sin ( fl /”）> 0,且单调减少并趋向于 
零，依莱布尼茨判别法知，原级数收敛. 

I °° 

又 limsin | / | = 1 ， 而 2] T 发散，故原级数不绝对收敛， 

\ ”co n JI n ^ n 

即原级数条件收敛. 

(2) 当 ” > 2时， l / ln ” > 0,且单调减少并趋向于零. 
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nn 


V ^ e N ，；2 si ng 的部分和的绝对值 


C 1 — 

. kiz 


cos(3tc/ 24) — cos[(n + 1/2) 穴 /12] 

^->n | —— 

^ Sm l2 


2sin ( 丌 /24) 


<l/sin ( 丌 /24). 

即又有界，依狄利克雷判别法知，原级数收敛. 


sm 


nn 

U 


Inn 


> 


sin 2 (^7 c /12) _ 1 — cos ( n 7 t /6) 

Inn 2lnn 

1 cos (nn/6) 


而 S 忐发散 ， S 


cos 


2 lnn 


2lnn $ 

(2 lm 0 收敛，故原级数不绝对收 


敛，即原级数条件收敛. 


(3) 因为 // T +1 一 AT > 0，所以原级数是交错级数.而 


0, 


lim j u n I = lim 


+ 1 



n 


又设 / O ) = /x + 1 — ，则 


fU ) 


X 




工 + 1 2 v x 

所以 / Or ) 单调减少，原级数收敛. 


2 Wx + 1) 


< ()• 


(4) u n 


- l ) rt+1 


s/ n 2k + 1 


当是 >1 时， k 」 


"7=^= <去，而 S 去收敛，所以原级 

vn d +1 n «=i n 


数绝对收敛. 


当0 < 6 < 1 时 ， lim | | 


lim 


n 


n 


Vn Zk -\ - 1 


1，由比较审 


oo 


敛法的极限形式知，乏]|^丨发散.但是 


> 


\/ n S + 1 \/(打 + 1) 汉 + 1 


limw „ = lim 




1) 


V n zk H~ 1 


0, 
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依莱布尼茨判别法知，原级数收敛，即条件收敛 • 

(5) a =sin w 2+ ^ + ^= sin [^ + ( a +/3/ M )7 c ] 




(― l ) rt sinO +/?/«)7 t ， 

当 o ^ O , ±1，士2,…时 ， lim 心40,故原级数 发散. 


«■ 


当泛=0，±1，±2^"时，〜=(—1 ) fl + d sin (和/方）.若 /?= 0，则 
原级数绝对 收敛； 若 A 关0,不妨设/?>0(当^<0时， 

( — l) n+<r+1 sin( |1 7r/w)) ,m„( —l) n+u sin(/?7r/M)~ (― l) ,,+a (^7r/n). 

oo 

依莱布尼茨判别法知， 2 ( - 条件收敛，则原级数 

n=l 

oo oo 

= 2 l )" + a sin (/? Tc // 2 ) 条件 收敛. 


n = 


« 


例 S 讨论下列级数的敛散性 


(1) S 


n — 


sinn 
Inn f 


(2) S 


rt = 1 


1+ 2 + 


« 瞀 》 




sm/z 


n 


解两级数都是任意项级数. 


k 


o) S si 


n 


smn 


k 


cos (3/2) — cos (尨 + 1/2) 

2 sin ( l /2) 


，々 = 2,3, 


攀 « « 


故 


« = 2 


^]sinn < l / sin ( l /2) ，々 = 2,3, 


又当 n ^2 时， ! — 〉0 ，lim 


nn 


Inn 


0,故依狄利克雷判别法知， 


s Z 收敛 • 

n— l 


设 /( x )= \ sinx \ + | sin(x + l ) I ， x ^： ( — OO ,+00)1 

则/(^)是 （一 oo ,+ co ) 上的正值连续周期函数，存在 C >0, 使得 
f ( x )> c . 于是 


E 


|sinw 


n 


nn 


2 




jsin 2^ I . [ sin (2 走 + 1)1 


ln 2 k 


In (2^ + 1) 


| sin 2々 I + | sin (2々 + 1) 




ln (2々 + 1) 
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>C ^ \ n ( 2 k + T > ， 

而 f ln(2 / + x ) 发散，故原级数不绝对收敛，即原级数条件收 

丨=1 

敛. 

(2) 令 a ,, = 丄 | l + j + …+ 丄 = sin ”， 则 

n I n 

〜 =„(„ + !){- ( 1 + + + …+ i ) + m .- 

由于丄发散于正无穷大，故当〃充分大时1+1 —心 < 0,即 

1 ^ 

« = 1 

{^}单调减少.又 

2 X = c + ln/I + 为欧拉数 A — 0,所以 

i=l k 

〜 +1 - a ” = W (« + 1 ) [- (C + lnn + £j + ^ Tl ]"" 0 

O 4 oo ), 

由题 （1) 知 2 sin ^ 有界.故依狄利克雷判别法知，原级数收敛 • 

*=1 

利用与题 （1) 类似方法，可证题 （2) 的原级数不绝对收敛，即 
原级数条件收敛. 

类似地，若{心}单调减少， lima 7l = 0， x 尹 2 k ， 则级数 

/I—►oo 
oo 

收敛，并可由此证明：当 J 关2々兀时， 

M = 1 

2 (i + | + …+丄丨^收敛. 

^ i \ 2 n I n 

事实上，若#2化，则|+ = .于是 

oo 

的部分和数列有界 ，且〜 单调减少并趋向于零.依狄利 

/I — 1 

oo 

克雷判别法知 ， D a n cosnx 收敛. 



而 a ” 


1 + 4 + 






依上述结果知 ，; s 


1 H —^— h …+ 




n 


cosnx 


n 


当 T / 2 kn 时收敛. 


n 


c<. 


例 6 设{^}是实数序列，且 〜绝 对收敛，证明也收 


n — 


n 


敛.并举例说明条件收敛时，可能发散 


n 


« = 1 


解 设乏>,，绝对收敛，则 lim |〜| = 0,所以 3 N e N ， 使得 


n = 


oo 


CIO 


当 n 〉 7 V 时， 


a 


<1，则 k 」 ，依比较审敛法知，乏收敛. 


/} — 


如 ( — 1 ) rt 


CjO 


/) 


Vn 


是条件收敛级数，而 D i 是调和 

«= 1 «= 1 ” 


级数，是发散的. 


6" 


例 7讨论以实数）的情况，使得级数 1 — 丄 + ^_ L + _L 

2 o 4 t) 

+…收敛. 


解显然，当^<0时，不满足⑷—0,所以级数 发散； 当^>1 


时，有 


n 


S 


In 


2 


k 


2 k 




V 丄 

1 △ 2“ 

丄 k=i 4 




式中第一项趋向于 + 〜，第二项趋向于有限数，所以级数发散；当 


a 


1时， D (_ ir 丄条件收敛. 

r ti 


«= 1 


当0<^<1时，因为 


( 2 nY (2/1 + 1) ( 2 n) a 


1 




5 + 1 」 




( 2 nY 


而 I ] 


f^i (2nr 


发散，即原级数加括号后发散.故原级数发散. 
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综上所述知，当 a = 1 时，级数收敛，其它情形级数发散 • 

例8 证明： ^ ( ~ 1 = ln 2. 并 证明： 若将级数 

n=\ 

S ( ~ 重排，先有 P 个正项，后有 g 个负项，如此循环，则新 
n 

级数和为 ln2 +yin 

OO 

证因为 E (— 是收敛的交错级数，设其部分和为 

n 

5^ jaijlim 5„ = 5. 不妨求 



十 




2 n —1 2 n 




1丄1丄 J ■丄 
丄-- — ^_ • • 


4-— 

2 n 



==== 1~~— | —~—|— •" H — - ( 1 — I— — —I—-— I— “ • — | —— ' 

2 3 丁 ^2/7 卜卞 2 丁 3 卞 卞 n ) 

由上册第一章中关于欧拉数的定义，有 

*5 2 ^ = (\n2n + C + r 2?l ) — (In” + C + r 7J ) 

= ln2 十 r 2 „ —；v 


其中 C 为欧拉数， r ^, r ,, 均趋向于零，于是 


X ] ( — l ) rt_1 丄= lim 5 2 „ = ln 2. 

, Yl n—►oo 


5 


又设依要求重排后的新级数部分和为&,则\/ keN , 

(户 + w ) 走 


有 


1 +TT + … ■+ 


2 p-l 


—— | — 


奉_ _ 


4--~ \ 

2 q 


« » * 


十 


2 p(k — 1 ) 十 1 


+ ••• + 


2 pk—l 


2 g ( 々一 1) + 2 


攀暑拳 


+ 


2 qk 


Hl + T — T 


* • * 


+ 


2pk — 1 




去+++…+ 


2 qk 
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1+ T + y +, * ,+ 2^=i 1 ipk 


2 




■ 卜 ._ • ― ^ 


pk \ 


-- 1 -i-_ — -j-... 

2 2 1 3 



\ n 2 pk -\- C ~\- r ZP k h — —( lnpk ^ C -\- r pk ) ^ —— ( lng ^ + C + r ^ 
ln2 + +ln —+ r 2 ^ — ^(r^+r^), 


故 


lim 5 


(p + q)k 




ln 2 


rv 


+ 去 ln f 


又因为 lim ( —1 广 1 上= 0,所以 

rt-**oo fl 


lim 5 


(夕 + v )*+”》 


lim 5 


(p + q)k 




n- 


«■ 


ln2 + i ln f 


故新级数的和 S — lim 5„ = In 2 + —In 


n 


A 

q 


于是可得 


i + ~^ - x * + — + — — 




4 


+ 


费零 ■ 


3 

2 


ln 2. 


1 


2 


4 


8 


+ 


* • • = 


例9 设为任意项级数，令 


Y ln2 * 


U 


U ft 


rt 


\ U n I — 仪 n 


oo 


CO 


，则和都是正项级数，分别称为心的正 


n 


n 


部和负部.证明 


(1) 级数2 〜绝对 收敛 ㈡ XX + 和都收敛，且2〜 


n 


1 


n 


2 “广 - 2 ; 


n 


n 


(2) 级数条件收敛，则和都发散到正无穷大. 


>1 = 


n — 


证 参看本节疑难解析 2. 
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例 10 证明黎曼 （ Riemann ) 定理设级数心条件收敛， 


/I 


oo 


则对任给 5( 有限实 数或士 〜），都有级数的一个重排，使得 


n= 1 


/i = 1 

证 （1) 设 B 为有限实数，不妨设 £?>0. 由例9知，存在 


一 

= + 00 ， S 心 


.按下述方法对原级数重排 ：先取 A 




\ 




个正项，使得 S < 乏>广 + 再取 9 l 个负项，使 S + < < 


乃 =1 






+ 然后又取 pi~px 个正项，再取 qz — q \ 个负 


项； 


如此继续下去，得到如下的重排 


u 


• » • 


+ W 丈 ) + (ul 


争 》 ■ 


+ < ) 


+ (<+1 + 


+ (W 




_ _ * 


+ 11^) + (u 


h + 1 


• » • 


+ < ) + 


* « 驀 


• i * 


十 “ i ) 


(u 


h-l + 1 


.« « 


+ 〜）+ •_.， 


满足 


B <i(ut + … + “ 丈 】 ）+ (“「+ … + ) — 


+ (u 


广*- 〆 1 


十… +4) 




Pk 


和 


B^ru^ k ^(ui 


» _ # 


十 4) + (( 十… + ^) H — 


+ (u 


U 1 


* « « 


+ w^) + (u 


^-1 + 1 


— •• - \~u 


A 


< B . 


因为 lim “广 =lim = 0,故 lim “丈 = limw 7 = 0, 从而重排后 

ft —*■ J— C'lC* M _ L ― k I * k 


CO 


级数收敛于5,此级数去括号后即为 D 〜'，即 = 5. 


n 


(2) 设5 = + co ( 




可类似证明）. 


先取 ^ ut 的前％项，使得 


^ = 1 


* SS • 




t • « 




> 1 — l ({; 


再取 m 2 > m l ，使得 

以广 + … + + 2 — ill — U ； ； 

J J «- 

更一般地，取叫>叫-1，使得 

+ …+ + …+ utt u >; — — … 一 “ 厂， 

1 * 


其中々 = 2,3,….由于是发散的，故上述重排是可行的，所 

*=1 

oo 

以重排后级数 

n = 1 

例11 判断下列命题是否正确，如正确加以证明，如不正确 
举出反例. 

CO oo 

(1) 若绝对收敛，则 Da (〜 + a 2 +… aj 收敛； 

« — 1 n — \ 

(2) 若收敛于零，则{^丨是有界变 差的； 

oo 

(3) 若 2 k +1 | < 收敛. 

n= 1 

+ oo 

解 （1) 正确.因为^ 〜绝对 收敛，所以 


2 1^丨 <M ( M > 0)， 

rt = ] 

故 + …十 〜 ）j < M | a 」 ， 

oo 

从而 E 十… + <3«)收敛. 

oo 

(2) 不正确•若 {〜} 满足 ^ j 〜一<+ m ， 则称{^}是 

/j=i 

有界变差的.例如 A =( — l ) rt 丄，有 k 丨=丄 — 0,但 { a ] 不是 

n n 

有界变差的. 

(3) 正确.由2|〜 | < | a „ 丨，有1〜 +1 1 |^i | ，所以玄 J laj 
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收敛. 


例12 讨论下列级数的敛 散性: 


( 1 ) J^C ： n ； 


(2) y; (- im 


n 


n — 


解 c： n 


m (m — 1 )(m — n -\- l ) 


n 


(1) 当 m 为正整数时，级数只有有限项，所以级数必然收敛. 
当 m 不是正整数时，有 


1 


m — n 


n — m 


u 


n 


n 


1 


n 


1. 


( i ) 若 — 1，有 ” _ w >« + l ， 则 
uxl^lm |>1, BPlim k | 尹 0,原级数发散, 


心 +i 


u 


n 


> 1 ，从而丨 … I > 


n 


oo 

( ii ) 若 m >— 1 ， 在”>饥 时，一 1<^±1< 0 ，则2]〜为交 

Un n=\ 

错级数， i 心 I 单调减少，且 lim|uj =0,于是由莱布尼茨判别法知， 


IV 


原级数收敛. 


事实上，因为 


U 


7J+1 


U 


n 


n — m 


n 


■Jk 


1 - 


771 


1 


W + 1 


所以若记心 


m -\-\ 
n + 1 


，则，且 〉: = 00_ 由丄丄 (1 + <2„)收 


n 


« 


敛的充要条件是收敛（见第三节例6)，有 


lim(l + 〜）（1 十 a 2 ) … （1 + a„) 




但是 = 


1 +^u l+a„ 


，于是 


0 ^ lim(l — ^! ) (1 — a 2 ) ••- (1 — a n ) 


<lim 


1+^1 1+^2 1 +心 


0, 
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即 


1 

lira 

f 

• 

1 

以 m + 3 

1 

… i 

| 


= 0 =>lim 

U tl 

/1 一 00 

以， M+l 彳 

i 

i ! 


1 

U，n + n 

乃 —CO 



= 0. 


(2) 当 m 是正整数时，原级数收敛. 
当 m 不是正整数，而〃充分大时，有 


^ = ^>0 
u n n + \ 


则级数是同号级数（不妨设为正项级数）.由于 

lim /? 1 — - n ^~ = w 1, 

/(-►OO 、 ti rt I 

依拉贝判别法，当 m >0 时，原级数 收敛； 当 m <0 时，原级数发散. 


例13 设级数 D 乂收敛，且 ( 〜一 a n .^) 绝对收敛， 证明: 

rt = 1 ] 


级数乏] 义九也 收敛. 

}\=\ 

DO 

证 由题设 E k , — ^ il 收敛，则由柯西准则 ，V e > 0, 
3 M 6 N ， 当〃 > % 时 ，V A 6 N ， 有 

l a »+2 — I + 丨 a，,+ 3 — a n + 2 丨 + … + I dn^rp — + 户 —1 丨 < e ， ① 

即 \<^ n^p — A+l I 

^ \ a n+p — ^n+p-\ I + •" + \a n ^ 2 — a tl+l 丨 < e* ② 

oo 

又由收敛，则其部分和序列 { SJ 收敛.由柯西准则，对前 
« — 1 

述 0,彐 iV 2 6 N ， 当乃>7^ 2 时 ， v p e N ， 有 

|兄七 一 5 户丨 < £• ③ 

故 V 々6 N ， 有& = (5 0 = 0). 

由式②、式③知，数列认,}和 {&} 都收敛，从而都有界.即 
彐 M >0 ,V 有 1^1<财与| 1 5, | |<财. 

综上所述知 ，V e >0,3 N — max { ， 7 V 2 } 6 N ， V n > N ， 
V 户 GN ， 有 

l ^ n + i ^ n+i + a + A+s + … + a n ^ p b t)+p I 
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〜+] (又 + 1 — S n )^a n ^o(Sr i H-2 — S n -\-i )+ 

H~ “ n + p (S n~\~ J> S n + fi — i) I 


■ 參 ■ 




» » _ 


j5, )+ l(a n + 1 一〜 +2) +S»+2(“fi+2+ 3) + 

~I S n-\^ p — 1 (a” + 户 — 1 CL p^) ~ "卜 ^/i + + 尸 a ~\~\ ^ fi \ 

<IUI a n + 1 « + 2 I + 1*5 rt+ 2 丨 I “,, +2 —〜 +3 丨 H — 

~1 ~ I ^ n-\- 1 ^n~\~ p _ 1 p I 

l ^ n^r n-\- p ^« + ft H 一 ^/i H~ n ^ h -f* 1 ^ 1 

<M( \a tl ^.2 — a n+ i I + |^, 2+3 —a„ +2 I + … + |a ,,+ 夕 一 心 + 户 ― i 丨） 

-\- M \ S tl ^ p — S „ \ -\~M I a ri+p — a n+x \ 

<CMe 十 Me + Me = 3 Me , 


co 


即收敛. 


例 14 证明 ：级数 1 — 




4„丄 


I 1 1 2 / 


+ 






丄 + 丄木丄 


— I - rib - ^ 

一 下 r\ W 厂 r 


3 4 


+…是收敛的. 


证 因为 


u n 


2n — 


1 + 


各+…+丄 


n 


(2 打一 1)+2 


( 2 W - 1 )( 2 « + 1)\ 1 + X 


2 ” + 1 


1 + 


271—1} 


1 ++H - H 丄 


> 


2 n + H 


1 + ^ + - + - + ^ 


n 


Mm +1 


n 




1 , 2 , 


攀攀攀 


所以 {〜} 单调减少.又 

I u n \ = 1 ( 1 + j + _ • • + 丄 

Zn — \\ Z n 

其中 C 为欧拉数. 


2^-1 


(lnn + C + £«)^0 , 


故依莱布尼茨判别法知，原级数收敛. 

oo 

例 15 证明：若级数 U <^n (^n >0) 发散，— <1\ +〜 + ••* + 


n 
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A ， 则级数 @ 也发散 • 

n= 1 

oo 

证 因为 s 〜发散，则其部分和序列单调增加且无上 

n= 1 

界 .V n G N ，3 /> G N ， 使得又或又 AS ,〜< 1/2,有 


+ 1 


a 


/i + 2 


5, 


> 


+j 




_ ■鲁 


+ 


a 


«+/> 


n-h2 


s . 


+ 产 


a 


n + 1 


+ a„ + 2 + ,. • 十〜 


+ 户 


5 


^ n~h p ^ n 


s n 


rt + 户 


1 


5 


+ 户 




- > 1 - 


+户 


2 


即3 e 0 =l/2>0，V NGN, 3 n>N3 户 6N (使兄七>2又），有 


a 


n+j 


a 


rt +2 


s 


D+l 


5 






a 


/! + /> 


n + 2 


5 




Z1 + /1 


于是级数 # 也发散. 

«=1 

OO OO 

例 16 证 明：若 级数乏 >々,,>0) 收敛， = ；2心，则级数 


n 


n 


§驚发散. 


证 V « 6 N ， r „>0, 且 { r „} 严格单调减少.由于，收 敛， 

« = 1 

limart = 0,所以 limr ” = 0, MV ” GN ，3 pGN ， 使得 2 r n+/) <C r >(+1 

n-*oo n—co 1 

或^ ^ ^ V ” 6 N ， r fl = A + ，或 r" +I = 〜 — a „ ，有 

厂 ”+i 乙 


a 


n+l 


a 


rt + 2 


» • • 


+ 


n +1 


n + 2 


a » + p 


« + p 


> 


a 


« 十 l 


a 


« + 2 


• • • 


+ a n + p 厂出 


« + 戶 + 1 


/i+ 1 


G+l 


r 


«+i 


r 




a 


n + p 


广/1+ 1 


1 - 


f n-hp 
^+1 


a 


«+ 户 


^十 l 
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即彐 e 0 = l/2>0,V iVeN,B n>N3 户 GN (使 ，有 





a 


n-\^ 2 


»+2 


+ 


_ « * 



+ p 
^*n + p 



所以级数 l ] i 发散， 

« = 1 ” ri 

例 17 若记 £( A )= f ； 则对任何实数 A ， 五 ( A ) 绝对收敛， 

« = o n 9 

证明： 

(1) E ( a ) E ( b ) = E(a + b ) ； (2) E ( a ) E (- a ) = 1； 


证 


(3) E 


m 

\ k ! 



(1 ) 由 


(4) E 


= [£( 1 )] 1A _ 


U n+l i 


A， … 


X n 


A 


u n 

j 

1 

1 

! 

(« + 1) ! 

1 

n\ 

n + 

1 


0 


A " 


知， £(A) = — 是绝对收敛的 * 而积级数 £ 0 )£(6 )的一般项为 

^ n ! 


= 0 


vu 


n 


U 0 v n + + … + U n v 0 


b n 


a 


b n 


-l 


秦 


n 


: J (n — l) I 



• » • 


+ 


a 


n 


n 




n 


n 


b n + i^ab- 1 + 


n 


攀 ♦ ■ 


a 


ri ~ l b + a rt 




n 


iCVf + C l n ab n ~ l 


• • « 


+ C n ^ l a n ^ l b + C n n a n ) 




即 


E(a)E(b) = 2 


(a + by 


n = 0 


n = 0 


n 


£(<2 + 6 ). 


(2) E(a)E( — a)=E(a—a)=E(0) = L 




61 






(3) E 


( m 、 


! 1 


( m — 1 ■ 


f 丄) 

2 

'771 — 2 

、 k 1 

=E 

、 k ) 

E 

1 k 1 

—E 

、 k \ 

E 

^ ^ 1 


E 


k 


m 


(4) [£( D ] 


i/k 



(k 
k 1 

- 

lih 


k - 

Uk [ 1 

E 



/( t ! 


It ) 


例 18 若 〜和 两级数均收敛，且其中至少有一个绝 
对收敛，证 明： 积级数也收敛，且 = 2^2^- 
证 不妨设绝对收敛，部分和分别为 


m 


m 


A 


m 


XX ，心 = YA 。 C m = 


/j = 0 /j = 0 ~ 0 

贝 lj C m —a^b^ + ia^hi +<3]6 0 ) + … + + + … +“〃▲)) 


0 以 nt I W 1 ty m ~ 1 

a 。 {bo^rbi + ••• + 6 川 )+ “i ( 办 oH~6i "h •_* ~\~h m -1 

+ ■■• - (6 0 + 6] ) ~{^ a m h 0 
^ 0 ^ m ^ 1 B m - ]_ —— * * * I “m b 0 ， 


记 ZX = A , 则 B k = B + /3 k (k = Q ， l 、2, …） U . 

又 C m =£20(5 + /^) 十 〜 （S + A — J + … +〜（fi + /3 0 ) 

= ia^-rai + • — + + i - h^,»/?o 

= A fn B + R 川， 

当 m > JV 时，有 

Rm = a 0 ^ m + 屮/ t + … + a m (3 0 

= + 1 + …十 ah ) 

+ ( a , Y + i /? m — A ，— i + ••• + a Jfl ^ 0 ) 

由于 /^ — o , 故 3 々 > o , 对 任意〜 |久| < 々，且当 w 充分大时，只 


要《 > 八 ' 就有 |/? w | <e . 又绝对收敛，则 3 八、 >0 ，使得\/所 
> 队，有 


I 知+1 I + I 如+2 I +…+丨〜丨〈 — , 

若记 | + j(2 2 丨 +…+ | = M ，可取爪，使得对一切 n>N '，有 


參 
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j /?„ I < 2 ^. 对上述 和 以及 w > A ^+ iV “，有 


j R m I ^ |^o/^m + a Jm—\ 


9 _ _ 


+ (In Hm-N 

a 这 


j a w 1 P m - N a - \ 个 


* • • 


a ml^O I 


< M m Jrk h 


e. 


即有 A — 0,也就是 = A 仏故 


S 


c, 




oo 00 

例 19 证明： 若级数 H 与收敛，则 V /?>«，级数 D 岂也收 

— 1 m ， i =1 


敛. 


证因为 /3 = a + A ， A >0, 故 


s 


n 译 


oo 

a n 

/ j a+A 

n 




a 


套 


a 


n n 


而丨 忐丨 单调减少且 有下界（如零），而&收敛，依阿贝尔判别法 

n 


知，级数 XI j 收敛 • 

rt= 1 

OCi 

例 20 证明： 若级数2与(^> 0) 收敛，则 


lim 


a x -\- a 2 + a n 


()• 


n 


QO 

证依柯西准则，因为 H 与收敛，故 V S >0,3 rn e N,V /> 


G N ， 有 


a 


m+i 



a 


tn-\~2 


而 


(?n + 1 ) tf (?n + 2) 


0< 


十 


a 






On + p ) 


< £， 


(772 + 11 

<x 

<1 

f m + 2) 

<-<| 

( m^rp ] 

i , 

、 m^p j 

、 1 

j 


\?n+pl 


依阿贝尔变换，有 


争 
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1 


W + 1 


(m -\- \ Y\m + p 


Q 



a 




Cm -h 2) 


a 


?n - j - 2 
m -\- p 


tt 


+ 


聲 •攀 


I m + p 


a 


即 


( W + p y ) Q \ 7 Tl -\- p 

m 屮户 

s 

— m -h 1 


<£， 


a k 


im + pY 


<e ‘ 


当 7/2 固定时，有 


m 


E 


a k 


k 


(;n 十 py 


<2! H~ <3 2 *** ~\~ Cl 

(?n + py 


m 


— ► 


0 ip 




)， 


即对上述 £>0,3 p > L ， 有 


m 

V ak — - 


A 十 A +…+ A 

tzi ( m + 


(m + py 


< e . 


于是 ， V e >0 ( 彐 me ^)3 LeN，V P > I ” 有 


m 4 - P 




! 


(m 十 /)) 


a 


< 


k=\ 


a k 


(7/2 + p ) 


a 


tn + p 

S 

= 州 + 


a h 


x On + py 


> 2 e . 


由于户>人且可任意大，故有 


lim 


(2 2 + 


a 


n 


a 


0. 


例 21 设 /( i ) 在点 .r = 0的某邻域内有二阶连续导数，且 


/( T \ 二 
lim -- = 0,证明 ：级数 ^]/ 


x 


n 


绝对收敛. 




证由题设知， / U 0 在 : r = 0 的邻域内有二阶泰勒公式 


/(x) = /(0) + f (0)x 


r ⑹X 


/w 


o 


又由尸 Gr ) 的连续性知， 3 M >0, 使得 |/"(: r )|< M ，于是 


l / U )| 






2 


I/WI 


令 x = —，得 

n 

收敛. 


n 




M 




n 


•因 S 各收敛，故 S / 


1 


«= 1 


n 


绝对 


# 
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例 22 证明： （1) L 


— 1 ) 


ft — 1 


n 


n 


自乘的柯西乘积 收敛; 


(2) 2 ■-自乘的柯西乘积发散. 


« 



n 


证 （1 ) 因为 £(— i)^ 1 | 是收敛的交错级数， 


2 


- ir 


n 


1 \ 


n 


t 


S 


f v ( ~ D * -1 • (一 i)” 

it 


k 


n 


n 


k 


n 


k + 1 


Z； (- ir 


-i 


n=l 


s 


^ • n 2(n + 1) 


* •鲁 


+ 


n 


鬌 




iy- l c n . 


n 


所以，; S (一 是交错级数，要证明其收敛. 


朽 =1 


Crt —1 


• n 2(n — l) 


+ ••• + 


n 




1 •(” + 1) 


+ h 


+ ••• + 


n • 2 O 十 1) • 1 


n n-\~l 


ti — 1 


n 


—|™ # « • 


+ 丄 


n 


1 - 


72 + 1 


n 


1 一 


n + 1 


w + 1 


0 , 


即数列单调减少并趋向于零. 


又 C 2 n 


畢 


—— 

ri 


( 2 «) 1 2 ( 2 ^- 1 ) 


x H - h 






+ ••• + 


2 


<2 


■ 


(2 幻 2(2n~l) 


(2/1-1) • 2 (2n) * 1 


+ ••• + 




Ll • (" + 1) 2(” + l) 


+ ■•■ + 


(W 十 1 ) 


參 
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2 


n +1 

其中 C 为欧拉数，0,因而 limr 2 „ 


( ln/z 十 C +&). 


n +1 

0. 即单调减少数列 kJ 的 


n m 


个偶子列极限为零，因而 


n 


依莱布尼茨判别法知， E (— 收敛，即 U 


- 1) 


n — 1 


n 


/i = l 


n 


自乘的柯西乘积收敛. 

oo 

(2) 因为2<~ 1)”— 1 


V n 


是收敛的交错级数， 


c n = <^\ b n -\ + 匕 — 2 + … + a „ 一 九 


« — 1 


A - 1 


y^^kbk-i = 2( — I)*™ 1 


^ — 1 
— 1 


k 


vk 


—ir 


k —i 


n — k 




^/ k(n — k ) 


当 时，显然有 \/ k{n — k ) ^ %/ rT — 1 * \/ n — 1 ，所以 


/■ 一 1 


c 




# 


k 


i \/k ^/n 


k 


^ (n 一 1) 




1 ， 


_• L 


即 Him " 关0,所以乏](— l )”- 1 

___ 


ri-*~ r ^o 


自乘的柯西乘积发散 


n = 


n 


例 23 研究级数乏](一 1) M 丄的敛散性. 

«=i n 

解将级数中相邻且符号相同的项合并成一项，可得一新的 
交错级数 


S(- 


k 


々 2 ■ 々 2 + 1 


• • * 


+ 


(k 


1)2 — 1 


而 k 


< 


k l 七 k ^ k 2 1 々 2 +1 


• * • 


十 


々 2 + (々 一 1 ) 


<k 


1 


k 2 k 


(々十 1) 


< 


k z k k z -\- k 




ft * * 


(k + l ) 2 — 1 


< (々十 1) 


(k+iy-i k ， 


鲁 
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所以 ITTSf 十 … l) f k 2 +k 
于是，新交错级数通项当々- 



+ 


oo 


(是 +1 ) 2 -1 < 々 • 

时趋向于零，且绝对值单调减少. 


依莱布尼茨判别法知，新级数收敛. 

又原级数部分和包含在新级数两相邻部分和之间，因而原级 

数部分和极限存在，即原级数收敛.因为 f (— l) w -- 不绝对收 

« = 1 

敛，从而确定原级数条件收敛. 

下面讨论级数与非正常积分的关系. 

例 24 证明下列非正常积分 收敛： 


( 1 ) 


r+ 


o 


(- 


( 2 ) 


r+ 


0 


x 


1 


X 


sln 2 x 


dx 


证 （1) 对给定的乂>0,有惟一的 n >0, 使得 Vn < yl < 


71 


，当 / i —+ oo 时， "+ oo .于是，当 y k — 1 < jt < 


时，々一 1< X 2 <々 ， [ X 2 ] = 々一 1，从而 


CA 




— l)[Alr = 公 


k 






n 




(—1 


- 1/ 


ca 


x 


(- 


fi 


1 vk + k — Y 


(- IY(A - TV ). 


由莱布尼茨判别法知，; 2( 一 D "' 1 


y 


vk -)- yk — \ 


收敛，又 


1( — 1 Y {A — Vn ) I ^ VvT-hT 


n 


所以 lim 


CA 


0 


- l) [x2] dx = 5 ，即积分 


j 


0 


y^FI 十 ^ f~n 

- l) [x2] dx 收敛. 


0, 


( 2) 因为在 [0, + 非负’故只需证级数 


I 

S 


「（走 +1 




k?r 


1 + 


x l s \ n 2 x dx 收敛 _ 为此，先估计 


U +1 )k 


X 


kn 1 + x°sin 2 x 


dx ^ 


(k^rl)K 


(k + 1)7 T 




1 + (kit) Q sm 2 x 


dx 


# 
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着 




(々 + l)Tcd(tanx) 

& 1 + [( 々 TO 6 + l]tan 2 ^ 

广 ( 走 + 1 ) 冗 （々 + l)Trd(tanx) 




jtjr+ff /2 1 "h [( 々兀 ） 6 + l]tan 2 工 


(k + 1)7T 

/ (kny + 1 


arctan( v(kn) s + ltanx)_ 


kn + n/2 — O 


kn 


+ arctan( ( 是 7t) 6 + ltanx) 


ofe + n ， 


2 H - O 


(k + 1)71 

\/ (々 TC ) 6 T 


* 


TT < 


(k + 1)7T 2 2 


而级数 2 I 收敛，所以 S 


nk 

x= I 

正常积分收敛 . 


k 二 


(kn) 


o + i )_ 


kn 


nk 2 ^ 


x 


x sin x 


dx 收敛.从而原非 


例 25 函数 /(i) 在 x>0 单调有定义，且非正常积分 


f(x)dx 存在，证明 


0 


r 


f 


lim /i[/(A) + /(2/0 十 …] = 

A—O 十 

证设 /Cr) 单调增加 （ /(i ) 单调减少类似可证或考虑 


— /U)) ， 则 V A>0 , 有 


r 


f(jo)d 


x 




k 


rkh 




(k-i)h 


■ 

f(jr)dx ^ (kh) 


k 


<s 


广 U+1)A 


k 


fU)d 


X 


kh 


f (x)dx 


h 


令 /z— 0 +，得 


lim h f (kh ) = lim h f {kh ) 


h-*0 


A- 


k 


f {x)Ax. 


例 26 利用例 25 计算 


lim (1 — t) 

— 1-0 


( 


：n 


1 + 〖 1 + r 


# • * 


十 




解本例的关键是将级数的通项写为 /(M), 然后说明 fix) 
符合上例的条件 . 




68 


« 



原式 =Hm (1 

/—► 1 _ 0 


n= 1 


f 1 


+ V 1 


lim 

1 一 0 


e n\nt 

(1 — e lru ) 2 , i 

n^l 丄 I c 


令 1 — e 

■ - lim — 


A—0 


h 


h ^ P -^ 

- • ^2 


i 


e 


nh 


lim 

A 一 ■() + 


1 — e 

h 


h 


• lim h 2_j t 

十 7|—1 


e 


—nh 


e 


—nh 


r + 


e 


x 




其中 fix ) 


e 


0 


x 


1 + e 


-dx = ln2. 


1 十 e 


x 


符合例 25 条件 . 


第三节无穷乘积 


主要内容 


1. 对于一个给定的数列 {/„} (/„古0，《 = 1，2,…），称积式 

00 

/1/2 … 人 …=XX 人 

为无穷乘积.并定义部分乘积: 


m 


P m = flfrf ， n= XX A- 


n 


2. 当部分积数列收敛于一个非零常数 P 时，称无穷乘积 

oo 

H 入收敛于即 


n 


=人= lim ^ = F . 


n 


m' 


否则称无穷乘积 HA 发散.发散包括 


71 = 


# 
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(1) 尸州 — ⑺，记作 11人 — 

/I = 1 

(2) P m 摆动； 

OO oo 

(3) —0 •称 IX 人发散于零，记作11人 = o. 


7T 


m 






=XX 人 

d = m 4- 1 


称为 m 项后的余项•当 IX / n 收敛时 

許 l 


7T 


tn 


P 

P"* 

^ m 


3_ 若 JX A 收敛于尸，则 

n= 1 


lim/ m = 

p 

1 * M m 

= Iim p = 

►oo 1 m ^ 

P _ 

- 11 

lim7r m = 

"1—OC 

= lim -p — = 

7/1—►CO 1 m 一 1 

P 




4. 无穷乘积 HA 收敛的充要条件有 


(1) 部分积数列 { Pj 是柯西数列，且存在常数々>0,对一切 

尸,,,，有1戶„ 1 |>是>0 ; 

(2) V £>0,3 AC>0，V n>N 及 k^l ， 有 

\P ll ^ k /P n ^ l I < e. 


co 


oo 


•若无穷乘积 XX(i + k , i ) 收敛，则称无穷乘积 1x(1 + a 


= 1 


fl 


绝对收敛 • II (1+心）收敛但不绝对收敛的无穷乘积称为条件收敛. 

/!= 1 


疑难解析 


1. 无穷乘积与无穷级数有什么关系? 

OO DO 


答无穷乘积 ha 与无穷级数^]人都是由无穷数列{人) 

« — 1 « = 1 
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引出的，都有收敛和发散、绝对收敛与条件收敛等概念. 

无穷乘积的收敛往往与某个无穷级数的收敛有关. 例如: 

oo oo 

1 X (1 + A ) 绝对收敛的充要条件是级数 Hln(l 十绝对收敛 

/I == 1 « = 1 

oo oo CO 

(见例 10); 当收敛时 U (1 + A ) 收敛，当发散时 

/I — 1 n~ I ft—\ 

oo 

_ J(l + a n ) 发散于零（见例 11). 


方法、技巧与典型例题分析 


无穷乘积的计算主要是证明等式，往往通过先求部分乘积 
匕，然后取的极限 得到. 其技巧表现为，求部分乘积时要借 
助一些已知公式与结果，使运算更为简捷.无穷乘积的另一主要类 
型习题是研究无穷乘积的敛散性，这可以根据有关定义、命题并经 
一些转化求解，有一定的难度，因而要求读者熟悉概念和变换. 

例1 证明下列 等式： 


故 






⑷ n ⑽ — 


证 


(1) 匕 = ha = fi 


1 






^ + 1 




_ 2 n 2 + n + 1 
3 n(n + 1 ) 


3 3 — 1 / 7 3 — 1 

3 3 + 1 … + 1 




71 


_ 



故 

故 

即 


故 



7T 7C 7T 

(4) 尸 ,， =cos pcos f "cos 


7t 


TC 


2sin(7r/2 n+1 ) 


n+i、cos 2 cos 


丌 


cos 


2 


/l+l 


2sin 


n 


i'i+1 


sin(7t/2) 


2 


«/ 


9 n-f L 


2”sinO/2 rt+1 ) sin 0/2 


rj + l 




2 n-> m 

7 C 


K 




COS 


7 T 


1 


n 


丌 


例 2 讨论下列无穷乘积的敛散性 


知 


( 1 ) V 

丄丄 


CO 


⑶ L : 


1 - 


Zn 


(2^ + 1) 


oo 


( 2 ) T 

JIM _ ■ 


cos 




Zn 


91 — 


3n 


(4) 


1 3 ，， + 1 ’ 

2 


_ 


2 




sTi 



2 



2 


解 （1) 由瓦里士 （ Wallis ) 公式 


lim 


n 


n 


(2n) 


(2n - l)t 


丌, 


lim 


1 


Pn 


n 


m 


(2n)! ! 




2n ^ ll(2n - l)t 


2 


丌 


Lj 


3 


6 




2n 


_ . 2n 4 - 2 

2 乃 +1 2^ + 1 
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故 


故 


丌 


2 ( 2 « + 2 ) 


n 


(2^ + 2) J 

L(2« + 1 )T 


1 


n 


7T 


(2n 十 l ) 2 」 


7t 


(2) 当 x 关 0 时，部分积 


P 


x 


X 


X 


SlILT 


n 


COS —COS f cos 


2， l sin ( W ) 


x/2 n 


smx « 


sin ( x /2 rt ) oc 


smx 


x 




cos 


X 


sinx 

X 


(x ^ 0). 


• . ( 7T 2 \ 

(3) 由 sinx 的无穷乘积展开 sinx = 工 1 - — t ，令 


n x 


，有 


sin 


丌 丌 TT 

Q — Q 


1 




(3n) 


兀 TT 

Q 丄 -- 


于是，有 




3 打 


tt/3 


2 丌 


3 n + 1 sin (7 r /3) 


(3 n — 1)(3^ + 1) 
(3 n ) 2 


(4) 在题 （1) 中，令 : t = tt /2, 利用半角公式，有 



例3 设 I [九和 U 〜收敛，讨论下列乘积的敛 散性: 

« = 1 « — 1 

c« oo 

(1) Jl(p, + ?J; (2) ITw; 
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(3) XI Pn<ln ； 
«= 1 


(4) JJ pjq 

71 = 1 


oo co n 打 

解 设尸 = xi/^，Q = lx 仏，尸 》= lx %， = n . 

= 1 n — 1 I ^ = 1 


(1) 由无穷乘积 U 人收敛的必要条件 limA = l 知 


lim/> rt = l ， lim<^ = l ， 


从而 


q Tl ) — 2. 


故 H( 九 +qJ 不收敛 . 

n^= \ 

n n oo 

( 2 ) 因为 = (11久） 2 = 7 ^,而11八 =1 ^6 = /) ，故 

j , f_ , . oc 

1 k= 1 / 1 =^ 1 


J[pl = limPl = 尸 2 ，即 1[¥ 收敛 • 

00 «=i 

n n n 

(3) 因为 II 户必 = XT IX ^^ = P„Q" ， 而 UmP" = P , HmQ w 

k=\ k=\ k=i 

=Q ，故 


XI PnQn = limP , limQ „ 

—oo «-CO 


PQ ， 


CO 


即 II 收敛 , 


/F 1 


CO 


(4 ) 因为 Ha = Q^0 , 故 ix 

1 rt =1 q ” 


Q 


. 由题 （ 3 ) 知 


xx ^ 

^ = 1 ^ ri 


Ja . 


* 


n 


1 _ P 
- « 

qn Q 4 


例 4 证明 ： HA 收敛 ㈡ 部分积数列 { PJ 是柯西数列，且 

« — 1 

3々>0，对全部尸,„，有|/\|>/1>0. 

证必要性若—尸关0,则 V e >0,3 7 V 6 N ， 对一切《> 
V ，有1尸,„—尸丨 <£• 取 e = | 尸|/2,则1 尸 」〉 jP |/2,于是，对全部 
P m ，有 
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I 尸」 ^ h >0. 

充分性若 | F ,„|> A >0, 则 

I 尸丨 =lim I P rn I > ^ > 0, 

m—oo 

从而 P ^ O . 

oo 

例 5 证明 ： HA 收敛 ㈡ V £>0,3 we N , 对一切 《>7 V 

«=i 

和々>1，有 |/Wh — ll < e _ 


证必要性若 U 人收敛，则 { Pd 为柯西数列，且有 I P rrl ! 

n = 1 

> A >0( 见例 4) .于是 \ P n+i - P n \ < he ^\ P n + k / P n - 1| < e . 
充分性若 I 尸„+*/尸„ — 1 丨 < e ， 则取 e = 1/2,有 

\P «/ Pn — lj 〈 l /2(«〉 iV ). 

于是 \ Pn \/ 2 < | P „| <3| Pa -|/2, 

故 V P m ，有 

\ P ,„\ > min { \ P 1 ! , | F 2 1 ，- •- , | ， | 尸; v 1/2} = h > Q . 

又 1 P〃i 1 < max{j P 1 1 »I i 3 2 1 »*••» \ Pjsr~i I »3 j I /2} = A /. 

在式中取 | P ,, + */ P„-l |< e/Af ( n > A 0, 得出丨尸„+* — 尸」 < e ， 即 


是柯西数列，且 \ P m \ > h > 0,由例4知， JX /„ 收敛. 

>|=1 

oo oo oo 

例6证 明：若 Da 是正项级数，则与 IX (1+ A ) 有相 

/I = 1 /f = 1 ，i = 1 

同的敛散性. 

证 因为对一切 A 〉0和1 + ，有 

1 + + “2 + …+ A 

< (1 + a } )(l +a 2 )".(l -\r a n ) <C eW.. 如”， 

即 l S tn <Z P m <C ^ Sfn - 


这里 i 是 XX 的部分和，是 ix(i + ^)的部分积. 

/I — 1 fl = 1 


由于单调有界数列必有极限，且 〜为正 项级数，故与 


攀 
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1(1 + aj 有相同的敛 散性. 

•w — 甲 


n=l 


例 7 证 明：若 U (1 + kJ ) 收敛，则 U (1 + A ) 收敛 _ 


n — 
m 


m 


设尸 m = JJ (1 + a n ) ,Q m = JX (1 + I ) ， 则 


n 


n 


P 


n~\~k 


P 


— 1 


n 




1(1+ a„ +1 )(l + 〜 +2 ) … （1 + a n+k ) — 1 


n-\-k 


〉 j a l (a fl + i<3„+ 2 + ^rt+l^/j + 3 


■ 攀 # 




«+l 


+ ••• + A + A +2 … * 


< 


n~\- k 


y] \ a i\ ( l‘+i 


a 


/!+ 2 


a + 3 


* * * 


/!+ 1 


+ l^/1+l I \ <^n^k !) + ••_+ I \a n 


+ 2 


… , a 


j /十是 


n^k 


n (i + ki) -1 


n+i 


a 




a 




i 


所以，比较 


p 


n-\-k 


P 


- 1 


n 


与 


Qn 


+ Jt 


Qn 


— 1 


可 知：若 n ( i + k 」） 收敛 


则 n(i + ^)收敛. 


n 


故由例 6 可 得：若 绝对收敛， JX ( l +〜） 也绝对收敛，反 


n 


/( = 1 


之也成立. 


例8 证 明：设 0 < A < 1，则 IX d — 与文 X 有相同的 


« = 1 


fl = 1 


敛散性，且若 1 X (1 — ^)发散，则必发散于零. 


/I = 1 


m 


m 


证设尸爪 = JJ (1 + a n ) ,Q ri = XJ (1 — a /f )， 由题设知 ，尸 


?n 


n 


n ~ 


单调增加，单调减少，且均为正. 
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设 n(i -aj 收敛，则 Q >0, 又 1> a >0, 故 1 + ^< 


n 


1 —— a 


/t 


m 


有 匕 = XJ (i + a ) < XX (i — o 


n 


m 


n 


-1 




= Q： < Q 


W 

即 {&} 有界，故 n ( i +〜） 收敛，从而收敛. 


n 


n 


又设收敛，则 A —0. 不妨设有 


n 


(1 — a„)(l + 2<2 fl ) = 1 + A — 2 a z n = 1 a n (l — 2 a n ) > 1. 


故有 1 — a ,, > 


1 4 - 2 a rt 


. 因为也收敛，所以 1 X (1 + 2^) 收 


n 


n 


m 


敛，设收敛于尺（尺 >0) .又设 /^= U (1 + 2 aJ ， 则对一切饥> 


n 


V ，有 

Q m 

即 Q m > 


tn 


fn 


=II (1 — a n ) > 

n — W 十 1 

RnQn 


丄 I (1 + 2 a , ( ) 

n=N-\~ 1 


Rn > Rn 


•m 


R ， 


>0. 单调减少且有下界，所以 JI (1 — aj 收敛. 


ii= 1 


综上所述知 ， Ha _〜） 与心有相同的敛散性 


n 


n 


—— —— ^ nmr 

而 H (1 — A ) 发散时，乏也发散，由例6知 1 X (1 + ^)也 


n 


n 


H 


发散，且 H (1 +aj 


— ► 


.故 V e > 0,3 iV e N，V rn > iV ， 有 


m 


JX (i + > y ， 使得 


m 


m 


0 < XX (1 - aj < [ IX (1 + aj] — 1 < e ， 


rt = NH~1 




m 


从而 


Qm 


Q" • XT (1 _ a n ) <i Q n • e 


m 


0, 
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即 JX (1 —、） 发散 * 


71 = I 


由本例可知，对于 0< A <1 的情形，正项级数心”与 


n 


co 


11(1 — a n ) ^ JJ (1 +‘） 有相同的敛散性，且 JJ (1 — a H ) 发散于 


n 


零， n(l + A ) 发散于无穷大. 


n 


例9 设‘ >— 1，证明： IJ (1 + a ) 与芝 >(1 + ^)有相 


n 


n 


同的敛散性，且对尸= JX ( l + aJ 和 S = Dln(l + ^)有 P 


n 


« = 1 


^(或 S = InP ), 


m 


m 


证 设匕 = JX (1 + A) ，乂 = 2]ln(l + A) ， 则 


n 


n 


= 或 S m = \nP m , 

可知，等式两边有相同的敛散性.在收敛时，对等式两边取 w 
的极限，即得 


P = limP„ ( = e 


lim 5 


m 


e 5 (或 S = InP), 


m 


m 


CO 


还可写作 


In JX (1 + a n ) = Vln(l + a n ). 


fi 


n 


co 


例 10 证明 ： IX (1 + aj 绝对收敛 + aj 绝对收 


n 


敛. 


证由例 9 知， IJ ( l + aJ 与 ^ ln ( l + k , I ) 有相同的敛散 


n 


n 


性•现证 gln(l + i ^ t ) 与 E | ln(l +〜） 丨有相同的敛散性.因 


n — 


n 


为，当 A > 0时，有 


in(l + | a rt |) = ln(l + a n ) = | ln(l 


a 





当 a tl <0 时，有 1— kl < l /( l + k |) •而 

In(1 -\- a rl ) = In(1 — | ) <C 一 In(1 + | )- 

所以 | ln ( l + a „)|> l n ( l + kl ). 

DO OO 

故当 +〜） 丨收敛时，有 2] ln(l + k 丨）收敛 • 

/I = 1 1 

oo 

反之，若 ^] ln(l + S ^ J ) 收敛，则 ln(l + k 」）— 0,即 1 + 

« — i 

I 〜 I — 1 ， — 0 .如例 8 ，设 I a」<C 1 /2 ，则 

1 + = 1 — \ a n \ ~j . 

1 十 2 

于是 ln ( l 十 a )〉 一 ln(l + 2 1“,, 1) ， 

从而 lln(l + a „) I < Cln(l + 2 I XIn(l + 2 1«„ | + [ a „ | :， ) 

= 2ln(H- I a" I ) ， 

oo 

知乏 ] I lad + aj [ 也收敛，即 

n i 

oo oo 

JX ( i 十绝对收敛 ㈡ 绝对收敛_ 

== 1 fl 

oo 

由本例与例 9 可 知：无 穷乘积 XX (1 + A ) 具有项的可交换性 

«=1 

OO 

的充要条件是 IX(i + 〜） 绝对收敛，即 XX ( i + a ) 绝对收敛等价 

w = 1 n = 1 

ot 

于 Dln ( l 十绝对收敛，而级数绝对收敛具有项的可交换性， 
=1 

00 oo 

且交换后的级数和不变，由于 ^>(1 + 0 = 2 ln (l +〜），故 

n— ] n= 1 

OO ^ DC 

(1 + aj) = e /( ^ = e,=i n = JJ (! 十 a j. 

i ，! = i 

从而知条件是充分必要的 （{ a /} 是 {〜} 的一个重排）， 

°° QO CO 

例11设乏收敛，证 明：若 收敛，则 Ha 十乂）收 

^ — J rt~ I r£= i 


# 
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敛； 若发散，则 JX(1 +a fl ) 发散，且发散于零. 


/I = 


対 ; 


证 因为 li m 工- ln ? + d — 匕- +，由 〜一0, 故 3 W 】 GN ， 

JT 一 0 JC O 

V n > N '， 有 | ln(l + a n ) — a n \ <C kalik 〉1/2)_ 于是 

^ + A #i + i n-\-k n^k 

2 ln ( l +^)- 2 a , ^ | ln(l + < 2 /) — a t \ < C . k ^ a \. 


n 


n 


n 


n 


当 收敛时， V e > 0,3 N 2 eN，W n > N z 及 k>Q ， 有 


n 


w + A 


ZM < 


E 


n-\-k 




n 


2 k 、 




< 


£ 


n 




2 • 


从而，对 ，7^ 2 } ，有 

n-\-k n + A 


Uln(l 十 a，）^ 


n 


2 〜 

i^n 


« 十 i 


-j- k^aj < e, 

I ~ n 


oo 


即 [) ln ( l 十 aj 收敛，则依例 9 知， XJ (1 + aj 收敛, 


« ™ 1 


n 


当 2 d 发散时，由第一个极限式可得〜一 ln(l + a H )> k ia i 


n 


(0< k ,< 1/2) - 于是，当 n > AT 时，有 


n 


n 


Zln(l 4~ CL t ) <C ^ y\ai — k ' 

t~ N i—N i= 


t=N 


显然，为有限数（因为收敛），而发散使得 

l ^ N i=^N i=N 


— ► 


™ QO 

，从而 + a £ ) -►— oo , 故 JJ (1 + a n ) 发散，而 


n 


oo 


JX (1 + a n ) = lim JJ (1 + a n ) = lime ln fi a+ ^ 

n=l ^ 00 n =l 00 " _1 


m 


Iime 2lnC1+% 


e 


0, 


«， 


即 H (1 + aj 发散于零, 


n 
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第八章函数项级数与幂级数 


第一节一致收敛性 


主要内容 


一 、函数列的一致收敛性 

1. 定义在同一 数集五 上的一列函数/\，/ 2 ,… ，人 ，…称为定 
义在£上的函数列，记作 {/„}. 

2. 若函数列收敛 UA£) ， 则称 {/„} 在〜收敛 ,X。 
称为 {/J 的收敛点.若 {/»} 在数集 Z) C £上每一点都收敛，则称 
{/,,} 在数集 D 上收敛. {/„(>)} 称为 {/„} 的极限函数，记作 


lim/„0) = fix) , x D 或 f„(x) — ►/<>)， jo D. 

oo 

使函数列 {/„} 收敛的全体收敛点的集合称为函数列 {/,,} 的收 
敛域. 


3. 设函数列 {/„} 与函数/都定义在数集 D 上，若 Ve>0, 
3 iV6N ， 使时 ，V xd)， 有 

\f n {x) — fix) I < £, 

则称函数列 {/J 在 D 上一致收敛于/，记作 


fnioo) ZX/M {n oo) y X ^ D. 


4. 函数列一致收敛的柯西准则函数列{人}在数集 D 上一 
致收敛的充要条 件是： V e>0,3 W6N， 对 n,m>N 和一切工6 
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D 今有 I f n (:r ) — f m (x) I <Ce. 


5, 函数列 {/„} 在区间 D 上一致收敛于 / 的充要条件是 

lim sup \f n (x) — f(x) j = 0. 

二、函数项级数的一致收敛性 

1, 设 {&G ： )} 是定义于数集 £ 上的一个函数列，则表达式 


2 心 (X) = U x (x) + “ 2 (X) + . ••十 ““1)，X 6 £ 

?j = 1 

称为 £ 上的函数项级数 . 


5 w (x) = ^jU k (x) , : r 6 £，《 = 1，2 

^ = 1 


称为函数项级数的部分和函数列 . 


2. 若 JT。 6 £ ， 2^u tI (^) 收敛，贝彳称々为函数项级数 


=1 


CO 


的收敛点 • 若在数值 DCI£ 上每一点收敛，则称 2 心 (X) 


=1 


=1 


在 D 上收敛 _ 级数 £ ；心 U ) 的全体收敛点的集合称为级数 




YjU ti Cx) 的收敛域 . 

— 1 

CO 

对 X 6 D^u n {x) 的和 5(x) 是定义在 D 上的一个函数，称 

n — \ 

co 

为心 ( 工）的和函数.记作 


= S(jo) J 即 limS w (x) = 

oo 

3. 若; 2 〜 ( r ) 的部分和函数列{义(7)}在数集 D — 致收敛于 

n=l 

OO 

函数 SU )， 则称函数项级数在 D 上一致收敛于 SCr ). 
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4. 函数项级数收敛的柯西准则 函数项级数;2⑷ (x) 在数 

«1 

集 D 上一致收敛的充要条 件是 ： V £>0,3 N e N ， 使 / z > iV 时， 

V 工 G £) 和/> 6 N ， 有 

\S ri+p {x) — S n (x) | <C e m 

oo 

当户 = 1 时，即得函数项级数在数集 D 上一致收敛 

« — 1 

的必要 条件： 函数列 U ,, Cr )} 在 D 上一致收敛于零. 

oo 

5. 函数项级数2⑷(^)在数集 D 上一致收敛于 S ( x ) 的充要 

1 

条件是 

lim sup jR„(x) I = lim sup |5(x) — 5„(^：) | = 0 ， 

71 一 ►CO D 衫一 ►OO D 

OO 

其中 R ri M = 5 Cr )— 又 u ) 称为函数项级数乏 >„ Cr ) 的余项 • 

»=i 

co 

6_ 维尔斯特拉斯判别法设^心 U ) 为数集乃上的函数项 

/J = 1 

oo 

级数，是收敛的正项级数.若对一切 X 6乃，有 

/j— 1 

\u n {x) I ^ M n , n — 1 ， 2 ,…， 

oo 

则函数项级数;2心 (1) 在 D 上一致收敛_维尔斯特拉斯判别法又 

rt = 1 

oo oo 

称为 M 判别法或优级数法，; 为心乂工) 的优级数. 

1 « = 1 

OO 

7. 阿贝尔判别法 设 （1)^ 心 Cz ) 在数集 D 上一致 收敛； 

n= 1 

(2)V X e D,\v„M \ 单调； （ 3 )|%Cr)| 在 D 上一致有界，即存在 
正数 M ， 对 一切 ： r e 乃 和一切正整数〜有 k„0r)| <M , 则级数 

y ^ jU n C ^) Vn ( jo ) 在乃上一致收敛 • 

« ~ 1 
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8. 狄利克雷判别法 设 （1)2 〜 ( . r) 的部分和函数列 

i = 1 
n 

在乃 上一致 有界； （2)V 工 G D ， { v fl U )} 单调； （3) 

a=1 

oo 

U„(x) I 在 D 上一致收敛于零，贝！ ] 级数 D 心 (Jr)%(x) 在 D 上一致 

n = 1 

收敛. 


疑难解析 

1. 为什么要研究函数列的 一致收 敛性？怎样理解函数列在 2 D 
上的一致收敛性？ 

答研究函数列，不仅要讨论其在某点的敛散性，更重要的 
是要研究函数列的极限函数的解析 性质. 如由/„的连续性判断 
/ U ) 的连 续性； 研究 / U ) 的导数与积分同/„的导数与积分的关 
系.这就要求讨论函数列 {/„} 在数集 D 上的一致收敛性. 

函数列 {/,•} 在乃上 一致收敛时 ，V e > 0 ，_r 6 D ， 总 
3 WO ) (即 W 只与£有关，与: c 无关），只要《 > 7 V , 即有 

i /«(^) _ / (x) j <C e. 

从而知， {/„} 在乃上一致收敛，则必在 D 上每一点收敛.反之不一 

CO 

定成立.例如 2(1 — dx ” 在[0，1]上收敛但不一致收敛.因为，当 

1 

W — oo 时，有 

\(x) = 免 (1 - —SCr) = j 1, 0<*r < 1 ， 

t=0 0 j 了 = 1 ， 

•所以级数收敛.但是和函数 SCr ) 不连续，说明级数在[0,〗]上不 
—致连续. 

函数列 {/„} 不一致收敛于/，从几何意义上可以理 解为 ： V e 
> 0,3 iV 6 N，V « > 7 V ， 曲线 y = f n U ) 不都落在以曲线 3 , = 
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/ u ) + e 和 3； = fix 、一 t 为边的带形区域内. 

2. 判别函数项级数乏 >„ U ) (或函数列 {/„}) 在 D 上不一致 
收敛的方法有哪些？ 

答函数项级数是将数项级数的通项换成定义在 D 
上的函数 ^ Cr ) 得到的，所以在通常意义下是逐点考虑的.但函数 
项级数一致收敛的概念不再是作逐点考虑，而是在点集 Z ) 上作整 
体 考虑. 因此，常用的判别函数项级数(或函数列 {/„}) 在 
D 上不一致收敛的方法有以下几种. 

(1) 不一致收敛定义设在 D 上的部分和 Kx ) 收 
敛于 SCr )， 若存在某 e G >0，V N ^ N ,3 «。>“及毛。6 £>， 使得 

| 〜） S (^oo n ^) J Bq 

成立，则级数 〜 U ) 在 D 上不一致收敛. 


(2) 柯西准则的逆 否命题乏] % Cr ) 在 Z ) 上不一致收敛的充 
要条件是：存在某 eo >0 ，V « € N ,3 n，m 〉 N 及 jo q Q 乃，使得 

|5„O 0 ) — 5 m (x 0 ) | ^ e 0 . 

(3) 和函数法 若 ^]«„ Cr ) 的每一项 u „ U ) 在区间了 = 


[>，幻上连续，而和函数 SO ) 在/上不连续，则 D w „ Cr ) 在 J 上不 
一致连续. 


(4) —般项法若的一般项在 D 上不一致收 

敛，则乏 > n U ) 在 D 上不一致连续. 

(5) 点列法 若存在点列 {*2：„} € 7"， 且 w -► oo 时％ — ： r, 但 

} 不收敛于 SO ) ，则 {* S „( j ：„)} 在 7" 上不一致收敛， 


方法、技巧与典型例题分析 
一 、函数列的收敛性与一致收敛性 

函数列的收敛性是逐点考虑的.当 X 。给定时，函数列 
{/«( X 。）} 是一个数列，可以用考察数列敛散性的方法来 讨论当 
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{/„( X )} 在数集 D 上收敛时，就要讨论极限函数 f ( x ). 函数列 
{/^(• r )} 在数集 D 上的一致收敛性问题，就是要讨论 V e >0, 是否 
有共同的 使得 《> AKe ) 时 ，V ■ rGD ， 有 |/„ ( x ) —/ Cr ) ! 

<£. 通常用充要条件来确定一致收敛性，而用疑难解析2中叙述 
的方法判定函数列 {/,,( x )} 在 D 上不一致收敛. 

例1研究下列级数的敛散性，并求其和函数. 

CO 

(1) — a ax ^ ai 2 + … + ax tl (a ^ 0 )； 

ji = 0 

(2) x + O 2 ~ x) + O 3 — 义 2 ) + … + (〆 一 x"- 1 ) + •_、 


解 是等比级数，已知当 k | <1时级数收敛 ， Kr 


n 


> 1时级数发散，所以收敛域为（一 1，1). 
在收敛域上，和函数为 


X：~\ 


S ( x ) = 〉 j 


ax 


n 


a 


n~0 


1 —— X 


，^ ' (5 ( — 1，1 )• 


(2) 因为 


s tl ( x ) =工 + ( X 2 — 工）+ Cr 3 — X 2 ) + …+ (/ 一，卜】 ） = ，， 

所以，当 jx|<l 时 AimS n ( x ) = Q ； 

n-^co 

当 x = 1 时， lim 5„ ( x ) = l ； 

当 JC =~1 时， lim 又 （ x ) = ( — IV 1 ; 

rt —►cxd 

当 I >1 时 , lim 5 (\ z ) = zb °°* 

故级数收敛域为 （一 i , U 在收敛域上，其和函数为 

0 ， \x\ < 1, 

1 ， x = 1. 

例2求下列级数的收 敛域： 



(1) * (2) ^^ nx n ^ (3) 

解利用数项级数达朗贝尔判别法. 
(1) 对一切心关0,都有 
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f n -\-1 ( 工 0 ) 


(« + 1)!^ +1) 

/«(^o) 


n\xl 


(刀 + 1 ) I ^0 I 


故仅当 x = 0 时，级数收敛- 


( 2 ) 


/ rt+1 (x 0 ) 


(” + l)xf 

/ “ 工 o) 


nx 0 


+1 


n 


工 o I — l.r 。 1 ， 


所以，当0<心<1时，级数 收敛； 当 一 1<心<0时，级数绝对收 
敛； 当 ki > i 时，级数发散.故级数收敛域为 （一 i ， i ). 

(3) 对一切 (―^ 0 ，. 00 )，有 


1 (工 o ) 

—«+l / T n 

乂 0 / 乂 0 

A(^o) 

(« + 1) j/ n\ n 


工 0 


1 


0, 


所以，级数收敛域为（一…，十 00 ), 


例3 设对于数列{〜}，有有限或无穷极限 lim 


+ i 




明 ：级数 a n nx n , 


有相同的收敛半径. 


证对点1=办，有三个比值，即 

人 +1 ( 工 0 ) 


AOo ) 

/„ +1 (^ 0 ) 

人(工0) 

+ 1 ( 工 0 ) 

人（工0) 


+ 1 


|x 0 | 户丨工 0 丨， 


n 


1 U 


«+1 


ol — H x 0 1 


«+1 


■» 

^ - 


■^o I — H 工 。 I 


所以，当时，三级数收敛半径尺 = 0; 当 p =0 时，三级数收敛 
半径 /?=+ co ; 当0<户<00时 ，三 级数收敛半径/? = 1/卜即三个级 

数有相同的收敛半径. 

例 4 确定下列函数列在指定区间上的一致收 敛性： 

(1) /„(x)= ： r rt e _ ” 2 :，w = l ， 2,… ， D=[0,+oo) ; 


(2) f t Xx ) 




+ (” + 2 )i ’ 


1 ， 2,… ， D= (0 ， +oo) ; 


(3) f t Xx ) = \4 r 2 + l / n 2 , 在 R 上; 

(4) / ; l ( x ) = sin ( j ：/ n ) ，在 R 上； 
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(5) 入（了）= ^ ? ，在下列区间上 ： （[)[0，1 —幻；<^)[1—心 

l+N ; (iii)[l + (? ， +oo) ， 其中 0<3<1. 

解 （1) 对任意 • reCt ^+ w )， 有极限函数 

fix ) = lim / e - , = 0， 

n— 

lim sup \f n (x) — f(x) I = lim supj ： n e~ n2jr ^ lime' r = 0 ， 

fl—OO JT^ D Zl—oo D CO 

所以 {/„ Cr )} = U ” e — 在 [0, 十 oo ) 上一致收敛. 

(2) 对任意: r 6(0，+ cx =>)， 有极限函数 


fix) = lim 


nx 


tv 


n 2 -\- (n -\- 2)oc 


0. 


取 （ 0 ， +oo) 上的自然数列 0^ = ^，有 


lim 


n • n 


n 2 + (w + 2 )n 


—^> 0. 


所以 {A(x)} 


nx 


/ z z +(/i + 2 )*r 

(3) V : r€R ， 有极限函数 


在 （ 0 ， +co ) 上不一致收敛 


/(x) — lim 人 （： r) = lim \/x 2 + 1/n 


2 


工 I 


n- 


n 


fn (^) — /( 工） 


W + \ fn 


x 


\/n 


? 


-/x 2 -l/n 


x 


< 


Mn 1 

l/n 




[1/0)， 


所以 ， V e 〉 0(e 〈 l)，3 N = [l/e]6N，V n > JV ，工 G R ，有 

/?TW-kl |<e. 故 { /p + l/” 2 } 在 R 上一致收敛 . 

(4) V 工 6R , 有极限函数 

fix) = limsinO/w) = 0 ， 


n- 


且彐 €o = 1/2>0，V iV^N，3 Mo 〉 " ，工 0 = w 0 tt/2GR ，有 


\f n (x) — fix) j 




sin 


打 0 ( 丌 /2) 


n 0 


sinO/2) = 1 > 1/2 


所以 {sin (: r/n) } 在 R 上不一致收敛 . 
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(5) V 了 6[0，+ co )， 有极限函数 

， 0 ， 0 < x < 1 ， 

fix ) = lim ~ ^ ^ 1/2， 工=1， 

71-^00 丄 0 C 

、 1 ， 1 <C 工 <+ °°_ 

( i ) V xe [0， l — 幻，有 

sup{ |/"Cr) 一 fix') I } = sup 1 1 ^ I < (1 — 3)" 一 0, 

所以 I 在 [ o , 1 —扪上一致收敛. 

( ii ) V : re ( l ， l 十谷），有 

|人(工）一/( X )丨= r-T ~ « - 1 

丄卞工 

故彐 e 0 = l /4>0 ,V iVGN ,3 m>W 和 ^0= (1 ，1 +沒），使得 

|/„(x。) - f(x 0 ) I = i j = + > 如 

从而知 I 1 在（1，1 +在）内即 [1 —H + 占] 上不一致收敛 • 

( iii ) V ■reCl + l + w )， 有 

sup{ \f n {x) — f{x)\) = supT x + + 二 0 ， 

所以{^^}在[ 1 + 5 ，+°° ) 上一致收敛. 

例 S «为何值时，函数序列 

/„(工）= 工(1 °^ ， n = 2,3,4,… 

n 

在 [0，+ CXD ) 上一致收敛？ 

解 因为 fnU ) = ^ — — ，故当尤<4时， /” Cr ) 

单调增加；当：1：>&时 ，人 ( X )单调减少，故在 r = i ■^处 /,,( T ) 取 

最大值.从而，极限函数 

/(x) = lim/^Cx) = 0, 

73—00 
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sup I 人 （工）一 f(x) 


max\f n (x) I = f n 


nn 


l/ln/i 


(lmO a — 1 


n 




e 


(lrw) a - 1 


>0， a > 1 ， 

— 0， a < 1 


in 


), 


故当且仅当 a<l 时， {ACx)} 在 [0，+m) 上一致收敛. 

本例是用放大法求解的.一般地，放大法求得的是一致收敛的 
充分条件.但本例中 ，a„ = max 丨又(: c) — S (x) |，当 w — oo 时0 
是充要条件. 

例 6 设 /\0 r) 在|>，幻上正常可积，且 


f n ^ x (x) = j f n (t)dt. 


n = 1 ， 2 , …， 


证明： 函数列 { fn ( x ) }在[^6] 上一致收敛于零， 

证 因为在 0,6] 上正常可积，故在 [ a,6] 上有界，即 
3 M>0, 使得 j/ddlgM (V 有 

I f 1 ^ \f\<^t ^ M (x — a ) ， 

J a 


所以，通常有 1A(X) f、):— 1 ，则 


O — 1)! 


X 


|/ rr+1 (x) I < \f,Xt) |d/ 

J u 

Mix — aY 


M 


(n — l) l 


jr 

U — ay~ l dt 


n \ 


从而 


|/ rt (jc) I < 


M(b — a) n ~ l 

(n — 1) J 




0. 


即对: [ a，6]，{/ rt (x) }一致收敛于零. 


例 7 讨论下列函数列{人(工）}在[0，1]上的一致收敛性 


(1)/„(工） 


ax 


l-\-n 2 x 


(a>0) ； (2)/«(x) 


nx 




1 +n 2 x 2 


解 （ 1) /(x) = lim 


ax 


rt m 


l + n 2 x 


2 


0,且 
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f n (^)= 


ax — a 
1 + n z x l 2n 


2nx 


1 


n z x 




a 




故 V e>03 AT= a /(2e )， 当 n>7V 时， Vxe[0,l ]， 有 

|/„(x) — fix) I < e. 

所以， { AU )} 在 [ o ， i ] 上一致收敛于零_ 


(2) /(x) = lim= 又由微分法可知，当 x=l/n 时， 
/„ Or ) 有最大值 

max \f n {x) — /(x) = 1/2. 

-r6 [o ， 1] 

所以， /,,Cr) 在 [0 ， 1] 不一致收敛 . 

例 8 若函数列 {AU) } 在开区间 （ a ， 6 )内的任一闭区间上都 
一 致收敛，那么 {/,,<>)} 在 6) 内是否一致收敛？ 

解不一定 . 例如函数列 {*3 ： «} 在（ 0 ， 1) 内是内闭一致收敛的， 
但在 （ 0,1) 内不一致收敛 . 

因为 V (0 ， l) ， /(x) = lim:r” = 0，&V [a ， 6] 匚（ 0, 1 ) .有 

/J—►OO 

limsap \f n (x) — f (x) | = limmax \x n \ = limb n = 0, 

/!—*>oo n-^-oo ►oo 

即 {/} 在 [a ， 6]c=(0 ， l) 内一致 收敛 . 但在 （ 0 ， 1 ) 内有 

limsup |/ ；| (^) — j\x) j = limsup |x"| = liml 关 0, 

7|—►CO fl—►cso 

即 u' 1 } 在 （ 0,1) 内不一致收敛 . 

例 9 证 明：在 有限个开区间 /, G = l ， 2, … ， W ) 上都一致收 

m 

敛的函数列 {ACx)} ， 在 (JJ ， 上也一致收敛 • 但当 / 为无限时， 

，=1 

{ACr)} 在 0/,. 上不一定一致收敛 . 

| = 1 

证当纟为有限时，由于 {/„U)} 在乃上一致收敛，则 V £>0, 
3 M6N , 当 n>N t 时 ， v X6 人，有 

|/„(j：) — fix') I < e. 

m 

取 7V=max{JV”iV 2 ，，"，iVJjm n>N 时 ， V 0 人，有 

i=i 

|/«( 工） 一 f(x) I < e. 
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m 


即 {A(x)} ， 在 U/, 上一致收敛 . 


当〗 为无限时，例如函数列 


n +1 


n 


工在厂 = G’ 一 1 ， /■ +1 )( 


1 ， 2,… ）上极限函数 /Cr) = iim 


« + 1 


n 


lira sup 


«■ 


1 


n 


1 


x — x 


n 


x = xn H 


lim 


1 


«■ 




0, 


所以，在人 G = l, 2,… ）上一致收敛 . 但当取八时， 
有 


lim fA^ n ) — fix n ) = lim 

»oo 


乃 + 1 

n 


— n = 1 > 0, 


故函数列在上不一致收敛. 

例10证明狄尼 （ Dini ) 定理设函数列 {/„0 r )} 在[>，6]上 
单调且收敛于连续函数/(工），若/„0) 02=1，2，...）在[>，6]上连 
续，则 { f 人工、 } 在 [ a ， 6] 上一致收敛 ■ 

证 因为 V 工6[“，6]， 设 /„(: r )〉/„ +1 ( x ) ， 令 % ( jo ) — /„ (.r ) 
—/„ +1 ( x )>0, 则蚪 U ) 在 [ a , 6] 上连续且单调减少，且 V 

[a ， 6], 并 （ i )—0 ( w -^ oo ). 

设{/ „ U ) }在[>，6]上不一致收敛于 / Or ) ，则料( X )不一致收 
敛于零•即3 e 0 〉 0，V w6N ,3 n m 〉m 及 4 6 [ a ，6]， 使得蚪 { x m ) 

tn 

〉£。 •于是，得数列{”，》 } 和 {'} (x,„G [<2 ，6]).由聚点定理， {•?：,„} 至 
少有一聚点0,6]，且 U „} 有收敛于: c。 的子列 { ^ >n k I * ^ ~ ^ 00 Q 

及钭,（工％)>£。 (^-► oo ). 

因为 V n 6 N ,3 々6 N ， 使得，故 V x mk 6 [a , /;] » 
对任意〜考虑 并 Or ) 的连续性，有 

lim9? fl (x ) = 畀（工 0 ) > e 0 

与已知 lim % (: r 。）= 0 矛盾.故由反证法确认{人 ( i ) 丨在，6]上一 k 

00 


參 
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致收敛.狄尼定理对函数项级数 Or ) 也成立. 

例 11 利用狄尼定理 证明： 在 [0 ， 1] 上，函数列 {( 1 +* r /«)” } 一 
致收敛于 e % 并由此得出函数列 { 1/ 0^ +(1+工 /»”]} —致收敛. 

证因为/„00=(1+^/«)”在[0，1]上单调增加并趋向于 
e ' 而 f 在[0，1]上连续，由狄尼定理， {( l +* r /«)”} — 致收敛于 
e ' 

又 lim 人 （: r )= liml /[ e j/rt + ( 1 + x / n ) n ^\ 

►co 

= fix ) — 1/(1 + e J ) 

而 I /„( jc ) — fix ') I 

= 1 + e J — e x/a — (1 + x/nY 
= [^ /；, + (1 + x / n) n ](l + eO 

< I e" — (1 4 - xAi )，' 丨 + I e" B - 1 

< |e — (1 x / n ) a \ + Ie 1/M - 1 | ^0. 

故 { l /[ e" fl + ( l + i / n 广 ]} 在 [0,1] 上一致 收敛. 

例 12 证 明：设 / Cr ) 在 [0,1] 上连续，且/(1) = 0,则函数列 
{ g „(^)} = {/( x ) j: m } (« = 1，2，，”）在[0，1]上一致收敛. 

证用分区间讨论法证明.因为 / Cr ) 在 [0,1] 上连续，故3 M 
>1，使得 V ^ e [0, l ], l / Cr )|< A / ; 由 /(1) = 0知 ， v e >0,3 
0,当 1 — 及0<1时，有 1/ Cz )|< e . 而当1€[0，1_谷]时，有 

I 发"(工）丨= \ fMx n | < M(i — dy . 

又当 xe [1_ 5 ，1]时， k „ U )|< e . 不妨取正整数 n > 

ln ( e / M)/ln (1 - d ), 则当 n > N 时，有 \ g„M \ < e . 所以 
} 在 [0,1] 上一致收敛于零. 

例 13 证 明：若 函数列 {/,,} 在 DdR 上一致收敛于/，则 
{ |/«| } 在 D 上一致收敛于|/|. 

证若 {/»} —致收敛于/,则 V £>0,3 ^(£)€]^，当《>^^(£) 

时 ，V xez ?， 恒有丨 /„ Cr )— /( X ) |< e . 

因为 |/" o ) | _ |/ o ) I < |/” o )—/( x ) I ，所以 
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I i/„Cr) 丨 一 fix') I I < I I 人 (x) — fix') I 

=I f„(x) — /(x) I < £, 

于是，对定义在 /XIR 上的函数列丨 |/„| 丨，存在函数 |/| : 乃 ― R, 
满足 ： V e>0,3 7^(£)6>1 ，当 《 >AKe) 时 ， V : rGD ， 恒有 

I \fnix~) I — I/O) I I < e, 

即 { \fn\ } 在^上一致收敛于 |/|. 

例 14 证 明：若 {/„} 和在 D 上分别一致收敛于 / 和。 
则 { 人 ± 仏 } 在 Z) 上一致收敛于 /± 贫 . 

证由题设知 ，V e>0,3 A^(e)GN ， 当 《 >M(e) 时 ，V 
D ， 有 |/„ —/|<e/2;V 同 一 e>0, 彐 7^ 2 (£)6!^ ，当 《 >W 2 (e) 时， 
VxeD ， 有 | 仏一总 | <e/2. 于是，关于 {f n -\-g n } »V e>0 , 取 N (e) 
=11^ 乂 {%(£) ，乂（ £)}€1 ，当 72> ； ^(0 时々工 61 )，恒有 

I (/» + — （/ + 发 ） | 

=|(/„ — /) 十（尽„ — 发） | < | /„ — / 1 + | g „ — ^ | 

< e/2 + e/2 = e. 

所以， {/«+ 贫《 } 在 Z ) 上 一 致收敛于 f~\rg. 

类似可证，{人 一 仏 } 在 Z) 上一致收敛于 f-g. 

二、函数项级数的收敛性与一致收敛性 
函数项级数的收敛性与一致收敛性的讨论比函数列的要复杂 
一些，方法也更灵活 . 特别是函数项级数一致收敛性判别，可以用 
定义、充要条件、柯西准则、 M 判别法、阿贝尔判别法、狄利克雷判 
别法及由此引出的其它方法.使用这些方法时只有先认真验证条 
件，才能引用结论，防止出现 错误. 而判定级数不一致收敛可以用 
疑难解析 2 中指岀的方法 . 

例 15 确定下列级数的收 敛域： 


oo 

⑴ S 

n=l 


( — l) n x 
( n 2 — 3 n + 2) T； 



(- 1)^ 

a + x 2 y 


解 （ l ) 心 (x) = ( — ir ( 〆 ■ — 3 二 + 2) 工 ， 讨论了的取值, 
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0 时，级数显然收敛. 


当 x = 

当 x < 0时 ^ limu n ( x ) 不存在，级数是发散的. 

oo 

当： T >0 时，丨〜$ (n — ⑺） •而 当工>1/2 

«1 

时收敛，当1/2时发散.由比较审敛法的极限形式知，原级数 
在 I > 1/2时绝对收敛.在0 <：r < 1/2时不绝对收敛，但 


〜 +iO) 


aO ) 


x 


x 


{n 2 — nY in 1 — 3n + 2) 


x 


(w 2 — n) x (n z — Sn 2)' 


< 0, 


且有 I u n ( x ) 


0. 故依莱布尼茨判别法知，原级数收敛, 


(2) 因为 V I 6 (—⑺，+ oo )， 


1 + r 


< 1，所以 


c<r 


X 


1 


为（一⑺，+ oo ) 内公比叫<1的等比级数，是收 


^ O + T 2 ) 

敛的.从而原级数在 （一 00, + OO ) 内绝对收敛. 
将 * su ) 的项重组.先对奇数项求和，得 


X 


2 


1 + X : 



(1 + ^ 2 ) 



_ « * 


+ 


(1 + 工 2 ) 


2 \ 2 k -\-\ 


鲁 * ■ 


— x z 


1/(1 + X 2 ) 

1 —- 1/(1 + x 2 ) 2 


—1 — X 

飞+ X 2 


2 


再对偶数项求和，得 


x_ 


(1+1 2 ) 2 1 (1+工 2 〉 



+ 


■ • • 


(1 +1 2 ) 


2 k 


_ ■ * 


2\2 


X 


2 


1/(1 + x 2 ) 
1- 1/(1 + x z ) 


2 + x: 


于是，级数和函数 S ( x ) 


2 


一 1 一 X 


2+工 2 2+工 


x 


2 


2 


2 +x 


2 


例16 证明： 对级数 2] %，存在 一 使得当 : r 

~1 n 


< r 时级数发散，当 x > r 时级数收敛. 
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CO 

证先证:若对某 AG (_°°，十 0 °)， 2] 与收敛，则 v ^ > 

7^1 n 

00 

也收敛 • 

n 

n = I 

因为，当 A 时 ，念告 =；|]今 •+, 且念今一致收敛， 


A 


单调减少并趋向于零，故依阿贝尔判别法知，原级数在 


U , + OO ) 上一致收敛_ 

oo 

再证 r 的存在性.若 Vre (― 00 , + 00 ) , V ] ^发散，则可 

n — 1 

取 r =+ 00 ( 或一 oo ). 

OO CO 

若有：! r 2 G (- 00 ,十00)，使得^ g 发散，而;2 $收 

fl ~ 1 n — 1 ^ 

敛，则知 A < X 2 .令£为非空有界集，即 


有 


收敛1， 

' n = 1 / 

infE 存在，因为 { jtJC £，使对每一 a > r ，且 n 


时 


若 x > r ， 则3办6 £，使得1>以>/、从而知了6瓦，即 

00 CO 

2 ^收敛 •若工 <6则因为 r = inf £， 从而知: rl £ ，即与发 

71 : n 


散. 


例17 确定下列级数在给定区间上的一致收 敛性: 


( 1 ) 


X 

1 + n 


1 + (n - 1) 


， [ oa ]； 


(2) ~"_L 1 ? 2 ， ( — °°，+ °°); 

y n + sm 2 x 


( 3 ) S 


sinna 


，(—°°， + °o); 
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( 4)2 

»= J 


x 

n 


X -+ 1 ' 

n ~h 1) 



ia ]； 


⑸ 5^^，(0，+-乂 


解 （1) 因为 & u ) = = 0,所以，在 [ o ， 1 ] 

上级数处处收敛于零.又由于 


|Kx) — S(x) 


x 


2nx 




故 V e >0, 只要取 则当 / i >7 V 时， V xG [0， l ]， 恒有 

|*5,,(工）一 0|< l /(2 n )< e . 故依定义，级数在[0，1]上一致收敛 • 

(2) 因为 V (— oo , + oo ), 原级数满足莱布尼茨条件，故 

在（一 CXD , + CXD ) 上收敛. 




2(—1)' 


jt =«+ 1 


s\tijo + k 


所以 


< -- < - 

n + sin 2 x n 

lim sup I R n (sc) 

rt^OO xt ( — oo ， +oo) 


1 ’ 

0, 


故原级数在 （一 oo , + M ) 上一致收敛. 


但是 ， 〖im 


/r 


(- ir 


一 l 


n + sin 2 jo 


qo 


n 


-錄 

n= 1 


E 


n 


- 1) 


n _ i 


n + sin 2 j ： 


发散，原级数条件收敛. 


(3) 因为 V (― OO , + CXD ) 和 G N ， 不等式 


smnx 


n 


2 




n 


恒成立，且^ 4收敛.故依 M 判别法知，原级数在（一 

7^1 ^ 

上一致收敛. 


，+ o < d ) 


(4) 因为 V ^ 6 [ — 1，1]， 

- k+i 


S (jt) = lim^] 

n-^c>o , , 


X 

J 


X 


k 1 


=lim x 


x 


n+i 


n 


n 


u 


jr 
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且 limsup I S n ( x )— S O ) I = limsap'^J 


， j+ 1 




/*■ 


« + l 


lim 


«■ 


打 +1 




0, 


故原级数在[一 1，1] 上一致收敛, 


(5) 因为 


1 ~h n 2 x 、 n z x x 


< 


2 


參 


n 


2 


.当 X 值取定时，由于 2 


n 


n 


收敛，所以 

«= 1丄 

]时 


n z x 


在（0, 


) 内处处收敛.但是，仅当^ > 



xe 


1 + n z x 


— 0 


< 


2 

nrx 


< £， 


从而 iV 与 e 和都有关，故原级数在 （0，+ c «) 上不一致收敛. 
例 18 确定下列级数在给定区间上的一致收 敛性： 


( 1 ) 


1十 ： r 


2^ 


n 


n — 1) (jt + n) 


y X 6 [ 0 , 1 ]； 


( 2 ) 2 


nx 


n 


( i ) : T 6 (5, 十 oo )(》> 0); ( ii)：T G (0, 


) 


T 

(3) 2 1 _ 


cos 


ff ■ 


X 


n 


,x el - (^> o )； 


(4) 〉 ^^six^nO ^ 0 <C t <C^ 1 及々 > 0 ， （ 一 °° ， + °o ) • 


n 


解 （ l)V 7 6 [ o , i ]， 


l + 工 


是确定的值.对级数部分，因为 


u 


n 


(工 + n — 1)( 工 + /!) 


< 


< 


n(n 一 1) (/I — 1 ) 2 ’ 


oo 

收敛，故依 M 判别法知 ， U — 


而 S 厂」^ 

3 (” 一 1) 

， ■ rl > 

一致收敛.于是，原级数在[0，1]上一致收敛_ 

(2) ( i ) V 工6 [5，+ oo ) 和《 G N ， 有 

| u rt (x) | = 2~ nx ^ 2~ ,1 


n — l)(x + n) 


s 


记紙 =Vn 




，则有 
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lim = lim < 1. 

vi ― ► oo w ri — ► oo . / 


由比值法知，级数收敛，又由 M 判别法知，原级数在 

«=1 

[谷，十⑺）上一'致收敛. 

( ii ) 在（0, + 00 ) 上，因为 { 当4 = 1/2时，若取 x „ = 

l / n 6 (0，+ oo )， 则有 


I 〜 U )|= /7 T 2 i . lAl = / TT /2 > 1/2 = e 0 ， 

从而知 { m „ Ct )} 在 （0, + c «) 内不一致收敛于零，故原级数在 
(0，+ oo ) 内不一致收敛. 

( 3 ) 因为，在[一心幻上有 


1 — cos — 


2 sin 2 f- 

<2 

- x 1 

n 

i 

2 n 

( 2 nj 


< 


2 n 2 


而^ 4收敛，依 M 判别法，级数 f ；( l — cos 王 j 在[― d ^-] 

tt ^ «=1 \ ^ / 

(^> 0) 上一致收敛. 


(4) 因为又乂的=心则当 m > n 时，有 

« — 1 

=| ， fl+1 sir^(« + l)0+r +2 sir^(n + 2)0+"- - \-t m sin k ?nd 
^t n ^ 1 j sin^ (” +1 ) 沒 I 十 〆 1+2 1 sin* (n +2 ) 沒 I + … + 〆"* sin k ?nO 
<r +1 十 ， l+2 H - Vt m . 

co 

由题设 o <(< 1，故;收敛，其部分和数列为柯西数列.故 V e 

«=1 

> 0,3 W 6 N，V 切 > " > iV ， 恒有 

m n 

Xy — yy I = r +i + r+ 2 + … + t m <e, 

Jfr =0 k =0 

所以 \ s m ( 6 ) - S n ( 0 )\< e . 

00 

其中 w 与 0 无关，从而知 rsiVW 在（一 OO ，十 OO ) 上 ~ 致收敛. 
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例 19 证明：若函数项级数 ^| ACr )| 在区间了上一致收 

n=l 

00 

敛，则级数 D /« Cr ) 也在/上一致收敛.反之，是否成立？ 

« = 1 


证 若 ^|/ rt U ) I 在/上一致收敛，则依柯西准则 ，V e >0, 


n 


rt 十户 


|/*(工）|<%即 


«+i 


rt + /> rt + p 

2 人 (:） 《 2 \fi(x) I < e, 

巧 /T+i k^J7^~ 1 


从而， Hag ：) 在 / 上一致收敛. 

/I = 1 

00 

反之，不一定成立•如 2 (— iy ( i — x ) x n 在 [ o ， i ] 上一致收 

/I = 1 

敛•可用分区间法证明 ：因为 


» a 

S n (x)= ( 一 1)^(1 — x)x k — (1 — x) ( — x) k 

1 N = 1 

x(l — 工 ）[1 — ( — xY^\ 

1 + X ’ 


在[0，1)上， 


5 ( x ) = Hm 5 w ( x ) = 


1 +x 


当 x = l 时，上式也成立，即= : r 6[0， l ]. 


5(x) 一 S n (x) I = 


(1 - x )( - 1)出 
1 + * 2 * 


< (1 — x)y^\ 


V x€[l — e ， l ] ( e >0 )，V 有 

\S(x) — S n {x) |< (1 一 x)x ,,+l < 1 — X < e. 

V xe [0 ，l — e ]， 要使 

Six) — S„(x) I < (1 — x)x ,,+ 1 < JT" +1 < (1 — e) ,,+ 1 < £ 


成立，须有 n > 


lne 


ln(l 


—1. 故当取 iV 


ne 


ln(l + e ) 


- 1 


J 


时上 
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述不等式成立.从而 n (— l) rt (l — X )/ 在两区间上都一致收敛， 

n^l 

即在[0，1]上一致收敛. 

oo oo 

但 2丨（— — 工): 11 1 = 2 (i — 工)工、 

'1=1 71= 1 

有 又⑴=1 - x w (工/ 1)， 

故 S ( x ) = lim ^ Cx ) = I 。， 

U ，0 ^ x < 1, 

取 e D = l /3>0, 则 3 A ^ eN ^ n 0 > N t 3 尤。=1 — 1/”。€ [0,1) , 使得 

I s Oo) — S„{x 0 ) I = ( 1 — l/n 0 )〜> 1/3 ， 

这里 lim(l — l / n) rt = l / e > l /3, 所以，当 n 。 充分大时上式成立. 

乃一 ►oo 

即 2(1 — 在[0，1]上不一致收敛_ 

n = 0 

例20 证 明：若 函数列 {〜} 单调且收敛于零，则级数 
« cosnx 在 [>，2 tt — a ] (0 < a < 7 t ) 上一致收敛，并由此得出 

n—\ 

2 j ~ cos；1 ^ 在 I >，2 tt — a ] 上一致收敛 • 

, n 

证设 = cosnx ^ v n { x ) = ，当 x G la ,2 n — a ] 时，有 

I I i 

、 2 sin ( x /2) ^ 2 9 

即;的部分和一致有界，而单调且一致趋向于零，依 

^ — 1 

oo 

狄利克雷判别法知， y ^ a „ cosnj ： 在 [ a ，27 t — a ] 上一致收敛. 

当〜= 士时 ，有交士⑽狀在 [ « ，加一 a ] 上一致收敛•但 a 

« — 1 

关0,因为 ^ ros ” x 在[0,2<|上连续，但当 ： r = 0 时，级数成为 


^]coskx 


k 


sin(/z + 1/2 ) 工 

2sin(x/2) 


2 


* 
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2 士，是发散的，故艺 七 cosnx 在 (0，/3) (0</3<2 n ) 内不一致 

rt— 1 «= 1 

收敛，即在 [0,2 tc ] 上不一致收敛 • 

oo * 

例 21 证明 ：函数 项级数 V * e — 也在[0, + oo ) 上一 

7 Tx ”! Jo 

CO 

致收敛的充要条件是收敛. 

n= 1 

证设 U n ( x ) = a n t n e ~ f dt . 

”！ J o 

充分性由 分部积分法，积分 n 次得 

u n ( x ) = a”[l — ( 1 + Jr + x 2 /2 + …+ x n / n ) e ~~ x ^\. 

令 b ，、{ oc 、= 1 — ( 1 + 工 + x z /2 + … + x n fn ) e - % 

则 6/ x ) 在 [0, + co ) 上单调减少并一致有界.由阿贝尔判别法知， 


当收敛时，原级数在[0, + oo ) 上一致收敛. 


必要性 


设2心(工）在 [0, +⑺）上一致 收敛. 依柯西准则， 


V e >0,3 7^6 1^，当讲>”>7^时， 〆 工>0，有 ^^00 < e . 

k^n 

m oo 

令工 —+ ⑴，考虑心 ( x ) — 得 | ^a k < e . 所以 D 心收敛 • 

k~n «= 1 


例22 证明： 若函数项级数 ^ X ( x ) 在0,6]上一致收敛，且 

«=1 

CO 

函数 < p ( jo ) 在 [ a ，6] 上有界，则函数项级数^⑷( X )炉 ( x ) 在 [ a ，6] 

W = 1 

上也一致收敛. 

oo 

证 由柯西准则，若 D 〜( X )在 [ a ,6] 上一致收敛，则 V 

71 = 1 

n~\~p 

o ,3 iveN ， vn >7 v */> GN ， v*re [〜6]，有| 

又对？ >( X )，3 M >0， V 工 e 0,6]，有|扒：^)|<财_于是，有 
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JI + 户 


ft' 


1+1 


^ u n (x)^(x) = 1^(^) I 2 w„(:r) < Me, 


i+i 


从而知 ^^*(1)^(^) 在[^，6]上一致收敛， 

n—1 

oo oo 

例 23 证明 .•若 2 u n { x ) ， U ) 在区间 J 上一致收敛，则 

rt = 1 « — 1 

OO 

〜 Cr ) 十在区间 J 上也一致收敛 U ，6 为常数） • 

，，=1 

证依题设，由柯西准则 ，V e >0,3 WeN，V 和夕 e 

N ， V 工6 /， 有 


n + /> 


心(工) 


/ l+l 


< e ， 


!-h p 


2 V n (x) 




< e. 


从而得 


** I 产 

2 [ 仙 , ,( 工 ） + bv n {x )] 


n +】 


+ /> 


2 U n (x) + 6 v n (x) 

*=fl+I 


+ 1 


! + 夕 


1^1 2 心(工）+ 1^1 


!+ 1 


H + 夕 

y ] v n ( x ) 
丨 =«+1 


< |e + |6|e = ( |a I + \b\ )£, 

，t 

即知 + 知 nU )] 在 / 上一致收敛. 

#1=^ 1 

oo 

例 24 证 明：若 2^( x ) 在 (<2， Z 0 内一致收敛.则适当加括号 

w 1 

CPO 

后的新级数 D %( x ) 在(〜6)内绝对一致收敛. 

n-1 

OO 

证 设内在 ( C 2, 幻的和函数为 S ( x )， 则对 e = 1/2, 

«= 1 

m 

3 N x e N ， 当 m M 时 ， V 工 e U ，6)， 有 2 W (工） < 1/2. 


+ 1 


鲁 
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V e = 1/2 S 3 N 2 e N , 当 m > N 2 时， Vi G (〜6)，有 


2 ] ^(工）|< 1 / 2 2 ， 1 / 2 3 ，.'对€= 1 / 2 ”， 3 ^^ G N , 当爪 > A ^ 
*=〜+1 

in 

时 ， V 工 e 02,6)， 有 I 2 U k { x )\< l /2\ 

k = N ^ 1 


N t 


N 


$%(>) = 2 ^ 0 ) ，…， t ； rt o ) 

*=i 

则1%(工） < 1/2' 当 w > « 时，有 


n 十 1 





u k (x) (n = 2,3 ,…）， 


M = N +1 


m m 

2 巧⑸ |< 2 去 < 

一 《丄1 1 ——丄 


i = «+ 1 = n+ 1 

故 V G >0, 当 /2 充分大时，有 


f 舞、 ff 1 

V k {x) ^ 2 I V k (x) I < — < e. 


|+i 




依柯西准则， 2 j 卜， ,( x ) I 在 （ aJ ) 内一致收敛，即 2%(: r ) 在 

«=l « 二： 1 

( a , b ) 内绝对一致收敛. 


例 25 证明： 若函数项级数⑷ Cr )| 在区间 J 上一致收 


敛，函数列{%(^：)}在了上一致有界，则函数项级数^心(了) ％(1) 

"二 1 

在区间 J 上一致收敛， 


证 因为 2 I ^ Cr ) I 在/上一致收敛，依柯西准则， V e >0. 

#1=1 

彐 TV G N，V ”〉 AT 和 N ，3 了6/， 有 

|“《 +1 (工）丨+ | W„ +2 (JC) | + …+ | U /t ^ p (x) | << £. 

又{% 0 ：)} 在了 上一致有界，即3 M > 0，v «6 N，V 有 

〜 U ) I < M ，所以 

u n ^ l (jo)v rt+} (x) + 心 +2 0r)T ； ”+ 2 (:r) + … + u n+p {x')v ft+p {x) 

^ I U n+l {x) I I I + … + j U n+p {x) I I v n ^ P ix) 
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<( 


u n ^ x {x) I + I u n ^ 2 {x) I + … + I u n+p (x) I ) M< Me, 


故函数项级数心 Cr ) W ( x ) 在 J 上一致收敛 • 

ji= 1 

CO 

例 26 证明： 若函数项级数 ^ 心 U ) 在区间 J 上一致收敛， 

n= 1 

则函数列 {〜 u )} 在 J 上一致收敛于零.反之是否成立？试举例说 
明. 


证 因为心 U ) 在了上一致收敛，依柯西准则 ，V e >0, 

n— 1 

彐 W 6 N ， Vn > W 和户 6 N ， V 工 G /， 有 

| U n+l {x) + 〜 + 2 ( 工 ）+ …+ u n ^ p (x) I < e. 

当取 /»=1 时，即 I M „ + l ( x ) 1 <£，知 { w n O ) }在 J 上一致收敛于零. 

反之不一定成立.例如，函数列 { o ：” A } 在（0，1)内一致收敛于 
零-因为 ，V e >0,3 JV =[ l / e ]6 N，V n > N 9 ^ (0，1)，有 

I x n /n — 0 I = \x \ n /n <i l/n <C £, 

所以 U 7 n 丨在 （0,1) —致收敛于零. 

但 V e G = l /5〉0 ，V AT G N > 3 和 po ~ m N ^3 x 0 = 


i/VTe(o ， i )， 使得 


■ 相 +i 


乂 0 


m + 1 ot + 2 


• » • 



X 


2m 

0 


2 m 


^ m 


^0 


2m 





0* 


从而 ，！ S ^ 在 （0，1) 内不一致收敛 • 

从本例可以认 识到： 函数列 { t ^ Cr ) } 在区间 / 上一致收敛于零 

00 

只是函数项级数乏] A ( x ) 在/ 上一致收敛的必要条件，而不是充 
分条件. 
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第二节 


致收敛的函数列与 
函数项级数的性质 


主要内容 


1. 若函数列{人丨在区间/上一致收敛，且每一项都连续，则 
其极限函数 /(X) 在/上也连续. 

2. 若函数列{人}在[«，6]上一致收敛，且每一项都连续，则 


lim = lim 


人⑴ d 


3 .若 x。G [a, 6] 为定义在 [a ，6]上的函数列 {/J 的收敛点， 

{/„} 的每一项在上有连续的导数，且 {/„'} 在[>，6]上一致收 
敛，则 


a 


d 


j—( liniACr)) = lim i—/„(x). 


4. 若函数项级数⑷ Cr ) 在区间 [a j] 上一致收敛，且每一 
项都连续，则其和函数在 [a，6] 上也连续 .gp 

2( Hmw„(x)) = lim( y]u n (x )). 

5_ 若函数项级数 D 心 ( x ) 在 [ a，6] 上一致收敛，且每一项都 


连续，则2 


:„0)d 


^ i u n (x)dx 


6. 若函数项级数在0，幻上每一项都有连续导函 

数，X。6 |>，幻为 Dm ,,Or) 的收敛点，且 D«,/Cr) 在[>，6]上一致 
收敛，则 


2 


n (x)dx 
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疑难解析 


. 为什么说和函数的三个性质（连续性、可导性与可积性）关 


于一致收敛的条件是充分的但不是必要的？ 


答 设有函数项级数2:^ 


njo 


(” 一 1 ) 工 


— ~ n 2 x 2 1 + (n 一 1) 


x 


，其 


部分和义 U ) 


n 


1 


2 

n x 


，在[0，1]上和函数 


5 ( x ) = \ imS n { x ) = lim 


n 


n m 


it' 


1 + n 2 x 


()• 


因为，当取{1/^}(=(0，1)时，有 


lim |5«( l/wj — 5( l / n ) | = lim 


n * 1 /n 


tv 


«， 


l + n z * 1/ n 2 


4 > 0. 


因此知此函数项级数在 [0，1] 上不一致收敛. 

但此函数项级数各项显然在 [0,1] 上连续，且 

(1) V 工 0 €[0，1]，有 

lim limS "( j :) = limlimiS „(： r ) ，即 0 = 0. 


: r— ►: n- 


f|—►OOX-* J* 


0 


( 2 ) 


ri 


广 i 


[ limS n ( j：)Jdx = lim &(: r ) dji :， 即 


j 


0 #i 


n- 


0 


0 




t/ 


Odx = lim 

0 /1-^ooj 


nx cU = lim ^ (1 + 


o 1 + n z x z 


«■ 


2 n 


0. 


(3) 易证，此级数各项导数组成的级数在 （0，1) 内不一致收 
敛，但 V : r 6( o ， l )， 有 


0 — S f ( x ) 




2 


nx 


in — 1)工 


2 


1 + n 2 x z 1 + O — 1) 2 工: 


n 


I 


n 


nx 


(n — l)x 


2 


1 + n 2 x l 1 + (” 一 l ) 2 x : 


lim 2 


n=l 


k — k 2 x 2 

a ~+ k z x z ) 


(k — 1) — (k — 1) 2 jt 2 1 

ll + ( 々一 1)V] 
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= lim 


n 一 n 2 x z 
(1 + n 2 x 2 ) 2 



* 


2 . 若函数列 { AUM 中每个函数 /„0 r ) 在任一都不 
连续，是否还会有 {/ n ( x )} 在 ( a , 幻内一致收敛于连续函数？ 

答有.例如函数列 （ AU )}. 


f n {x) = 


l/n, 

0， 


i 为有理数, 
工为无理数. 


显然，每个人(: T ) 在（一00, + OC ) 内任一点都不连续，其极限函数 

/( 工 ）== 0^ x (— oo, + oo) 

/»—►oc 

显然是连续的，且 


lim sup |/ w (jc) — fix) I = lim 丄 = 0 ， 

R fj—►oo Tt 

即函数列 {/„( x )} 在 （一00,+ CO ) 内一致收敛于连续函数. 

由此可见，—致收敛与每个函数的连续性并无必然 
的联系. 


方法、技巧与典型例题分析 

利用本节的定理不只是能检验函数列或函数项级数是否满足 
定理中的关系式，更重要的是能由定理条件，在不求出极限函数或 
和函数的情况下，由函数列或函数项级数本身获得极限函数或和 
函数的解析性质.同时，在讨论问题时应注意到，定理中一致收敛 

的条件是充分的（见疑难解析 1), 因此，有时要从更基本的定义来 
考虑问题. 

例1证明下列级数在（一 co ,+ oo ) 内不一致收敛，但其和函 
数却连续. 

\ ^ I n2jc (« + \Yx I 

⑴ ^ll+« 3 ^~r+"(n + l)Vr 

OO 

( 2 ) 2 { nxe ^ 2 — (n — l ) xe ' c ^ 1)j2 } * 

n=l 
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证 （1) 因为部分和 


S m (x) 


Si 


nx 


2 


(n + l) z x 


+ n 3 x 2 1 + (n + 1)V 


x 


(m + \) z x 


x 


1 jo 2 1 + (m + l) 3 x 
SU ) 在 （一 OO ，+ CX 0) 上是连续的.由于余项 


1 +工 


2 


S(x) f 


= Six) — S m (x) 


由极值方法可求得，当 1 


士 1 


( m + l ) 3/2 


(m + I ) 2 工 

1 + (m + 1 )V 
时，有极值 


r m (x m ) =士 


vm 


士 


所以级数在 工=0 的邻域内不一致收敛. 

m 

(2) S m (x) = 2 {nJoe~ nxl — (n — l)j ： e^ (rt_1)x2 } 

/t—i 

当: r 参 0 时， X 2 > 0,有 lim 心 (X) = 0,即 


mxe 


SCx) = 


0. 


当 x = 0 时， S (0) =0，所以和函数5(工）= 0在（一00, + oo ) 
上连续.由于余项 


( 工） = Six) — S m <ix) 


,2 


mxe 


由极值方法可求得，当 〜 =±+时，有极值 

V m 

r m (x) = zs r m ― ^ — e _1 =+ ———— ► 不 oo , 

v^T e 

所以级数在工 = 0 的邻域内不一致收敛. 

例2证明函数项级数 f ； +111(1 + « 2 /)在 [0,1] 上一致收 

JI = 1 

敛，并讨论其和函数在[0，1]上的连续性、可积性与可导性. 

证对每一是 [0,1] 上单调增加函数，故 
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u n {x) — ^jlnCl + n 2 ) ^ n = 1 ， 2, 


* • « 


又当 t > l 时，有 ln(l+f)<i， 故 




" = 7，" = 1 ， 2 , 


» 攀 _ 


而言^收敛，依 M 判别法知，乏 ^ ln(l + ” 2 x 2 ) 在 [0，1] 上一致 
« =1 1 

收敛. 

由于每一 u n U ) 在[0，1]上连续，故由连续性与可积性定理 
知，级数的和函数在[0，1]上连续且可积.又 


uj ( x ) 


2 x 




n(l + n 2 x 2 ) 


< 


2 x 


n 


參 


2nx 


n 


9 


而 "4 收敛，依 M 判别法，; f>/Cr) 在 [0，1] 上也一致收敛 •故 

rt^=l n 

依可导性定理知， SCr) 在 [0，1] 可导. 

例 3 证明：级数 2 lj l (1 - + „ W ： r ) 在 （1, + ex .) 内连续. 

nx 

证 对此类问题，可以先考虑开区间的一个内闭区间 [ cj ]， 

再扩展到整个开区间. 

令 ( jo ) = ~~~[ ， b n (: r) = — (1 十■"―在[“，+ °°) 1 ) 

x nx 

上有而收敛，从而由 M 判别法知， 

[a，+ oo) 上一致收敛，又由于 


0< 


ln(l + nx) 
nx 



nx 

nx 



令3^ ) = 1£^±^,则 


y(o 


^ ~ (1 + t)ln(l + t) t — (I ~ t) 
^(1 + 0 、 t z {\ + t) 


<0 U >2). 


所以 {乂 Cr )} 单调减少且一致有界 G > 2). 由阿贝尔判别法知， 
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念 ln _ ( l —+ ㈣ 在+ CO ) 上一致 收敛. 而在 

訂 nx 

[…十 00 ) 上连续，依连续性定理知，级数的和函 

数 SU ) 在 [ a ，+ 00 ) 上连续.由 a 的任意性可以 得出： SU ) 在 
(1，+⑺）内连续_ 


例4 设 fix) = 2 —cosnnx 2 , ^ lim / (jt). 

t^o 6 叫 

解 因为: r — 1，故讨论: r=l 的邻域，不妨设 x 6 (0,2). V n 

e N，V 工 G ( 0 , 2 )，有 


x 


—cosnTcr 




2 


当 ” = 0时，上式也成立.而^ 收敛，依 M 判别法知， 

«=0 \ 6 I 

oo 

2 f ^ os / nrr 2 在（0,2)内一致 收敛. 而级数每一项在（0,2)内都连 

n=0 ^ 

续，故依连续性定理知， /(X) 在（0,2)内连续，所以 



x n 

—C0Sn7rx 


2 lin j 

n = 0 


X n o 

—cos 窗 “ 




0 


- 1 


例 


证明 


⑴ 习兩 


_ (n + \) 2 x 

X 1 1 + (n + 1) 3 工 : 


可以逐项 积分; 


⑵ S ( 


nxe 


-in - 丨不可以逐项积分, 


o 


证 （1) 由例1知， SU ) 


X 


1 + X: 


则 


n 


S ( x)dx 


rb 


rb 


5 m (^)dx 




'b 


x 


1 + x : 


dx 


In 


1 + 


2 1 

im + l) 2 x 
_1 + x 2 1 + (w + l)jr 


2 


x 


djr 
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即 


Li 1 + 办 2 _ 1 . 1 + (m + 1) 3 V 

2 n i+a 2 ~ 2(—m + I) n 1 + (m + l) 3 a 2 

1 ! 1 + V 

~~ " J ln TT^ f 


lim 


S m ( j：)dx 


[1^11心0)]01 


S ( jc ) dx . 


由例 1 知，级数不一致收敛，但可积性成立. 
(2) 由例 1 知 , S ( x ) = 0,故 S ( x)dx = 0,且 

J a 


S m ( x)dx — 






当 a = 0,6 / 0时， S m ( jo)dx 0, EP 

J a 

f lim [ S m ( x)dx ^ [ lim 5 m ( jc )] dj ：. 

a J a m—►oo 

本例再次说明，级数一致收敛是逐项可积的充分条件而不是 
必要条件. 


例6证 明：黎 曼函数（当户>1时为/>级数） 

oo 

?(工）= 2 ^ 

n 

在（1，〜）内连续且无限次可导， 

证 级数当 工>1 时收敛，再来证级数一致收敛.为此，只需 
证级数中各项导数组成的级数一致收敛. 


oo 


因为2去 


Inn 


所以当 n 足够大时，有 


Inn hm 

\ a 


Inn 


(ii+l)/2 


- 1)/2 


< 


Cd + l)/2 


由于 a > 1，即+ > 1,于是级数；£； 收敛，依 M 判别法 

n= 1 

知 ， S & —致收敛.即和函数 （( I ) 连续且逐项可导，且由“的 

任意性知，在 （ l ， OQ ) 内有 
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ft^ 


Inn 


n 


X 


以上讨论可以无限地进行下去，因而对任意正整数 l 连续的 
函数项级数 X 收敛且一致收敛，即各阶导数组成的级数一 


n 


致收敛.故 （ Or ) 无限次可导，且有 

oo 

r*)Cr) = ( 一 1)*2 


( lnn )々 


n 


n 


X 


例7设贝塞尔 （ Bessel ) 函数 


(-ir 


B m ix) — 2^ 


7?== 0 


Cm ~f- n) \ n I 


x 


2 n 


0 ^0)， 


证明： (1) [ x m B m ( x ) J = x m B m ^ x ( x ) J 
( 2 ) = 

(3) B '= 

(4) ( x ) ~ [^ B m - j ( jt ) ( jt ) 3. 


证 因为数项级数 t 


(- ir 


(- ir 


n = 0 


N 


(m 4 * n)\n\ 


绝对收敛，所以对任何 


m +2 rt 


也绝对收敛.依 M 判别法知，贝 


仏级数§一 ⑽ 

塞尔函数 B m ( jo ) —致收敛，其各阶导数也一致收敛，•故在 
(- CX,, + oo) 内可以逐项积分或逐项可导. 

^~I 1 __ I 1 2 rt 

( 1 ) ^ 


rt= 0 


(- 1) 


X 


{m + n)\n\ 2 m 


+ 2n 




(— l )"2 (m + n ) 


o (w + n) !”！2 


m+2« 




2wt+ 2n — 1 


X 


m 


2 


- ir 


x 


rt = 0 


(m n — l)ln\\ 2/ 


r »+ 2” 


jtH ). 


( 2 ) 


Or)]’ 





(- ir 


X 


2n 


Cm + n) \ n\ 2 


， n+ 2n 
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亡 (— l ) rf 2^ 户 — 1 

(m + n ) Tn \ • T ^ 1 


_( — 1 Y _ 

(m + « + 1 — l)(n — 1 )! 



( m + l ) + 2(/ i —1) 



(- ir 

(m -)r n 1) In l 



m+1 + 2 乃 



m 




(3) 将题 （1 )、 题 (2) 结果组合，得 


^rnx m ~ l B m {x) + x m BJ(x) = ① 

1- + x~ m BJ (x) =— x- tn B m+1 (x), ② 

式①、式②分别乘以 f ( ^ 1) 和: c M+1 , 得 

jmB m (a:) 4- xB„' (x) ~ xB m ^ l (jt), ③ 

、一 mB m {x) + xBJ (x) =— xB >n+l {x). ④ 


将式③、式④相加，得 + 召 m +1 ( x )]. 

(4) 将式③、式④相减，得 

—B m Cx) = ~h S 川 +i(x)]. 

x I 

例 8 证明：逐项可积性的条件可以为乏 >„ U ) —致收敛， 
u n ( x ) (n — 1，2,…）可积 • 

证 对[心幻作分割 t ， 设乃为 *r 的第/个小区间， 
co t = sup \ S ( jt / ) — S ( x Ff ) 丨是 S (: r ) 在 [ a ，6] 上的振幅_ 由于 

^>„ Cr ) 在|>，幻上一致收敛于 S ( x ), 所以 V e >0,3 WGN ， 使得 

|5/v(x , ) — S Cx r ) ! <C e/[3(6 — a )]， 

j * Sw (:〃） 一 S (工"）丨 e /[3( 办一 a )], 

N 

又由心 u ) = 在匕，幻上可积，故3占>0,当||了|| < 

k=i 

汐时，有 

n 

/ =i ^ 

• 114 • 





其中从 csj 是&(工）在/,上的振幅.于是， v y m 有 

|5(y) -5(^)|< 1^(^) -^(^)| + |5^(^) - 5^(^) I 


j 心 U") -5(x /; )| 


< 


e 


3 ( 办一 o . 


+ 叫 （又）十 


e 


3( 厶 — CL 


3(6 — u ) 




从而 


» ■ J ,. ■ ■ ■丨 

e ^y^jAxj + ^a) t (s N )Ax t 


e 


w t I 

< 十了 = e ， 


即 SCr) 在 [a，6] 上可积. 

例 9 设 U„}C (0，1)，且{心}中元素两两互不相等，讨论 


/( 工 ）= 2 


sgnO — x tl ) 


在（0，1)内的连续性. 


解 设人 U) 


sgn(^ — x n ) 


，则 1 人(川 • 由于 2 毒 

ft 1 


收敛，依 M 判别法知， /U) = ^ f n U ) 在（0，1)内一致收敛. 

«=1 

当 4 (/ = 1，2,…）时， /(X) 在 （0,1) _ U} 上连续，且 

oo 

YjLM 一致收敛，故 /U) 在（0，1) - 上连续 • 当1 = 4时， 
«=1 

有 


/(^) = fkioo) + 2 j 人(工乂 

n — \ yti^k 

oo 

由于 AU) 在点心 不连续，而^ AU) 在点 a 连续（当々时 

n=l 

oo 

人 U ) 连续， /« U) —致收敛），故点 /U ) 在点: r * 不连续•由 

«= 1 *TV^k 

x k 的任意性知， /x*3：) 在 {x„} 的每一点不连续. 

所以， /Cr) 在 （0,1) - 上连续，在点集 {:c „} 上不连续. 
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例 10 


设 /(x)= i tan f 




r ^/2 

(1) 证明 / Cr ) 在 [7 t /6,7 t /2] 上 连续； （2) 计算 ftx ) Ax . 

J k/G 

解 （1) 因为姜 "tan |r 在 1>/6， V 2] 上连续，且 

n ^ 1 , ^ ^ 1 , f 1 ^ \ ^ ^ 1 

0 < ^tan - < -tan( ? tan T = ^- 


而芝 I 去 收敛，依 M 判别法知，芝]去 tan 吾在 |>/ 6 ,7 r / 2] l —致收 

,i = 1 乙 „ = 1 匕 Z 

敛•故 fix ) 在 [ tt /6， k /2] 上连续. 

⑵由 / U ) 在 0/ 6 ,7 t / 2 ] 上一致收敛，且 |rtan 争在 
[>/6,7 t /2] 上连续，故 


_冗/2 


:/6 


/ ( x ) dx = 


Ml 


X 


V 6 F tan 2 n 


djo = — 〉: 


lncos 




i ^/2 


it/G 




VW 


7 T / 7 C 

cos —— - / cos 




擎 


7 T 7 T 7 t 

COS 7 ： - zCOS — —-… COS 


2 - 6 2 2 • 6 






cos 


丌 

F "- 2 ) 



所以 


rx /2 


ir /6 


/( x ) = In ~ 


■ 例 11 证明：若函数 / Cr ) 在 R 上有任意阶导函数，且函数列 
{/°°(工）}在 R 上一致收敛于沪(工），则 p ( x )= Ce ，（ C 为任意常 
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数) _ 

证因为 V IGR ， 有 ^(x) = lim/ U) U). 

CO 

又 {/w(:r)} 满足定理条件，V iGR， 有 

<p (sc) = lim/ (rt+1) (x) = <p(x ), 

rt-^oo 

即 V :reR，〆 （: r) = ?>(x) .设/^工） = p(x)e _x ，V x€R， 有 

F f ( x ) = (:r)e 〜一 < p ( x ) e~ x = [9^ ( j :) — p(x)]e _j: = 0, 

从而， V xeR , FU)=C (c 为常数）.故 

( p ( x ) e^ T = C 或 fOr) = Ce-' 

例 12 验证： 


.. 「 if 1 ， 托 Q ， 

(1) limlim[cos (m I nx ) j 2n = 

00 7 ^ ► oo 10， xGR - Q ； 

(2) lim ^ lsin 2 ( m ! 7u :) cos 2 "( m ! 7rx ) = 11 ’ 工 6 Q ’ 

lO , x ^ R — Q , 

证 （1) 当: T e Q 时，设: T = 声 /g， 其中 ？ G N， 户 e Z， 当 
> 9 时 , m \ p/q = k 是整数，有 


m 


于是 


zos u { m \ xn ) = (cos^7t) 2rt = : 
limlim[cos (m! :r7r) 2 ”]=l. 


的 —con 


所以 


当： rGR — Q 时，饥！ i 总是无理数，有 

|cos(m \tcx) I 1 ， 
lim lim[cos(m !x7r)] 2rt = 0. 


/w-^oo n- 


(2) 当： r€Q 时，设： r = />/ 9 , 其中 q < N，pGZ •当 时， 

m ! / >/g=々 是整数， V 有 

sin 2 (m t 7 tj ：) cos^(m ! tcx) = sin 2 ^7 rcos ^7 r = 0, 


于是 lim ^Jsin 2 (w]7rx)cos 2rt ( minx ) = 0. 

当： reR —Q 时， m! 总是无理数，有 

\ cos(m I nx ) 丨 < 1 ， 

从而 ^COS 2rt (772 ! KX) 收敛，且 

« — 0 
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则 


|]cos-(m!7rx) ^ 卜 CC J (7? ^ = 

oo 

lim 〉 ^sin 2 (m! nx)cos Zrt (m ] 丌 x) 

m-^co / t 


lim sin 2 (m \ nx) ^^cos 2n (m \nx) = 1. 

_ 


« = 0 


第三节幂级数 


主要内容 


L 由幂函数列 {^Cr — 2。)”}构成的函数项级数 

oo 

"^a n (x — x 0 ) n =a 0 + a^{x — : r 0 ) + a z (x — : r 0 ) 2 + … 

fi = 0 

+ a n (x — x n ) + *** 

oo 

或 ^ } a n x n = a 0 + a x x + a 2 :r 2 十…十 a n x n + "• 

/i — 0 

称为幂级数. 

幂级数是函数项级数中的一类，以下所指幂级数均为 

OO 

d ，| 工 • 

n—0 

2. 阿贝尔定理若幂级数在 :c = :r 。关 0收敛，则对满足不等 
式 UICU 。！ 的任何 X ，幂级数收敛且绝对收敛 ； 若幂级数在 _r = _ r 。 
发散，则对满足不等式 U |> k 。 丨的任何: c ， 幂级数发散. 

幂级数的收敛域是以原点为中心的区间，设其长度为2尺，则 
称及为幂级数的收敛半径，（一尺 ，尺） 称为幂级数的收敛区间. 

3. 幂级数收敛半径的求法 
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(1) 比式法 ：lim I = p ； 

#(-►00 I Cl n j 

( 2 ) 根式法 

，l — oo 

(3) 柯西-哈达玛 （ Cauchy - Hadamard ) 法 ；lim VT ^ iT = P * 

fJ — OO 

当 O <(0< + oo 时，蒂级数收敛半径 R = l / p -, 

当 p ==0 时，幂级数收敛半径 R =+ oo ; 

当 P ^+ CO 时，幂级数收敛半径尺 = 0. 

4. 若幂级数的收敛半径为尺(尺 >0), 则在其收敛区间（一尺， 
尺）内任一闭区间 6] 上幂级数都一致收敛.这种收敛称为内闭 
一致收敛. 

5. 阿贝尔第二定理若幂级数的收敛半径为尺(尺>0)，且在 
= A (或一及）时收敛，则幕级数在[()，•/?](或 [ _ i ?，0]) 上 一* 致 

收敛. 

6. 幂级数的和函数是 （一/?, 及）内的连续函数，若幂级数在收 
敛区间的左（右）端点上收敛，则其和函数也在该端点右（左）连续. 

7. 幂级数逐项求导或逐项求积后所得幂级数与原幂级数有 
相同的收敛区间. 

8. 设/为幂级数在收敛区间（一 尺， ZO 内的和函数， 
(—/?，/?)，则 


(1) /在点 x 可导，且 /'Cr) = S na rl x n ~ l ； 

n=l 

(2) / 在 [0 ， 1] 上可积，且 p/(0ck= Y ； 

Pi n 十丄 

幂级数在收敛区间 （一 R , R ) 内的和函数 / 在（一 R , R ) 内具 
有任意阶导数，且可逐项求导任 意次. 幂级数的系数与/在1 = 0 
的各阶导数有如下 关系： 


a Q = /( 0 ), 
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即若幂级数在（一 及，及） 上有和函数/，则幂级数由/在: T =0 的导 
数惟一确定. 

CO CO 

9. 幂级数与在 x = 0的某邻域内相等，当且 

« = 0 ，，= 0 

仅当 = b n (n — 0，1，2,…）时. 


lo . 设幂级数和;的收敛半径分别为 A 和尺 


则有 


(1) X ^ ja n x n = ^^ Xa n x n , I j: I < R x ； 

rt — 0 n =0 

oo oo oo 

( 2 ) cT^a n x n + = ^(aa n + ^b tl )x\ \x \ < R ； 

n=0 « — 0 n = 0 

CO oo CO 

(3) ( 2^^) ( = ^ C n x n , IJ ： I < 尺，其中 


R = rniniR^R,}, 


^Jt^n — k ■ 


疑难解析 


1. 求幕级数的收敛域有哪些常用方法？ 

答收敛域与收敛区间不完全一致.收敛域除包括收敛区间 
外，还可能包括收敛区间的一个或两个端点.因此，求幂级数的收 
敛域常用以下 方法： 

(1) 先用公式求出的收敛半径，求得收敛区间，再讨 
论级数在收敛区间端点上的敛散性，最后求出幂级数的收敛域. 

(2) 作变量代换 y = PO )， 将级数化为幂级数讨论 

的收敛域，从中求到原级数的收敛域. 

(3) 将级数表示为几个级数的代数和，分别求各级数的收敛 
域，则它们的交集即为原级数的收敛域， 
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(4) 缺项级数可以用补项或一般函数项级数的方法处理. 

2 . 为什么阿贝尔定理是研究幂级数敛散性的一个基本定理? 

oo 

如果幂级数_ 2)” 在 : T = 0收敛，那么，它在 : T = 3可能发 

J1 = 0 

散吗？ 

答阿贝尔定理把确定一个幂级数的敛散性问题归结为确定 
幂级数在一个点的敛散性问题.定理 指出： 若幂级数在点 X = 
( X 。关 0) 收敛，则对一切适合 |x |< lx 。！ 的 X ，幂级数绝对 收敛； 若 
幂级数在工=心发散，则对一切适合 U |> U 。 丨的: T ， 幂级数 发散. 
因此阿贝尔定理又称为幂级数的敛散性定理. 

OO 

若幂级数;2〜 ( I — 2) n 在1=0收敛，则依阿贝尔定理，幂级 

« — 0 

数至少在（0,4)内绝对收敛，因此，不可能在 x =3 发散. 

oo 

3. 若幂级数在: r =_4 条件收敛，其收敛半径应为多 

n = 0 

大？ 


答 由阿贝尔定理知，若在 I 。关0收敛，则对 

n = Q 

00 oo 

M < 绝对收敛，显然，_4关0,所以，在 

rt = 0 

U ) < I — 41 = 4绝对收敛，故收敛半径 R > A . 


方法、技巧与典型例题分析 


本节例题包括三个方 面：一 是求幂级数的收敛半径与收敛域, 
这可以利用公式或疑难解析1中指出的方法 求出； 二是求幂级数 
的和函数，这主要用幂级数的性质 来求； 三是幂级数的运算，主要 
研究生成的幂级数的敛散性，这方面的难度较大，我们只能举几个 
例子说明. 

一、 幂级数的收敛半径与收敛域 
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例 1 求下列级数的收敛半径与收敛域 


( 1 ) 




(3) 


« = 1 
oo 

2 

«=】 


七 - 1 


n 


( « \ 


( 2 ) 2 (— D ，，— 1 令 


(户 > o); 


n 


n 


n 


e 


x n ； 


(4) S 


n 


(5) 1 十 


⑺ 2 




(2n 




n 


( 2 / 0 ! ! 


1)! 心 


(2« - 1) 


-i 


x — 2 r j 


(6) 2 (— ir 


n 


n 


x 


n 


tr ( (n 十 2)3”’ 


( 8 ) 2 


3 W + (- 2) n 


n 


n 


ix 一 2)' 


解 本例用公式直接求出收敛半径，再讨论区间端点，确定 


收敛域. 


(1) lim 




n 


a 


n 


lim 


n 


n- 


n 


一 ln (” + 2) 

1 ln(w 十 1) 


1，故幂级数收敛 


半径穴 =1_ 


当工=1时，级数为2 


ln(l+i. 若令 /u) = l^l 


JT 


n = 


n s 

则心=/(/2)，因为 /(X) 在 （1，+CX3) 上连续，非负且单调减少，有 




/0 )d 


x 


00 ln(l + x) 


x 


da : ^ 


j 


ln(l + x) 

1 + 工 


d 


r 






InHl + x) 




+ 


故 


f +0 ° ln(l + x 




x 


cir 发散，由积分判别法知， 2 


ln(l 


n 


= l 


n 


发散 


当工 =_ i 时，级数为 2 (— ir ln(1 + ~ ，依莱布尼茨判别 


法知，级数收敛. 

因此，幂级数收敛域为[一 ia). 


(2) lim 


a n+\ 


iV 


a 


n 


lim 


n 


n + 1 


p 


1，故幂级数收敛半径为 
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当 X = 1 时,级数为 文卜 1 广 1 古. 因为士 > 


n 


n r (n 



1) 


p 


，依莱 


布尼茨判别法知，级数收敛. 


当工=_ 1 时，级数为芝; （一 ir - 1 士 (一 i )” 

n~\ 

P > \ 时，级数收敛，当 0</>< 1 时，级数发散. 


2 今当 

n p 


= 1 


因此，当/>>1时，收敛域为[—1，1] ; 当0<户<1时，收敛域 


为（一1，1]. 

(3) lim 


a n^-\ 


fl 


< l n 


lim 


e 


/j- 


(1 + l/n) 


当 x = 1 时 ，级数为 t ] 


n — 


n 


n 


n 


e 


1，故幂级数收敛半径为 1. 


，依斯特林公式知 


n 


n I e 


V2n7ze~ rt • n n 


n 

e 


n 


> 




v2tvk v2n 


n 


因为 — 发散，所以 2 ~ — 发散. 
« — 1 ^ =1 ^ \ ^ / 


当了 =— 1时，级数为 2( — d /j 




n 


n 


n 


e 厂 


n 


e 


n 


e 




0 ,且亡 = 7IT17^ 


1，依莱布尼茨判别法知，级数 


收敛. 


因此，幂级数收敛域为[一 i ， i ). 


(4) lim 




lim 


7V 


a 


rt 


;r 


(2n + 1)2" +1 / (2n — 1)2" 


幕级数收敛半径为 2_ [x — 2| <2,即 0< jt <4. 
当工= 0时，级数一定 收敛； 


音 ，故 


当 T = 4时，级数为^ 

jj = 1 丄 

因此，幂级数收敛域为[0,4). 


，级数发散. 


(5) lim 


a n +\ I ，- (2w+ 1 ) !! 


a 


n 


lim 


(2n) 




(2w + 2)! ! (2n — 1) 


1，故幂级数收 
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敛半径为 1. 


S ( x ) =1 + 2 


/I=1 


(2 n — 1 ) 
""(2^)! ! 


x fl , I x 丨 < 1 ， 


S f ( x )=— 


1 * 3 
2^4 


秦 


2x + … 一一 


(2 n — 1)! ! 
~~ (2n )： ! "" 


/j — 1 1 

nx 十 


* * * 


将上式两边同乘以 （ l _ x )， 得微分方程 

(1 — x ) S f ( x ) = -^-5( x ) t 且 *5(0) 


分离变量，得 


两边积分，得 


dS ( x ) _ dx 
S(x) 2(1 —x ) ， 


Six ) 


因此，幂级数收敛域为（一 i ， i ) 


， | x |< l * 


(6) lim 


I a n +\ 


«■ 


a 


lim 


n 


« + 1十 vn 


n 


n 




1，故幂级数收敛半径 


为 1. 


当工=_ 1时，级数为 f ；(— 1) 


2n-\ 


fl = 1 


n 


V n 


，显然发散；当 


x 


1时，2 


一 ir 


一 1 


为收敛的交错级数. 


n^i n n 

因此，幂级数收敛域为 （一 1，1]. 


(7) lim 


71 . 


dn 


lim 


«■ 


(” + 3) • 3 n 

(打 + 2) • 3” +1 


+，故幂级数的收敛半 


径为 3. 


当^ = 3时，级数为2 


/1 = 0 


72 + 2 


，显然发散；当工=_ 3时，级数 


2 


/I — 0 


(-ir 

« + 2 

(8) lim 


是收敛的交错级数.因此，幂级数收敛域为 [一 3,3). 


a n-h\ 


lim 


«+1 


+ (— 2 ) 


n+l 


n 


一 \ a n i —二 n + 1 - 3" + (— 2)， 1 = 3 ,故 

幂级数的收敛半径为1/3•由 k _ 1 | < 1/3,得2/3 < < 4/3. 
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当 X = 2/3 时，级数为 ; S 




lY + (2/3)” 


n 


，其中 2 


-ir 


n 




为收敛的交错级数 • 依比值法知，匀^收敛，故级数在 


X 


2/3收敛. 


OO J . ^ oo 

当 x = 4/3 时，级数为 D 1 + (: 2/3) ，其中发散，而 


n 


2 




D " 收敛，故级数在 X = 4/3 发散. 


n 


例 2 求下列级数的收敛半径与收敛域 




CD Zjn2 zii x n a — xr ； 


n 


n 


sin 


3n 


( 3 + 工 

3 — 2 x 


n 


⑶ S 




l) n 


n 


x 


{ 2^o 1 j 


n 


f 


(4) S 


rt = 1 




u 


e 


nx 


(5) 


2 


rt + 2 rt 


t 窜 * 


+ 50 


n f 


n 


n 


2 


1 - X 
1 + 了 


n 


解 本例先需要进行变量代换，再讨论收敛半径与收敛域. 


•m V 

(1) 令 —工）， 化级数为由于 


n 


lim 


n 


^+i 1 

I 


lhn-(” + 1) ， +1 匕 4 , 


ft' 


n2 


Zn 


故 ^>2 2 V * 收敛半径为 1/4, 

13 ~ 1 

由 一 j < x(l — x )< + 可解得 0< 卜一 + j 2 <+， 从而 

值 1 — ^ /l+l / /1+ ^~2 

# ^2 — < 工 < 了或了 <1< — 2 —‘ 

1 OO 

当 y = 工 ( i _ d =±| 时，级数为2> 2 ^ 士士 '显 然发 

^ «-1 ^ 

散 •因此 ，原级数收敛域为 ( #，丄 lu f 丄， 1 + 代 • 

\ 2 2 / I 2 2 
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(2) 令 : y 


3 3 与，化级数狂卜忐 


y . 由于 


n 


lim 


a 


/ i+i 




a 




Y sin [ l /(3^ + 3)] 
sin (1/3 打） 


1， 


故 s 


sin 


3n 


y 收敛半径为 i . 


解得 x <0 或‘, >6. 


当 


X 


0 时，原级数为 j>in &，由比较法的极限形式知 


n 


lim 


sin 




3n 


3n 


1，说明级数与 D & 同样发散. 


n 


当工 = 6 时，原级数为 D (— l ) n sin _， 是收敛的交错级数, 


n= 1 


因此，原幂级数收敛域是 （_ oo ,0) U [6, 


). 


(3) 令 > 


x 


2x 


■ j ， 化级数为 2( — 1广 


n 


n vn 


y \ 由于 


lim v\a^\ = lim V l/(n ^f~n ) = lime 






n 




/»■ 


rr 


故级数收敛半径为 h 

当 7=1 时，级数为 t ； 


- ir 


/i-i n 


• 因为 2 


—ir 


/i—1 


n 


收敛， 


n vn 


单调有界，故级数收敛. 


当 :V = — 1时，级数为 D 


^_ i 71/ - 

«=i n v n 


. 因为当 w — oo 时， 


1 


n vn 


n 


，故级数发散. 


由 一1< J <1 得， 一 1< 


x 


2 x + 1 


< 1，解得 . r >— 士和 : r 


1_因此，原幂级数收敛域为（一如， 一 1] U (— 冬，+⑺) 
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(4) 令 e_i = y ， 化级数为 ^(1 + 1/ n ) ^ 2 y \ 因为 


n 


lim y \ a n | = lim ( 1 + 1/ n ) ~ n = l / e f 


n m 


rt ， 


故级数收敛半径为 e . 

当： V-=e 时，级数为交; (1 + 丄 1 V ，其通项 \ 

.I ti j 


rt = 


e 


(1 + 1 /nY 


n 




0,级数发散. 


当 7 


e 时，级数为 2] 1 + 士 

A - r Tt 


n 


— e ”， 其通项+ 


n 


级数也发散. 

由 一 e < y<e 得， _ e < e~ x < e =>0 < e —! < e => — 1 < 
x <+ oo # 因此，原幂级数收敛域为 （一 1， + oo ). 


(5) 由 1< 
及有 



1 ) 


2 ) 

n 

1 I 

i 49\ 

150 J 

| + 

l 50 j 

十…十 

i 50 j 


+ i < yso —— 


litn V \ a n \ 


n- 


lim 


«， 



V + 2 W 



■ « ■ 


+ 5 (T 


n 


lim 


50 


n- 





而 


s 


50 


it 


n 



n 


50 1 + 


警争 4 


f 49 

iso ； 


n 


+ 1 = 50, 


2” 


• « » 


n 


+ 50 n f 丄 

50 


n 


收敛，所以 2 


n 


2 n + 


• • # 


50" 


n 


n 


2 


r 在 


50^50 


上收敛. 


由一斋点解得 If <工<§，因此，幂级数收敛 




域为 


49 51 


51^ 
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例 3 确定下列幂级数的收敛半径与收 敛域: 


oo 

a ) S 

n=l 


^ + (-ir + sin . 


x 


n 


oo 

⑵ 2 
n^\ 




a n b n 

(3) 〉 ： ~^2 H - j ^ ? a 0 yb 0. 

7^i\ n n i 

解 本例级数均可分解为两个级数之和. 


( 1 ) 


S 


( —1 广 + sin ^ 


x 


rt 


n 


V V 


X 


n 


n 


n 


2 



S [(— i )" + si 


smn 


x 


n 


对4 〆 ，有 Hm 

n c n -*oo a n 

H ^ I ，恭 


， 故级数收敛半径为 1 .又 


；2(± 1)〃 4收敛，故 2] -2^ 的收敛域为[— 1,1]. 

/|-1 71 71 

CO 

对2[(— I )" + slnn ~] x % 因为 | [(— 1)" + sin ”] x rt | < 

n—X 

oo oo 

2 kh 而 ^]2 k |” = 2 Si ^ i rt 的收敛域显然为（一 1,1). 

«=1 ji = 1 

因此，原级数收敛域是（一 1,1). 


oo 

⑵2 

/I = 1 


(- ir 


n 



十 S 


>J = 



4 


对$! = 1，故级数收敛半径为1.又 

„=1 71 \ a n I 

2 收敛，念发散，故级数收敛域为[―1 ， i ). 

rt = l n = 1 

对去 工”，有 = | .又 念去 ( ± 发散，故级数 

rt -i 4 刀 ― ia 4 ^ry 4 

收敛域为（_4,4), 


因此，原级数收敛域为[一 1,1). 
(3) 因为 
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lim ^/a n /n 2 + b n /n 


lim --- a n + b 

( ^fri ) 2 


max(a ， 6 ) ， 


故级数收敛半径为 max { l / a ， l /6}. 

当 i/a 或: r =± 1/6 ib ^ a ) 时，级数都 收敛, 


例 4 确定下列级数的收敛半径与收 敛域: 


0 


ci) S 




,2« 一 1 


« = 0 


(2n - l)(2n — 1)! ’ 


(3) S «” 2 x ” 3 ; 


(4) S V * 


« = 0 


« = 0 


解本例都是缺项级数，但解法却不完全相同- 
(1) 用达朗贝尔比值法.因为 


r | w „ +1 ( X )| 

is — k ( x)i 


lim ( 皆户 


In 


~ 1 2^-2 


W 2 , 


所以，当 i ： H < / y 时幂级数绝对收敛，故 r=l 

当：^=± / Y 时，级数为是发散的. 


n 


因此，原幂级数收敛域为（一 / T , v ' T ), 
(2) 用达朗贝尔比值法.因为 


lim 


n- 


|“”+ i ( x ) I 


2 n(n + lT 1 刻 


2 


0, 


所以 /?=+ c < S 原幂级数收敛域为（一 M ，+ co ). 


(3) 对级数添加一些值为零的项，不影响级数的敛散性.令 


a k 


n n , k = n z y 
0 ， k ^ n 3 


Ck = 1，2,…）， 


则级数化为由于 


n- 


n 


lim a/ j a n I = lim ^frf Z — lim ^TT 


«■ 


fi' 


n. 


且当 x =± l 时，原级数的通项 （士 l )” 3 n ” : 


rt- 



1， 


，因此，原幂级数 
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收敛域为（一 1，1). 

(4) 由柯西根值法的极限形式，有 


lim a/ \ a n 


lim V I n nZ I /2 n = lim 


x 


0, I 工 I 〈 1 ， 

—1/2， |工 j = 1 ， 

、十 °o， \ jo \ > L 

因此，原幂级数收敛域为 [—i，i]. 

oo 

例 s 确定级数的收敛域. 

rt=l n \ ^ \ 

解 当： T = 0时，原级数没有意义. 

oo 

当工〉0时 ， iiy = 1，原级数化为 D 去 ，级数发散 • 

1 丨 71= I 

OO 

当工 <0时，了 fy = — 1，原级数化为2〕（一 1)"士，级数收敛. 

/J 亡 1 

oo 

因此，级数¥ 的收敛域为（一 co, 0 ). 

注意 这个级数不是幂级数，所以不存在收敛半径. 

二、幂级数的性质 


幂级数的性质是指幂级数的和函数在收敛区间上的连续性、 
可微性与可积性.利用幂级数的性质可以研究与幂级数和函数有 
关的函数性质、求幂级数的和函数以及讨论和函数的一致收敛性 
等.在研究问题时，只有善于观察具体问题的不同点，灵活运用幂 
级数的性质，方能取得好的结果. 

oo 

例6设 SCr ) = ^ a n x n 在（一 R ， R ) 上收敛，证 明： 


0 


(1) 5 U ) = 2 


5 rt (0) 


= 0 


x rt ； (2) 5(x) = 2 


S n (sc Q ) 


T 


(1) 由于幂级数在收敛区域内可微分任意次，有 


• r 0 )\ 


參 
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S (0) = a 0 ? S r (0) = a x , … ， * S^^O) = w 




/ n\ 

故 A = - : —，即得 S (2) 


n ! 


n 

/I — 0 


WO ) rt 

— x 


(2) ^5 ci ) U ) 作为级数时，有 2 




n = 0 


n 


又 S{x) =^ 


s in) (0) 


rt^O 


2 


n^O 


n 


( X 0 + X — - r 0 )" 


S (n \0) 


n ! 


{C°^x n 0 + C 土工 S— 1 ( 工 — 工 o) 


+ ••• + c ： (j ： - sc 0 r}. 


由于级数 t 


S M (0) 


/I = 0 


n 


xK - R ， R ) 内收敛，所以 


z ti I 


rt — 0 


+ … + C: lx — x 0 广 } 

= 〉 : S <n) (0) ( I jt 0 I + \x — :r 0 1 )' 


« — 0 


当 [ x 0 j + U - x 0 |</? 时收敛，即 SU ) 绝对收敛，故可改变项的次 
序，得 


SCr) =2 


S ⑷ （0) 


H ==5= 0 


n ! 


{CUl + C} t x n 0 ~ l {x - x 0 ) 


+ … + C:(*r — x 0 ) n } 

— x 0 r(c ： ^ + c ： +1 


n 


+ c “ 2 


s( …。 ，畔 

l n 


# « # 


/) — o 


o … ) （ 0) 

U 1)! 


cu 2 s^ z \0) 

_(” + 2)! 


+ 


« • • 


_ 
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S d 〜) (0) + g ^4。 

n 


n = Q 


S (”+2) ⑻ 


2 


+ 


_ 瞟畢 


_°° C C «) / \ 

2 -^~(工 一 工 0 )”（ h I + k — & i < 尺). 


n = 0 


例 7 设 k |< l ， 证明 


(1) 文 (n + 1)/ 


n 


(1 -工 ）” 


( 2 ) 2 


n 


n(n + 1) ,-1 
~~2^ 


(1 - x ) 3 . 


(3)2 


(n — l ) n(n + 1) rt _ 


x 


2 


n 


(1 




X 


) 4 * 


证利用等比级数 


rt = 0 


\ — X 


和逐项求导公式求解 - 


(1) 2 (n + 1)^ 


/J = 0 


2(” + 1) 工也 




rt = 0 


，_ ■_■ 

\飞 

/ J 
n = 0 


X 


n+\ 


X 


1 — 工 


(1 — x ) 2 * 


(2)2 


n(n + 1) 


x 


n 一 1 


n 


2 


(« + IL- ldr 


X 


n 


It 


djr 






〃 


x 


2 


// 




n 


2(1 —工） 


(1 — 了） 


(3) 2 


(n — l ) n(n + 1) n _ 


x 


2 


n 




S 


(” 一 1)” ( ■ ” .._ ± JL 4 ”-2 dx 


dx 


%r 


n 


〃/ 


dx 


2 


n(n + 1 V Mx 


Tl 


m 


dx 


j 


2 rL ^ i ^ n ^ 


m 


X 


3 


m 


n 


6(1 — jo) 
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r3x 2 - 2x 3 1 

tt 

「 6x — 6 工 2 十 2x 3 " 

， 1 

_ 6(1 — 工 ）- 


_ 6(1 _ 工 ） 3 - 

_ (1 — x) 4 


例 8 证明 ：贝塞 尔函数万。(工）=芝] TTT ^ f 營:^ 0) 

n=Q •’ 、 0 I 

满足微分方程 

xB 0 n (x) + + xB 0 {x) = 0. 

证由上节例7知，贝塞尔函数在（_°°，+ ⑺） 上一致收敛， 


故可逐项求导 • 


B 0 f ⑴= 
B 0 f / ( x ) = 


oo 

2 (- 1 ) 

n= 1 

oo 

2(-1) 


(n!) z 2 zn 7 

2 n (2 n — 1) 2 

( n !) 2 2^ 


xB 0 rf ( x ) — 2( — 1) 


rt 2 n (2 n — 1) 


n 


( nl ) z 2 


In 


X 


2n-\ 


xB 0 (x)= Y! (- ir 


X 


2/i-l 


ZlJ 

n= 0 


( 纠 ） 2 2 


2« 




+ 1 


x 


— 1 


n 


[(n — l )!] 2 2 2n 


一 2 


2(- i ) 


fi+i 


(2 n ) 


n 


{ n \ Y 2 


In 


: X 


2n-l 


故 xB 0 , f ( x ) + B 0 f ( x ) + xB 0 ( x ) 


2 


_ n 、” 2 njn — 1) 2rt —i 


n 


( n ») 2 2 


In 




2 n 


n 


( n \) 2 2 


In 


X 


2/i-l 


2(—ir 


(2n) 


n 


( nl )2 2n 


x 


Zn _ 1 


2(-i) rt 


X 


2n-l 


n 


in \ Y 2 


In 


_2 n (2 n — 1) + 2 n — (2 n ) 2 ] = 0, 


例 9 证 明：当 k |< l 时，有 

r 2 ” 一 1 1 1 + x 

⑴2^! =如告; 

n= 1 
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(2)》一1)” 


+1 


X 


2n — 1 




2n — I 


arctam 


证 两级数在 < 1 中一致收敛，故可逐项求积 


( 1 ) 


十 产 1 

^ 2n - 1 


x 


x 


3 


5 



X 

y 


* 傘 * 


十 


X 


ln-\ 


2n 


+ 




x 

0 

rx 


d ， + 


x 

t 2 dt 


rx 


o 


fd ，+ … + 


rx 




o 




t 2n ~ 2 dt + 


■ 


o 


0 1 — 
rx 


dt (利用等比级数和的公式) 


a 




0 


1 



dt + 


x 




0 1 


dt 


1 ! 1 + X 

Y ln r ^ 


oo 


(2) 2(- i )” 


+ i 


X 


2n-l 


n 


X 


3 


2n — I 

.5 


X 



X 


H ™ … + ( — 1) 


A+i 


X 


2' 卜 1 


2n — 


+ 


« _ I 






J 

ck _ 




% 2 dt 


0 


x 

+ … + (— 1 )， , + 1 




Vr 


0 


l2«- 


x 


0 1 + * 

若在题 （1) 中，令: r 取特殊值，有 
令工=各，得 ln 2 = 2 


dt = arctant ， 丨工| < 1 



3 3 • 3 3 5 


— | — * • _ 




令:■，得 ln 3 = 2 
令 x = ■，得 ln 5 = 2 



1 • 2 * 3 • 2 3 

2 3 


3 * 3 




+ 


• • « 



2 5 


_ 


3 


■ | _ * * * 




+工 = 詰，得 ln ”= 2 


ti — 1 

w + 1 


+ i 


1 n — 1 
w +1 


丄 1/ 


■ 5 


w + 1 


若在题 （2) 中，令： c = / y /3, 有 


TC = 2 


叫 i - H 


_ 


3 


+ 


• • 




令^=±1，则得莱布尼茨级数 


丌 


41 一 + +去一 4 + 


* ■攀 
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_螫# 


x j < L 


2 dt + **• 




例 10 设 /U) = 


rt _ 1 


n 


(1) 证明 / Cr ) 在（一1/3, 1/3) 内 连续; 


(2) 计算 


1/8 


/(jc)dx. 




0 


ww 

解 / U ) = ^ n 3 n - l x n ~ 1 = 


n 


n 



x 


0 


2 n{3Jo) n ~ l dx 


n 


2(3# 

„ — i _ 


3 x 


* 


(1 — 3x) 


(1 — 3 x ) 2 


， I 工丨 < 1. 


oo 


(1) 在（— l /3， l /3) 内一致收敛，故和函数 


n 


/( x ) 在（一1/3, 1/3) 内 连续. 

(2) 和函数在收敛区间内逐项可导，故 


广1/8 


/( x)dx 


0 


n 


o (1 — 3 x ) 


2 


dx 


3 (1 — 3工） 


1/8 


0 




8/15 - 1/3 = 1/5. 


例 11 设 / U ) = (― °°< i <+ ㈤ ），不求和函数， 


« = 0 


将积分 


用 / U ) 表示出来, 


0 


解 利用幂级数在收敛区间内可逐项积分且收敛半径不变 


的性质，对《/⑴ 




2 V 积分. 


n— 0 




0 


-°°- fx f 2n-hl 

x -—— 

2 Uo ”！ 


dt 


■w 

s 


畚 


n 


2 n + 2 


x 


2n + 2 


2 


« = 0 


x 


2(»+l) 


oo 


O + 1)! 


2 


S 

n = 0 


X 

n 


2n 


h W 

2 


« = 0 


^2n \ 

_1 / 


[/( 工）— 1]. 


套 
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例 12 设 / O ) = IX ?在 


x 


<尺时收敛，且 


it= 0 


>1 = 0 


a n 


n 


1 


R n + l 也收敛，证明 


CR 


0 


且 




0 


1 +工 


f ( x)dx = 2 

n = 0 


dx — ln 2 = 2^( — I )”— 1 


n 


n 


证幂级数在收敛区间内可以逐项积分，即 


X 


0 


« = 0 


+ 1 


而§如…收敛，则由阿贝尔第二定理一 H ’ 有 


'R 


0 


/(x)dx = 2 




R n+l . 


n = 0 


n 


1 


当 UI <1 时，有 


n 




dx 


o 


1 + x 


1+t 


ln 2 




2(—i)nS^ 

« —0 


(~ir 

+r 


收敛，故 


= S (- 

rt-0 4 > 1 n^l 


l) n 


-1 


n 


x 


，证明 


例 13 ^/ U ) = S ^ (1 + n) 

(1) fix ') 在 [— 1，1] 上 连续； 

(2) /( x ) 在 工=— 1 可导，在 i = l 不可导， lim / O ) 

x-^l — 0 

证 （1) 当 kl < 1 时，有不等式 


+ oo * 


X 


n 


w 2 ln(l + n ) 


< 


< 


n z ln(l + n ) n 2 \ n 2 


成立.所以 / Or ) 的幂级数在 [— 1，1]上一致收敛，从而/( I )在 
[-1，1]上连续. 


(2) 由逐项可导性质知， ZOO = 


X 


n — 1 


n 


nln(l + n ) 


_ 1 ， 1) • 


參 
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当: r >0 时， 尸00 是正的单调增加函数，故 lim 尸 Or ) 存 

<r~M 一 0 


在•设乂<+ co , 则 /' Cr ) 在[0，1]上有界，又 


nln(l + n ) 


>00 


co 

= 1,2,…），故 1 - u 必收敛.但事实上，由积分判别法 

n = 1 ^ A 】 

知，_ 发散，从而_ „ i n — 幻发散.于是 A = + °°，即 


lira f 1 ( x ) — + oo , 

j—►! ~ 0 


当 


X 


- 1 时，依莱布尼茨判别法知 


/’(— 1) = 2 


(- 1 广 1 
^ ^n(l + n 


n — ^ 

收敛•故 2 ^1^-.-^) 在[ _ 乜 0 ]上一致收敛.由可微性知 

n^= \ \ 丨 / 




X 


n— 1 


nln(l + n 


一 1 < r < 0) ， 


即 / U ) 在 : r =- 1可导 • 


由 lim f f ( x ) = + 00 ，利用洛必达法则，有 

x-M — 0 


/'⑴ 


lim 幽 - 一 { (1) = lim f ( x ) = + 

JT'+l — Q X _ 1 


x—1 — 0 


即 f (工)在 x = 1不可导. 

求幂级数的和函数的方法往往不是惟一的，读者在解题过程 
中可以用不同方法得出同一结果.为了节省篇幅，在以后的大部分 
例题中我们仍然采取一题一法的方式. 

例 14 求下列幂级数的和 函数： 

T _1 

(1) l + + + … H - —+ •** ； 

ll SI n \ 


x 



x 4 + …十 


⑵’ 一 … 4 … 1 (2«-l)2n 

(3) x — 4< r 2 + 9 x 3 — 16x 4 + …； 


x 2n + 


_ * 攀 


(4) 3工 2 — c 4 + jx 6 + … + ( — 1 广 1 ^ il ^ r 2rt +__' 

l o n 
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解 （1) 设5(: r ) = l + 


x 

2 ! 



丫 2 — 1 

- 1— •. • — I- 1™ , _ • ，贝 (1 

3! n \ 


xS ( j :) = x 


x 


2 


X 


3 


2! f 3! 


+ 




x 


n 


n 


+ 


• • •= 


X n 

^ n \ 


e " - 1, 


所以 


S (j:) = - —- » xG ( _00 ， o) U (0,+°°)_ 


(2) 因为 lim 


X' 


X 

u n + l { x ) 

u n ( x ) 


工 2 ,所以收敛半径尺 =1. 


当 x =± 1 时，级数成为 t 


n 


( 2 n {2 n — 1) 


，而 


< 


< 


2 n {2 n — 1) (2 n — l ) 2 4 (n — l ) 2 ’ 


因敛，故 S^rry 


收敛.因此，级数收敛域 


为[―1，1]* 


设 S ( x ) = 2 


x 


In 


2 n (2 n — 1) 


，则 5(0) = 0； 


s r M = 2 


n 


2 n — 1 


x 


2n 一 1 


S f (0) = 0； 




( 工 ） =x J 


X 


%n 一 1 


n 


1 — X 


， I 工 I < 1. 


故 


S f ( x ) 


r^c 


o 




- t 2 


1 ! 1 + 工 

i ln r ^’ 


S ( x ) 


rx 1 -1- t 
o ln 


fVr 


ln(l + t)dt — 


0 


In(1 一 ^)di 


0 


2 


: c [ ln(l + : c ) - ln(l — jo )] 


x 




o ■- 



dt + 


x 


i/ 


1 


dt 




x ! 1 + x 

—In -- 

2 1 _ x 


rx 




1 


dt 




f ln r^f + i ln(1_x2)Jx|<L 
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而 


(3) 设 iS (: c )= jr — 4 jt 2 + 9 j : 3 —16 j : 4 + …，则 

r S(t) 


dt 


Jo 


(1 — — 9 亡 2 — 16,3 — •“）(!, 


0 


x — Zx z + 3 a : 3 — 4? + 


• • • JLr T 


v { x ) , 


X 


D 


v ( t ) 


dt 




X 


(1 _ 2 t 



4^ 3 + … ） d/ 


0 


2 


X — JO -i- X 


X 4 + 




• p * 


xy t (— xy 

11 = 0 


故 


X 


1 + 丁， 


X 


< 1， 


S (x) — xv f (x) = X 


当工 = 士 1 时，级数发散. 


_ 

X 

(X 、 

f -1 

(1 + xj 


M 


Jo(l 


X 


(1 + 工） 3 


(4) 因为 lim 


dn 


+1 


lim 


fV 


a 


n 


fi 


2 n + Z 2 n + 1 
w + 1 / n 


1 ，而 ： T = 士 1 


oo 

时，级数为(一 l )^ 1 2^11，是发散的，因此级数收敛域为 


n 


(-1，1)* 设 


S ( x ) 


S 


(_ X )«-1 2n + 1 


x 


In 


n 


n 


2 




ir ~ l 2 x 


In 


2(— a— 1 


n 


n 




n 


X 


tn 


X 


2 


1 + X: 


S (- 1， 


n 


-1 丄 ^Zn 

丄 * 

n 


S x (x) = S(-1)” 一 1 


x 


In 


n 


「x 


n 


r* 


X 


o 


文 (- l )"" 1 —X 

^―： n 


In 


n 


dx 


0 


[2 (- iy~ l 2^ i ]dx 


n 


f* 


x 


2x 


J 


0 1 + 工 


2 


dx = ln(l + x 2 ) ^ | x | < 1， 


• 139 • 






故 


5U) 


2x 


1 + 工 


2 




2 - 


1 +工: 


ln(l + x 2 ) 


+ ln(l + 工 2 ) ， | 工 | < 1. 


例15求下列幂级数在收敛域中的和 函数： 

⑴匀” V ; 

~ nn„ln-\ 

⑵2 ! + ，’ w l 

« = 0 ^ ■ 

n= 1 

OO 

(4) + 1):' 

n^l 

解 （1) 因为 lim 匕二 11 : 

x-^oo U n 

= 1 ， 所以收敛半径为 1. 


f(x) 


OO °° ™ 

„ = 1 > 丄 n —1 n=l 


X 


1 — X 


X 

1 — 1 


X 


°° w+1 ^ 

oc _ _ 

n H ~ 1 1 一 

71—1 


X x 


J 


is - 


r 



l 


dt 


x 




X 


o 1 — 


dt 


x 




1- S + 工 


X 


ln(l — x)] 


--- h —ln(l — x), 

1 — x x 


( 2 ) S n+l M 



2x 


n „ 2 « — 1 


1 + X 1 + r 


+ 





2 rt ^ 


1 — JO 


In 


1 


I — X 1 — X 1 + 工 1 十工 


2 


+ 


Tx 


2 li 一 1 


t 攀 ■ 


1 十工 


2n 


2x 


\ — x 1 — 工 

1 2 2 工 4 一 1 



2x 



1 + 尤 
2 2 工 4_1 


+ 


Tx 


2 n-l 


_ _ 骨 


2 n 


1 — X 1 — X s " 1+ 工 

1 _ 2杆 1 ？ 

I — x 1 + x 


A + 


_ # « 


1 + X 

2 rt x 2rt_1 
2« 


1 +工 


2« + 1 


故 


5(工）= lim5 n+1 (x) 


x- 


1 — X 
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rx 


(3) 


j 


SiOdt 


0 


JT 


0 


2 


2n — 


t Zn 


-z 




ift 


X 


Zn-l 


n 


n 




Y L n=l 


X 


2 I 


2n-l 


X 


S 


#1 = 0 


f x 2 


2 


n 


x 


X 


2 1 — jt 2 / 2 2 —工 2 


， I 工丨 < v 2 , 


故 S(x) 


x 


2 + 工: 


(4) 




2 —— x 


S ⑴ dr 

0 


2 


(2 - x 2 ) 


x 


e (-/ T，/Th 




J ： 


0 


2 + 1)^ = 〉 ^ nx n ^~ l 


n 


n 


2(” + d ^ +2 = x 2 2 o + 


rt = 0 


71 = 0 


42 


x 


nf 


X' 




2 


1 — X 


(1 


1:1 <1 


故 


5 U ) 




" x 1 
-(1 — 1) 


2x 


(1 —工 3 ) 


，工 6 ( — 1,1). 


例 16 求下列幂级数在收敛域中的和 函数 : 


(1) y tf - i )\ 

u; U 咖 + i)’ 

(3) 念 (- l)Vx "； 




n 


2n \ 3 — 2 jo 


Zn 


(4) ( — l) fl_1 


x 


In 


n 


n 


(2n — 1)3 


«—i 


解 （1) 令: r 2 — 1 




力级 数化为则 


n{n 1 ) ’ 

n= 1 


yS(y) = 2 


y 


n+l 


n 


f 打0 + l ) ’ 


有 


[3^())]' =2 


n 


y 

n 


lyS { y)J = ^ y n - x 


n 


2> 
« — 0 


1 — ^ 


， bl < 1， 
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故 


[曲 ) T = 

J 0 丄 


dt = — ln(l — : y). 


yS(y) 




— ln(l — y)^y = (1 — ))ln(l — y) y^ 


5(^) = 1 + 


1 — 


—ln(l — y) ^ 1^1 < 1 - 


由 知，|工 2 — 1 ! |x I <1，从而 

Six) = 1 + 琴厂 ' ln(2 - 了 2 ) ， | 工丨 <1_ 

X — 1 


(2 ) 令 j 


綠，级数化为 J 盖，，由!土^?” 2 知， 


3+工 


当 bl < l 时级数收敛，当7=土1时级数发散 •故 3^ 


<1^ 


工<0 或 jt 〉6- 

oo oo 广 

n = I « 一 i 


y 


0 


2n 


cU 




dt 


: y 


oo A 

tdy _ 


dt 


故 


1 3 -f 

^ 2n \ 3 — 


3 + 工广 


0 1 一 


In 1 — 


in 1 1 — y 丨 ， 


3 — Z^c 


1 1 _ 3工（6 — x ) 

2* ln (3 - Zxy ~ ， 

•X 6 ( — °° ， 0) U (6，+ 00 )* 


(3) 


oo … 

2( - l)、v = 工 2( — l )% 2 ， 1 ， 


ji = 0 


#t = 0 


OO 

:( 2 (— \yn 2 t n ~ l )dt = 2(—1)%/ = J ： y^(— lYnx ^ 1 ， 

J 0 V „ =0 n^O 

H = 2<- = |jr| <：L, 

j 0 «=0 ft=0 


故艺(— 1) 〜广 1 


-1 

(1 + 了） 


， I < 1 ， 
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文 (- DV， 1 


rt= 0 


X 


(1 工） 


X 


1 


(1 + 工） 


3 


\x \ < 1, 


从而 Six ) = 21( — 1)% 2 / 


X 


(x — 1) 


« = 0 


(1 + 工） 


: r 6 ( — 1，1 )• 


⑷文 (- 1)" 1 ( 2 „ — i)3 2n_1 
/»= 1 




1 、 ” 一 1 _ z. _ 

、一 1) 2 ” — 1 


/ x W, - l 



，: r 

'Vr iv-1 1 


In — 1 — 

X 

0 

Z^ (_ 1} 2” — 1 

L »i—1 

i 3 j 

■ 


dt 


X 

rj- 

]2(-ir 1 

i t \ 

20— 1)- 


0 

- ^ «=i 

1 3 j 

■ 


dt 


x 


X 


d ， 


1 + (t/3) 2 


xarctan 


x 


» x G C — 3 ， 3]. 


例 17 设 0 <x < 1，求 ^ 的和函数. 

i _ 工 


解 


x 


In 


1 —— X 


2” + l 


? + 1_L 

1 — x 2n+1 _ 1 —工 


2?i +1 


1 — 工 


In 


1 -户 +1 . 


所以 


n 

2 

k = 0 


X 


2k 


n 


1 — OC 


2 点 +1 


S T 

k = o \ x 


X 


%k 


1 — x lk ~ l 


1 ——X \ — X 


2«十1 _ 


故当 0< x < l 时，有 


n 


fix) 


S Y 

点 = 0 丄 


X 


2k 


X 2i+1 « 


lim 


1 — 工 1 _ oc 


2^+1 


1 —— X 


1 


X 


1 — X 
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n 


例 18 设幂级数为 2 


2n + 1 


71 


n 


X ' 求： 


(1) 收敛区间与和 函数； （2) D 


2/2 + 1 


n=l 


n 


2 n 的值. 


解 （1) 因为 lim 


l^+i(^) I 


l^(^) I 

所以收敛区间为 （_ m ，+ co ). 


lim 


(2^ + 3)^ 


n- 


0 + 1)! (2” + l ) 


I x 


r 


0 


S (t)dt = 2 


n 


2n + 1 
n \ 


t Zn dt 


2 

rt= 1 


X 


2«+l 


n 


0 


-2 X 
n=1 


In 




n ! 




x(e x — 1 ) ， 


故 


5 (x) 


x(e" - 1) 


(2 x + 1 ) e x — 1 ， 

^ G (— °°， + °°), 


( 2 ) 当工= / y 时，级数化为 2 


n 


2n + 1 
n ! 


2%故 


2n \ 

«=o 


iji 


n 


i + 2 


2” + 1 




n 


n 


(5 e 


1) + 1 = 5e 2 . 


例 19 用多种方法求 D _ 1)2 „ 的值 • 


n 


解法 1 ^ 5 ( x ) = , J 0 n ，丨: r |< l ， 则 

▲ — : n —丄 

n—2 


5( x ) =2 


n 


X 


n 


X 


n \ 


n — 1 n + 1 


[ACr) -&Cr )]， 




W rt _l OO 

2 jo x 1 

- T =x ?j - T =JC Z i 

9 71 一 1 n 一 1 / 

«~2 n~Z rt=l 


X 


n 


n 


x 



2 
n —1 


1 d/ 


x 


「■r 


dt 


0 1 — 


dt 


ilnjl — :c| ， \x\ < L 


5 2 (x)= 2 


x 


n 


/i = 2 


n \ 


x 


S 

n=2 


X 

n 


n 


X 


In 11 — x I — x 


x L 

~1 


，： r 尹 0, 


參 
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从而 Six) 


[ — :rln 11 — x I 


x 


一 In 1 1 — x I — x 


x 


i 


2 


+ 


x 


1 — X 

2x 


2 


In 11 —: r 2 |，x 6 ( — 1 ， 0) U (0 ， 1 )， 


故令 1/2 ，即得 


( 1 \ 






(n 2 - l)2 rt 


S 


2 


8 


ln2. 


解法 2 设原式 =Su 


1 n + 1 


«+i 


，则 


n 




n 


°° «+i 

于是 s^x) = 2 


X 


2 


+ 1 . 
X" 一 1 


x rt+1 1 |^：| < 11 


JC 

^ n 


x 


X 


0 


■■ 国 v 


-2 


dt 


n 


n 


n 


x i 




x 


0 1 — 


dt = x z \n |1 — , jx| < 1; 


^ ^+i 




o 


[2>卞 




x 


71 


rt 


0 1 — 




— In 11 — x \ — x 一 工 2 /2 ， | 工丨 <1. 


故2?^ 


rt — 2 


( 72 2 - 1 ) 2 ” 


5 


5, 


-5 2 


ln2. 


I ^ / 


解法 3 设 S(x) = <1 ， S(0) = 0 ,则 

2 

N^N X n ^ 1 

xSM = 2j (w + i)(„-T)^ 

n = 2 

[: 删 ]'= ic^(x)T = 

ti =z 2 


0)， 


而 


故 


-[: T(S ( 工 ） ] 

X 


2>" 


-2 


n 




X 


lxS(x)J = lim 

e-^0 + 」 


1 — X 

dt 

G + £ 1 一广 


( I 工丨 < 1 且工 # o ) ， 


X 




—In 11 — I ， 


# 
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OSU)]，=- xlnll - x 


xS (x) 


x 

?ln (1 — i )di 


4 / 


0 


^ln(l —x) 十车 


x 

~2 




2 


ln(l — x 


S(x) 


吞 ln(l — _r) + 4* + 




2^ ln(1_ "' ) 


( I 工丨 < 1 且工古 o ) ， 


从而 




n=2 


(n 2 - l)2 n 


5 


o 


ln2. 


解法 4 令 SU ) 




X 


«+l 


^ (” + 1)(” 一 1)2” 
rt — Z 


|xI 〈 2 ， 


则 


S ， 


X n 

2-j — _• 


n = 2 


(n — 1) 2 n 


x 


x n ~ l 

A (” 一 1 




Si(x) 




X 


0 


2u 


m-2 


r Jt 


ck 


1 ) 2 " 
dt 


xS x (x ), 


n 




2(2 — t ) 


—In2 — ~ln(2 — i) ， | 了丨〈 2* 

Cd 


因为 S (0) = 0, 故 


5(^：) 




x 


0 


ln2 — —ln(2 — 广） 


dt 


x 


2 


ln2 


x 


2 




ln(2 一 工） 


x 


z 


X 


十 In (2 _ 了）一 ln 2. 


从而 


2 


n 


2 


l)2 n 


S 


ln2. 


■v ■^r r 

解法 5 因为 2 


x 

n 


n 


ln(l — x)，kl < 1，所以 


n 


原式 =2 


n 


n — l\ 


n-h\ 


—骑 


/i+ 1 


s 


n 


n 


s 


n 


n 


n 


2 


參 
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n 


n 


= 


1 - 


n 


8 


ln 2. 


解法 6 因为 D ^ = — ln ( l —: r )，| xl < l , 所以 


n 


原式 =S 


n =^2 


n —— 1 


n-\ 


2 


n 


n + 1 


^ 十 i 


-In 


1 - 




+ In 


1 - 


丄 I 丄 

I r\ 


8 


ln 2. 


解法 5 与解法 6 直接从 ln ( l — 工）的展开式入手，将所给级数 
变形后解出结果，避免了幂级数求和的过程，因而是以上解法中较 
简单的. 

例20 利用幂级数求下列数项级数 之和： 


(i)2 


2n — 1 


V-^w 

(2)E 


n =■ 


fr( A(n + l)(n + 2)2，" 


(3)S 


(2n — 1)2 


/( — 1 


wSt — 




(n - \)n2 ，1 


解一般先设 SCr )， 确定收敛区间，•再求出 SU )， 确定力 
得 S ( x 。）， 即数项级数之和. 


求 


(1) 设 SU ) = 


2n — 1 


x 


2n — 2 


，因为 


Um 




U n (x) 


lim 


rt m 


2 


H+ 1 


2n — 
— 2 ， 1 — 


x 


2n-2 


x 2 ^ 


所以当 kl </ Y 时级数收敛，当： r =± VT 时级数发散, 






S (t)dt 


0 


E 

rt = 1 


2 " — i t 2^2 dt 


X 


S 


X 


2 v 


=s 

n = 1 

x z /2 


x 


2/i-l 


X 


n 


X 


1 - x 2 /2 2 


x 


2 


攀 
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鳥 





于是 

s ^ = [^ 

从而 

oo 

2n — 


2 jo 


2 




(2-x 2 ) 


5(1) = 3. 


2 


(2 ) 设 S(x) = 2 


x 


+ 2 


^~{ (” + 1)(n + 2) 


，则 


S f (x) = 2 


X 


rt +1 


^ n + 1 

71 = 1 ’ 


， *S 〃（ : r) 


« = 1 x 


x 




X 


I < 1 ， 


所以 5 ; U) 




X 


o 1 




= — x — ln(l — x ), 


S(x) 




[，+ ln(l — /)]ck ， 

0 






—[ 工 2 /2 + :rln(l — x) — x — ln(l — x)] 
工 + ln(l — x) — x z /2 — .rln(l 一 x ) ， 


从而 2 


4(n + 1) (n + 2)T 


SoTTT^) 


«+2 


5 


i 2 




l + i ln i 


(3) 设* SU ) 


oo 

y ■ 1 

~ 2n — l 

H — 1 


X 


2n-\ 


，则 


lim 


n 


U n + l ( x ) 

U n (x) 


lim 


Tt m 


X 


2« + l 


X 


Zn—\ 


2n -\- \ 2n — 


1， 


幂级数在 （ _1 ， 1) 内收敛 . 


S f (x) = 2 工 


2C« — 1) 


n 


i y ^ J x 2n 

n~0 


1 — X 


所以 


S(x) 






X 


0 


1 - 


dt 


In 


5 


2 


oo 

1 

4 In - 1 

n— 1 


2 


1 + 'T 

2 … 1 - : ， 

2n-l 


St ^- 


/yg (2n - 1)2” 


— 1 


皆 1 ni 


l / v ^2~ 




i//y 
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从而: 


n 


(2 n - 1) 


2” 一 1 


2 


In 


- ~ + 1 - = V^2~ln( \/~ 2 ~ + !)• 


— 


C 4> St — 


/t— 3 


(n - t)nl n 


2 


n 


n — 2 n 


2 


_ 


:，设 


^ / 1 

^^) = 2 — 


n 


2 n 


■n 


2 


00 y 


而 


y -i 

n — 


co 


n 


2 


内 i ~ 1 i m >y»3 

X — 乂 


s 


n 


71 — 2 


X n ~ 2 = x z 


2 ^ 


n 


X 


i * 


X 


0 




X 


« = 0 


Cx 


0 


1 - 


ck 




— X 3 ln(l — x) , l^r I < 1, 


S 


x 


n+i 


X 


n 


n 


2 


■n 


X = X 


n 


2 


jt 


x — x 


X 


2 


n 


n 


n 


x 


— ln(l — x) — x 


■x 


令 : r = l /2, 有 

oo 

Stt^i 


n 


in - 2)n2 n 


2 


n 


n — 2 w 


/ 1 V J 


ln2 — yln2 + T + ^ = ^ - fn2. 


例 21 利用幂级数求下列数项级数之和. 


(1) 2 ( - - ” + 1) 去; 


VW 

(2)2 


n(n + 1) 


i«+ 1 


#1 — 0 


n 


^^2 

(3) ^(— l) fl - 1 


(4 )S 


(n — 1) 


n 


71： 


n 


2 rt ; 


(5) 2 ( ~ 1)n 


rt =0 


2n + 1’ 


(6) S 


(n\ ) 


n = 0 


C 2 n + 1)] 


解 （1) 设5(工）=1(-1)”(打 2 — n + l )/， 则 


n= 0 


S(x) = 2( — l) n ” (”一 1) 工 ” + 2( — l) rt 工 n ， 


n — 0 


n 
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S l (sc) = X 1 2( - 1 m” - l)? -2 ， ^ 2 (x) = 2( — ir ，， 

71=0 « =0 


而 


x 


0 


J 


r* 


oo w 

[ ( — 1 Yn (n — l)^ -2 dt = > : ( — 1 1 , 

n^O n=0 

oo 00 

[y^( — \Ynt n ~~ l dt = — 1)^ = 


X 


0 


« = 0 


故 S x {x) = X 


1+1 


// 


11=0 


2x 


1 + JT 


2 


于是 

令 : r=l/2 , 得 


S{x) 


(1 + x ) 

lx 1 


S t ix ) 


l+i 


(1 + x ) 


X 


文 (- ir(n 2 — « + 1) 


5 


« = 0 


22 

Tt 


(2 ) 设 SU) = (”十 l)x« 


"^ 1 = x 2 


/ ^{n + l).r 


J\ ― 1 


n 


n 


^ oo 00 

j" + l)r _1 d ； = + l)x% 

0 rt =1 «=1 






JT 


0 


[2(” + DP 士 = 2 广 1 = T 

* _ _. i 丄 


x A 


— X 


n 


所以 


Six) 


X' 




1 — X 


fl 

〃 


2 x 


(1 — x) 


3 


于是 


W T 

2 


n{n + 1) 


5 


n 


(3) 设 SU )= 文” 2 /— 1 ，则 


n 




x 


0 


^n 2 t n ~ l )dt = ^jnx n 


S 


n=l 


x y 

/I = 1 


n — 1 




x 




o 




x 


n 


1 — X 


， |x I < 1* 


故 




2j hx 

n=l 


n— 1 


1 X 

f 1 

u — 工 J 

—(1 — 工 ) 2 ， 


•r 丨 < 1 ， 


籲 


150 






5(^) 


X 


(1 —工） 


1 + X 

(1 一斤 


， \x\ < 1* 


从而 


j 2 

2( _ l ) rt_1 = ^ 


n 


(4)i5 *5(x) = 2f 


X 


rt +1 


x 


2 


X - ^ X 


IT 


n- 1 


« 


/ i 
n= 1 


{x — 1 ) 


x 2 T ；- 

tri n 


n 


x 2 e ' 


则 


2 


( n — 1 ) 2 » 


n 


s 


( n — 1)^+1 


n 


Z 


n 


设5】(工） =2 — - 

n 


(n — 1) 


x 


«+1 


n 


y s 

n \ 

rt « 1 


X 


«+l 


2 

/»= 1 


X 


乃 +1 


n 


M 


S (x) — .r ^7 = x 2 e x — — 1 )， 

>2 f 

n=l • 


则 2 


(n — 1 ) 


n 




m 


2 2 • e 




2 • (e z — 1 ) = e 2 + 1 


(5 ) 设 SOr) = 5](— 1)” 

#i = 0 


2 打 + 1 


x 


2u+l 


，则 


S f (x) =D(- ir • 2 rt • ， = - 1)” （ 2W 


M = 0 


n 


1 + 2 x 


， I 工 I < 


V 2 


所以 


rx 


5(x) 




dt 


0 1 


arctan v2x 9 |x | ^ 


于是 




n = 0 


2 n + 1 




n 


2^ + 1 


/25 


2 I 


=v 2 


m 




arctanl 


K 
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^ (n !) 2 

⑹ 设 • SCr ):^ ( 2 « + 1)了工 

oo 

s ’ (工） = 2 


2/1+1 


，则 




/I = 0 


( 2 n) ! 


2 一引 S'Cz)=2|] 


n =0 


(n !) 2 

( 2 / 0 ! 




n =0 


(n\ ) 

(2 ^y 


,2"+2 


2+22 


n=l 


(n\) 

(2n) 


S 


« =0 


Zn^l 

(2^)7 


I 2\_{n + 1 ) ! ] 2 2«+2 

Zj ( 9 n 丰州― 



n^) 


S 

rt =0 


1 (2^ +2) ! 2 , r 

(n\) 2 T 2(n + 1) 2 
(2n) ! _ ( 2 n + 2 )( 2 n + 1 ) 


s 


n =0 


(nl) z 

(2n)\ 


, 2n 4-2 


, 2"+2 


(n\ ) 


2 + fS(^TDT 

n^J 


>+i=2 +7SU )， 


得微分方程 


解得 

当 S (0) = 0 时 


5 ’ (x) — 


‘? 


S (x) 


/4-工 2 

，求得 c ===0, 从而 

v (»!) 2 = 

乙 （ 2 n + 1 )! 


arcsin —+c - 


rt = 0 


5(1) 


2? t _ 


例 22 设 〜= a 2 = i ，〜 


u n ~h <^ n —\ ~ 2,3,…•证明 


在 l ： r | <1/2时，幂级数^|> 〆 -1 收敛，并求出和函数 


n 


证 

1/2时，有 


由题设知^>0，且当《>2时， 〜 +1 > ‘故当 I 工 I < 


= ^ + ^-ji x t <?^| x | = 2k| <2 
a n X n ~ l I <^n a n 


1/2 
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从而幂级数 收敛. 


71 


5(x) 1 = 1 


X 


^ v - 1 


n 


« = 3 


i + 尤 + ^ y ^,{ i + a n - 2 ) x ”— 1 


ZJ 

3 


1 + X + X X j a rt-l^ n 


~ 2 丄 x 2 D 心 _ 2 x ” -3 


« = 3 


n 


tAJ 

1 + x( 1 + ^a n x n ~ l ) + x 2 2 a « x ”— 1 


n 


rt 


1 H~ j ： 5(x) + x 2 S (x), 


解得 


5 ( x ) 


1 — X —— X 


2 m 


三、其它类型例题 


例 23 设 / U ) (0<工<1)，证明：当0<了<1时 

工 ■"in 


n 


n 


有 


fix ) + /(I — x ) + lnx [ ln(l — x )] = k 2 /6. 


证 因为 lim ^177 = 1，所以幂级数收敛半径为1•而 /( l ) 


/]- 


X ；1 A 2 = ^ 2 /6. 利用逐项微分性质，有 


n 


[/ ⑴十 /(I — 工）+ lnxlnCl — x )]’ 


f’ （ x) — /' (1 — x) 



\njo , \nx 


x 


x — I 




x 


«—1 


n 


n 


-2 


(1 - xT^ 1 


n 


2" 


Tt — 1 


n 


n 


n 



■w - 

s 


- ir~ l (x — i) 


n — 1 


n 


n 


0, 
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即 /(X) 十 /(I — x) + ln:rln(l — x) = c, X ^ (0 ， 1). 

令 j ： - ^0+ ，得 c = / Xl ) = 冗 2 /6,故 

f(x) + /(I — i ) 十 lnxln(l — x) = n 2 /6. 

例 24 证明： V 工 ，: y 6 R ，有 

S(x) 

(1) S(x^y)=S(x)C(y)+C(x)S(y) ; (2) lim ^ = 


证 v : r ，： y6R ， 已知 


3 


5 (x) 


X _ JC_ 

TT _ 3! 


x 


5 


c()) 




0! 2! 4! 


故 


5(x)C(^) 


! x 3 




X — 


工 y 


3!0! 2!l! 


X' 


x°y 


2 


: y 


I 5!0! 3!2! 1!4! 


C(x)S(y) =y — 


y 


3 




0!3! 1!2! 


: v 


5 


^ - 
y x l 




0!5! 2!3! 4!1! 


S(x)C(y) +C(x)S(y) 




(x + y ) — 


x 


3 


ocy 


2 




2 


y 


3!0! 1 2!l! 1!2! 0!3! 


x 


5 


4 

工 : y 


^ y 


^ y 


3 


xy 


4 


y 


i5!0! 1 4!1! r 3!2! * 2!3! 1!4! 0!5!J 


(x + y) 






(x 3 + 3^o 2 y + 3xy 2 + ： y 3 ) 


+ iu 5 + 5x 4 》 十 lo/y + iox 2 y + + y) + 

5! 


=(x + y) — ^y( x + j ) 3 + ^[(1 + J) 5 

= S(x + >)* 


(2) lim 

JT *-*0 


S(x) 


X 


lim — >: ( — 1 y i 

x^O OC 


X 


2«+l 


0 


(2n + 1)! 
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lim^] ( — l) 71 


x 


tn 


•T—0 


/i — 0 


(2 n + 1)! 


x 


In 


H-S(-l)"lim^ n + 1)! 


1. 


n = 1 


例 25 设 A > 0 ，发散，且 1 im 


a n 


扣 = 0 


7J—► CO 


a l \ ^2 一 — 


• « « 


a 


0, 


« 


证明 ：lim \[ a n = 1. 


证因为发散，所以幂级数 ga , 〆 1 的收敛半径尺<1， 


n = 0 


« = 0 


依柯西-哈达玛判别法，有 V^>L 


n' 


设九=屮+ a 


2 


» • • 


+ ，因为 


1 - 


-- 1 
~ a 7 


a 


n 


<^\ + ^2 


« * * 


+ 


^ rt_i 




n 


n / n 

所以 a / A ,- 


1. 


故 


由 lim 


a 


n 


«■ 


〜+^ +… + a „ 




0 知，当 n 充分大时，有 


a n <i a x a t - {- *** + a n = A n , 

lim V ^^ limV / A = l 即 \ im ^[~ a fX 


h 


Fr 


«■ 


n 


例 26 设数列{^ } 满足 lim ^ fa n 


n 




a rt = \ , S n = 证明: 

Jt = 0 


— ^― n / 

lim V \ S tI \ = h 


TV 


证本例是应用幂级数收敛半径来证明极限的例子. 
由柯西收敛性定理，当 k |< l 时，有 


2 x ") ( 2 ^") = ^jS n x\ 


rt = 0 


rt = 0 


n ~ 0 


2 5 « x ， ' 收敛•若^]&工”收敛半径为及，则 R >\. 


m = o 


« = 0 
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当 | x | < 尺时 ，有 


(1 - 


s 


由题设知，的收敛半径 kl <1，即及 <1. 因此，必有尺 = l . 


例 27 证 明：若 /( x ) = [ x | O , 且 D 


,乃+】 


敛，则 




/( x ) d . 




n 


= 0 


,n + I 


0 


1 


收 


1 


证因为 t 


n 


+ 1 


1 


收敛，所以在 [0， r ] 上一致收敛，于是 


lim 文 


n 


■+1 


1 


s 


-j-— lim x tl+l 

f" 1 :r—r 一 0 


2 


4-1 


1 


V ^ 6 (0， r ) ，有 


— U a n t n dt = U 




+ 1 


1 


从而 








lim 

― ►r— 0, 


0 




+i 


1 


下面我们来讨论由两个已知收敛半径的幂级数所得到的新幂 
级数的收敛区间问题. 

设有两个幂级数 

y{x)—a 0 -\-aiX J \ra z x 2j r 9 ^ , \jt \ O ， 

: r(f)=6 0 +6 1 Z + 6 2 f 2 + … ， Ul 〈 r 2 ， 

将后式代入前式，合并同次幂系数所得幂级数称为生成幂级数，即 


y(x(t )) — 




i 


k 


其中 Co =<2 0 + t 2 1 ^ o +^2^0+ --- > 


—a\b\ + 2a 2 ^o^i + + 


(2=<3 1 6 2 +“2(办?十26。62)十3(23(办。的+纪6 1 ) + 
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例 28 设由两个幂级数 


y(jo) =<2 0 -h<2 】 x+“2X 2 + …， \x \ 〈 n ， 
x {0= bi J rb z t + b z t z + *^ f U I < r 2 

的生成幂级数为 

oo oo oo 

n = 0 A 二 1 n = 0 

其中 Co = a 0 »Cl = a 1 b 1 , c t = a l b 2 + a 2 b \ . 证明 ：生成 幂级数至少在 
(― r ， r ) 内收敛，其中 

= r l { r z — d ) 
r _]+n • 

其中， 0<8< r 2 ， M 对一切取定的3 满足 ： V mGN ， 有 




证考查级数 


k 。 丨 + \ai | x + la 2 |义 2 +…， 

\b\ |/+ \bz\t z j 办 3 U 3 + …， 

依阿贝尔定理，级数 Z 与 7 分别在（一 n ， ri ) 和 （_ r 2 ， r 2 ) 内收敛, 

M 

而心 1 丨< ( r 2 — d ) rn ，故当卜 I〈 r 2 — 5时，有 




n 


n 


^2 — 


n 


于是，当 


M 


M \ t \ 


Ll — \ t \/( r 2 — d ) 


—1 


M \ t \ 


r z — d — |Z I • 


O 时， U |< ^^^) = r 0 2 , 从而级数 X 收 


^z — 8— \ t \ 

敛. 又，所以代人后 y 也 收敛. 说明对符合式子的 t ，工 
收敛，得 jCr ) 也收敛.由于是绝对收敛，故生成幂级数（交换项次 
序后的级数）收敛于同一和，因此至少在区间（一〃，幻内 收敛. 

例29设有幂级数= 心: c 2 + …， U |< r ， 证明： 

当|_ 3 ：|<> 1 = ^ ; ^时，幂级数^^收敛.其中 Q < d < r ， M 为使一 


« 
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切 m 有 l & O — 的数. 

证 1/ yCr ) 是商级数的特例.设 

h(x) = b x x + b z x z + 6 3 x 3 + …， 

显然 ， h ( x ) 与 : yO ) 有相同的收敛域.当 | <1时，有 

- =---= 1 — fl —I— "2 — /^ 3 —U *•• 

汐⑴ 1 -hhM 1 Al 卞 n 十， 

其收敛半径为 1. 当将 ACr ) 代人 1/^ Cr ) 时， 1/^ Cr ) 是生成幂级数. 

依上例 ， n 1 ，故在 （一 n ， r ) 内，幂级数 l/y(x) 

收敛. 


第四节函数展开成幂级数 


主要内容 


. 若函数/ 在点心 的某邻域内存在直至 M + 1 阶的连续导 


数，则形如 


/ (* 3 ：) = /( 工 0 ) 十 / 7 ( x 0 ) (jo — x 0 ) + ~ (jo — x 0 ) 2 + … 


21 


c «) 


(工 0) 


n\ 


{ x — XoT + R ^ ix ) 


的等式称为 / 在 x 。 的泰勒公式，而级数 

/( 工 。）+ /’ (X。) (X — Xq) + ’ g。) (X — X。) 2 + … 

I 尸 、” 

+ -^— ( 工 -X。）+ 

称为/在1。的泰勒级数. 




2. 当〜 = 0时，形如 
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/( O ) + f ( 0 )x 



/〃(0)」 


x — 


• * « 




■ * ■ 


n 


的级数称为 / 的麦克劳林 ( Maclaurin ) 级数 • 
3. 当:^ = 0时的积分型余项为 




n 




X 


0 


' ㈣ ）⑴（工 一 trdt； 


拉格朗日型余项为 


RAx ) 


(n + 1) I 


芒在 0与 x 之间； 


柯西型余项为 


R ” Oc ) 


n 


(6x)(1 - eyx^ l \ i. 


4. 设 / 在点 《 r 。 具有任意阶导数，则函数/在区间 Or 。一 m 。 
+ r ) 内等于其泰勒级数的和函数的充分条件 是：对 一切满足不等 

式 \x — x 0 |<r 的： C ， 有 

limi^(x) = 0, 


rt m 


. 常用的基本展开式有 


e : 


1 + x 


x 


2 


+ 


舉《 • 



X 

n 


n 


+ 


• • . 


oo < X < + oo # 


sinx = x 


x 


3 



: r 


3! 5! 


_ … + ( 一 l) n 


x 


2«+l 


(2 n + 1)| 


+ 




< <+ oo. 


cosx 


1 — 


x 


2 


21 


- - 4 - ( — 1")« _ 

4! 卞 v u (2n)l 


+ 


* # « 


— oo x <C+ °o. 


(1 + x ) 


a 


1 + 虹 + a(a 2 ~ 1} ^ + 



. ( g - 1 )... (g ^, + 1) 

n\ 1 


• • * 


— 1 <C x L 


ln(l +jt) 


x 


=x 




X , X 

2 丁 3 


3 


+ ( — 1 ) 


I 


X 

n 


n 


+ •" ， 一 1 <Cx <1. 


參 
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疑难解析 


1. 将函数展开成幂级数的方法有哪些？ 

答 （1) 直接展开法依据定义求出函数/的各阶导数，并 
研究其余项的敛散性，然后写出函数的泰勒（或麦克劳林）展开式. 
但是，由于余项敛散性的确定比较困难，此法一般很少使用. 
(2) 间接展开法由某些已知的函数的幂级数展开式，利用 
四则运算、变量代换、逐项求积、逐项求导等方法求得所求函数的 
展开式. 


一 般常用 


g 和五个基本展开式.其优点是比较简捷，收敛 


半径易于确定，不必讨论余项的敛散性.但在利用+来展开形 

如的函数展开式时，要认真讨论收敛区间. 

(3) 待定系数法将待求函数写成幂级数形式，利用两个幂 
级数相等时其同次幂系数相同的性质，通过比较确定待求幂级数 
的系数，从而求得函数展开式. 

待定系数法常用于有关乘法和除法的公式的导出，过程比较 

繁琐. 


方法、技巧与典型例题分析 


怎样将一个函数展开成幂级数，我们已在疑难解析中作了回 
答，只要灵活运用合理的方法，不难求得函数的幂级数展开式. 

例1 几何级数 


G(x) = 1 十 X + JC 2 + …+ + … 



在 UI <1 时绝对收敛且一致收敛于和函数.证明：当 ui < 
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1 十 /5* 


时，有 


G 


1 



5 


x 


G 




— 


2 


x 


= a x x + a 2 :r 2 + …+ a n x n + …， 

其中是斐波那契 （ Fibonacci ) 数列, 


证因为，当 k |< 


2 


1 + / 5 


时，有 


1 ~h V 


x 


<1， 


一 


2 


x 


< 1， 


所以 ， G 


1+ / 5 


2 


x 


G 


x 


_ G 


与 G 


1 — 


-/5~ 1 

--- X 


一致收敛且绝对收敛，从而 



X 


i - 1 + r^x 


一 1 


1 一 


1 — 




1 + 


，丨 

丄 


5 


x ― 


1 + V 5 


X 2 +••• + 


fi 


x n + ■_• 


1 + 


1 — 


■X 


1 — 


x 2 +…+ 


1 - 


n 


x n +… 


1 + 


1 - 


X + 


1 + V 




2 


X 2 +… 



f / ) 

1 + V 5 

n 

- 

’ 1 — y 5 

n • 

- 

i 2 J 


1 2 

■ 


工 " +…， 


即 


G 


1 



X 


G 


_ 


x 




^ + a 2 x 2 + …+ a n x n + 


n~i 1 

因为 , 

■ 

f 1+ v ^5 "l 

n 

-1 


n M 


_ 

2 I 

1 

(2 i 



，所以 


a x ^a 2 


a n 


是斐波那契数列（证明见上册乂 


_ 
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此结果还表明，当 kl< 


2 


1+ / i " 


时，有 


5 


G 


1+ V 5 


x 


G 


-八 


2 


x 


X 


1 —X — X 


例2 证明： 积分正弦函数 


%* 


r 


x 


0 


sm 亡 


dt 


x 


3 


X 


5 


X 


7 


X 


3!3 5!5 7!7 


+ 


« # _ 


2(-1)” 


x 


2 / 1+1 


« = 0 


iln + l)l(2n -f 1 ) 


证因为，在 （_ oo ，+ co ) 内有 


smx — x 


x 


3 


X 


5 


3! 5! 


_ …+ ( — l) tl 


x 


2"+l 


(2n + 1 ) 


+ 


* • • 


而当时 


lim 


smx 


o x 


1 


，有 


smx 


x 


1 


X 


2 




X A 

* I ■ ■ ■ • • • 


3! 5! 


~h ( — l )' 1 


x 


Zn 


iln + 1 )! 


+ 


• • * 


故上述幂级数在任一有限区间上一致收敛，得 


J 




x 


0 


smf 


oo 




/i = 0 




广 j ： j.2n 

o (_1)n ( 2 n + D! 


dt 


2(- i) rt 


X 


2 n+ 1 


n— 0 


(2n + 1 )! (2n -h 1 ) 


例 3 求下列函数的麦克劳林 级数: 


( 1 ) 


(1 +工）（1 +2 2 )(1 + J ： 4 )’ 


(3) xe 


x 


(2)sin 3 ^： 


(4) 


x 


1 + ^ — 2工 1 


解本例中的函数均可直接或略加变化后利用基本展开式 
展开为幂级数. 

(1) 1 


(1 + ^)(1 + : r 2 )(l + 工 4 ) 


1 — x 


(1 - 工 ）（1 + 工 ）（1 + ^)(1 + ^ 4 ) 
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1 — X 
1 — 工 8 


■MI-W ~ — | - 

2> 8 ” — 


1 + 8« 


/i~0 


^ = 0 




1 — X X s 一 


• # • 


+ X 丨 


1 + 8« 


+ … ， jx | < 1 


(2) sin 3 j ： 


sinx - rsin3x 






n^) 


(2n +1)! 


S(-1) 


11=0 


办 - 


n = 0 


n (3x) 2n+1 

(2^+1 )T 

， + °°), 


(3) xe 


(4) 


S 


n=^0 


x — 2:: 


(— x 2 y 


S(-ir 


>+l 


(— oo , + oo ). 


n= 0 


1 一 X 


2x 


[ — ^ 2 ( — l) n {2xY 


rt = 0 


« = 0 


公 [1 - ( 一 1)”2 卞 ， kj < +• 


n ~ 0 


例 4 求下列函数的幂级数展 开式: 


(1) arcsiruc ； 


(2) arctan 


2x 


(3) 


d cos：c 
dx\ a 


(4) xarctanjc 一 In \/1 — x 2 . 


解 本例可用逐项求积与逐项求导的方法求解. 


(1) arcsinx 


fxr °° 

Lts 


v _ i _ 

Jo — 


dt 


(1 - t 2 )~ l/2 dt 


1/2( —3/2) … （一 1/2 i +1) 


—l) M r dt 




S K 6 n 
2 n ~~* n 


(2n — 1) J 1 


U2n + 1) 


户 + 1 ， |xj < h 


(2) arctan - 2 = 

1 —— x 


arctan - r dt 

l — t z 
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X 


0 


JL 


dt = [ 念 (— m 2,, ]ck 

J 0 = 0 


2 ^(-lr 


(3) 


CQSX —— 1 


X 


ji = o 


S(-W 

« = 1 


2 打 + 1 


x 2n+l ， l：r I < 1 . 


2«-l 


(2n)] 


( — OO y 00 ) - 


d / cosx — 1 
dx x 


iy ^_ZL1 x 2^2 


(4) jcarctanx — In V 1 — x 


« = 1 
Cx 

0 


(2n) ! 


tarctant — In v 1 — 




rx 


arctanidi 


0 


J 


JC 


0 


y (— lr 1 


t 2n 


— l 


n = 


- 1 


x 

飞 


2 


X 


4 


X 


6 


3 - 4 ' 5-6 


.. ••- - 1 ■ ( ■■ 〜 王) 


n —1 


X 


dt 


2n 


(2n —l)2n 


— ■畢 _ 


例 5 求下列函数的幂级数展开式 .• 


( 1 ) 


In (: r+ V^l + 工 2 ) 


( 2 ) 


xsma 


ZT +: 2 

解本例可用待定系数法求解. 


1 — 2 xcosor + 工 2 ’ 


(1) 设7 


ln(x + vTT^： 2 ) 


/ r + 


x k 


^ a n x \ 因为 


rt = 0 




1 + X 


2 


1 — x 


ln(x + %/\ Jr 2 ) 


/I 


x 


2 


所以 （i + x 2 )y = i — x ^ 


=^(1 + x z ) 〉 ； a„ 




nx 


« — j 




1 — x > } a tl x n 


n 


n —0 


即 




2a z x + 

，i + 2 (” + 1 ) 十 (n — 1) ~]jr ri 


n^=2 




1 — — > ] a ti ^ iX n , 


n^2 


比较系数，得 


a 


0 


1， 2 a 2 


a 0 , 3 a 3 + 


a M Aa z + 2 a 


a 


« 
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由 }(0) = 04a。 = 0 得 

<^2n = 0，= 


2 4 

3 5 


2«+1 


- l) rt 


(2n)! ! 
(2n + 1) ! 


从而 


2(- i) tt 


« = 0 


(2n)H 
(2n + 1)! ! 


■ 2 /t+l 


， _ 1 X ^ 1* 


(2 ) 设 y 


jrsmot 


1 — 2 xcosa + X 


，则 


n = 0 


j ： sina= (1 — 2xcosa + x 2 ) ^^a„x n 

n = 0 

=+ a Y x + a z x z + a 3 :r 3 + … 

— (2a 0 cosa)x — (2a 1 cosa)x z — (2a z cosa)x z -f- 

+ a 0 jr 2 + a x x z + •"• 


比较等式两边同次幂系数，得 

a 0 = 0, ^! = sina^ a 2 — sin2a， …，^ 

这里利用了三角恒等式 


smna , 


sin(n 十 l)a = 2sinacosa — sin(n — l)a, n = 2,3，*' 


所以 


j：sina 
—— 2^：cosa 


=josina + «r 2 sin2a + "• + x n sinna — ^^x^sinna. 

例 6 求下列函数的幂级数展 开式： 

arcsinj ： 

(1) ln 2 (l — x )； (2) ； 

1 — x 2 

(4) e 加 sa cos(jrsina) ; (5) ln(l - 

解 本例可利用幂级数的运算求解. 

oo 

(1) 因为 ln(l -^:) =- 2 - 1 <1<1，所以 

n^l n 

I **3 2 

In 2 (1 — :) = I - x —————… 

\ ^ ^ j 

• 165 • 





(2 ) 因为 arcsiax = x 




+i 


十 1 


k) 


(n + 1 ~ 是） V +1 

w + 1 —— k) 一 

_+±n 

-k) s 


卜 1 — k 


.rt+1 


•rt + 1 


,« + l 


+ … + — — ； ~7 ， 一 1 ^ 1* 

n j n ~r 1 

+ y (加一 1)!! 2 « +1 ，| 工 j < 1 ， 

十々 2 rt _ n(2n + 1) 










sin(w7r/2) ( sin[(n — 1) 兀 /2] 


n 


Oln\ 



1! (n — 1) ! 


肇争 《 




2 2 


,sin(7r/2) 

+ (n-l)TlT ，X 

n ~ l sin[(n — 々）丌 /2)] 


n 


0 


k l in — h )] 


x 


n 


n 


°o ― #1—1 

备-名 kl(n — k)\ 


. in —— k)nlx n 

sin ---— 

2 」 n! 


OO « — 1 

S S 

n=\ u k = Q 


C^sin 


in 一 k)n 


x 


n 


n 


而由三角公式与棣莫弗公式，有 


1 



7T . . * 7T 

cos — + ism — 

Li u 



n 

L 



2cos 2 + 2isin 尽 cos — 
4 4 4 


FI 


2 n/z \ cos ^ + isin 


rm 


又由二项式公式与棣莫弗公式，有 


1 



K t . 7T 

cos — + ism — 

Li Li 


n 


GI cos S + isin 吞 + … + C n n ~ z \ cos ~ + isin n 


\ 


丌 


+ C n n ~ l cos — + isin 


7T 


2 


+ CI 


比较两式的虚部，可得 

gc*sin 


= 2” 〜 in 竺 . 


0 


oo 


从而 


.X 


e^sinx = 


22 n/2 sin 


nn x 


n 


參 


n 


n 


(— °o, + °°)* 


(4) 由于 e ^^ YosCxsma ) 是复数 


+ 

0*^ ^xCco^a+isinir) 


的实部，故有 


e 




« = 0 


n 


e 


x 


'°) n = 2 ^] elna = 2 (cos/m + isinna). 


n = 0 


n^O 
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比较上式两边的实部，即知 


e^^cosCxsina) = 


0 


cosna 


n 


x n (— 00 ， + 00 ), 


同时可得 


e^^sinCxsina) 


2 


# 1—0 


sinna 


n 


X n (— oo, 十 00), 


因为 


(5) ln(l+jr+j ： 2 +:r 3 )=ln(l+j ： )+ln(l+:r 2 )， 

00 n 

ln(l + x ) = ( — l )' 1 ^ 1 —? — 1 <1 工 < 1 ， 

rt — 1 

in(i + x 2 ) = c — xy ^ 1 — > — i < 工 < i ， 

n 


n 


故 ln(l + x + x 2 + 工 3 ) 


S (-1 广 1 


n 


X 

n 


n 


T! (- i) 71 


-1 


JO 


In 


jLJ 

n 


n 


2(- 1 广 


00 


m 


m- 


m 


00 

2 (- i)[ m/2] - 】[1 + ( - ir] 


X 


m 


m 


m 


S 


- lr— 1 + ( — d^-iq + ( _ ”,] 

m 


x 


m 


m: 


例 7 求 secx ，tanx 和 1 


x 


e J — 1 


的麦克劳林级数， 


解 （1) secx 是偶函数，幂级数只含偶次项，即 


E, 


secx = £ 。+ 万工 


^2 


工 4 — 


_ ■ • 



E 


n 


x 2ti + 


(2 ”）！ 


_ ■ _ 


由于 secxcos:c = l 和 cosx 的展开式 


cosx 


1 - 


X 


2 


■4 


X 

--- ^ *- ••攀 


4! 


+ ( ~ 1 y 


JO 


In 


( 2 n) 


+ 


# _ # 


故 


由 


£ 。 +1^ 


E 2 


+ ••• 


2 


x 

1_ 2T 


x 

4 


4 


1. 




E 0 

r\ _^ 

I I 11 1 ， 

， 2! 2! 2! 



E> 


0, 


解得 


£ 0 == 1, Et = 1, E: 


， £ 3 = 61， £ 4 = 1385, E 


50521 ， 
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系数民称为欧拉系数 . 

(2) t an ： r 是奇函数，幂级数只含奇次项，即 

T . 


tanx = T x x ^ r 3 + 

o ； 

由于 tan:c = sinxsecjr ， 故 

3 „5 




I . ■ • —— 


(2^ - 1)! 


x 


2/t—1 


+ 


■ ■ t 


X 


X 

3l 




X 

57 ~ 

… H 

E 0 

! 3 t 

t 3 , 

5 + 

工 3 + 

~x 

5! 

[E, 

E 0 

\ 

• 

12 !- 

3! 

> 

J 

1 ， t 2 

= 2 ， T 3 


Er 

2] 


工 2 + + 


• • • 




由了 *i = E 。 ，了 2 = 3! 


解得 7> 

系数 T , 称为正切系数. 

oo 

(3) 因为 # = 2 今，则 


5! 


E 


2 


4! 2!3! 



Eo 

5! 


16,7\ = 272, 


e x - 1 


x 


1 



« = 0 
X 



X 


2 


3! 


+ 


• • • 



x 


n — 1 


n 


+ 


* • * 




x 


n — l 


n 


n 


设 


x 


e" - 1 


/?o 



A 


X 



A 

2! 


c«o 


x 2 + 




S 

« = 0 




则 


1 


X 

2 ! 


x 


2 


3! 


+ 


• • « 


/?0 + ffx+^ + 


A 


ft * * 


L 


比较同次幂系数，得 


A) = 1， A = _ ~?r ， P 


2 


，卢3 = 0, /?4 =— &，"•• 


当 时 f y?2ft+i ~o* 

凡 = ( _ 1)— 称为伯努利 （ Bernoulli) 数，有 




， B 2 


， B 3 


，尽 


， B 5 


30 7 。 42， 4 30， > 66, 

例 8 将下列函数在指定点展开为泰勒 级数： 


( 1 ) 


: r 2 + 4x+3 ’ 


工0 = 1; 


(2)ln 


: r 2 + 2*r+2 


工 0 = 一 1 ; 
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(3) In 


x 


1+x ’ 


Xo = 1 f 


(4) ^o = 2. 


解展开 /Or) 的幂级数时，首先要将 /(d 变形，使之岀现 
( X — : C 。） 的因式.一般利用已知展开式展开，特别要注意对收敛区 
间的讨论. 


( 1 ) 


X 1 +4 ：r +3 O +3)0 +1) 


2 


X +1 X +3 


2 


Si r+(x -D/2 一 i • 1 +( 工 -D/4 


4 




n =0 


X —1 


n 




n =s<) 




n=0 


2 


n+2 


Zn-^ 


Or — 1 )” ， 


由 


X — 1 
2 


(2) In 


< 1 和 


工 一 1 


工 2 + 2 了 + 3 


< 1得，收敛区间为 （一 1,3). 


In[l + (^:+1) 2 ]= -— — (jr+l)^, 


n 


n 


由 一1<0 t +1) 2 <1 得，收敛区间为 （一2,0]. 


(3) In 


x 


1+x 






Inx — ln(l +:r ) 

ln [ l + ( jo — 1)] — ln [2 + ( x — 1)]， 


因为 ln[l + (x — 1)] = D n_1 ^ ~ , 0 < x < 2, 

n 


ln [2 +( x - l )] = ln 2 + ^](-1 )^ ] — - ~ 1 ^ , -10<3. 


故 In 


x 


1 + x 


ln2 + 2 (_ 1)n 


+i 


n 


n 


1 - 


2 rt 


(x — 1)' 


由 0< x <2 和一 1 <： r < 3 得，收敛区间为 （0,2]. 


(4) 


x 


2 + Cr — 2) 2 1 + U - 2)/2 






工 — 2) 


« 




2^ 


n = 0 
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由 |： r _2| <2得，收敛区间为（0,4). 

例9将下列函数在指定点展开为泰勒 级数： 

(1) cosxj x 0 = n/Ai (2) cos (2 j :+^/4) ? x Q — Oi 

(3) -^ln 1 士 : + 音 arctanj ： — x ， x 0 = 0* 

解 解法同上例. 

(1) cosx =cos C?r/4 + ( x 一 7r/4)] 

=cos(7t/4)cos( x — 7t/ 4) —sin(:r/4)sin( x—n/A) 


/2" 


2 (— 1 ) 


/t= 0 


O — 兀 /4) 
~(2n)7 


In 


-艺 ㈠ ) 


„ (x —tc/4) 


2«-l 


« = 0 





一 （一 +1)/2」 
u «— 0 71 


丌 


JC 


n 


(—oo, +oo). 


(2) cos( 2x + tt/4) = cos(7t/4)cos2j: — sin(7r/4)sin2j ： 


/y 

/y 


u 


2(- n ” 觀-坌 


n 0 




n = 0 


(2 工产 1 

(2n — 1)11^ 


艺(- 1) 


«C« + l)/2 


6 X 


w = 0 


n 


oo ， + oo). 


(3) |ln 卢 

4 \—x 




arctanx—j ： 


T In(l+^)- T ln(l-x) + - arctanx-x 


4 




n 


rx 


o 




1 + t z 


X 


X 


2 rt + 1 


S^n + tj 


rx 


o 


^ (一 1)-^ _ x 

71 — 0 


2 ^n + j ^ ( ~ ir 


X 


1 

A 4 " + 1 


X 


4fl+ 1 


-1 ， 1 乂 
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例 10 将函数 / Cr )= ln ： T 按分式 


x—\ 

x + 1 


的正整数幂展开成幂 


级数. 


解当 X #-1 时 ,lnx = ln 


■ 

i . x — 1 


(’ X — 1 



1 + 

i x+1 j 

\ 

1 - £ 



因为 


In 


1 +以 

r -— 


U 


U + —w 3 + ~u s + 


攀 • * 


U 


< 1， 


所以 1 ilx = 2 


工 一 1 丄 1 

J+ 'i 十 T 


(^ — l ) 

+ 丄 f 


5 


X — 1 
工+ 1 


嘛#番 




2S 


71—0 


2 n + 1 


工 一1 ' 2rt+1 
1*^+1/ 


由 


x—\ 

: r +1 


<1得，收敛区间为 （0，+ oo ). 


例11将函数/(1) = ^=按分式:的正整数幂展开成 


v^l + 


X 


1+1 


幂级数. 


解 fix ) 


X 


1 + X 
X 

1 +工 

X 

1 + 2 
X 

1 + X 


vl + 


1 — 


X 


X 


X 


1十文 
— 1/2 


1/ y 1 — x/{\ + X 


丄 


X 


(用 （1 +工穴的展开式） 


1 


Iw . 


n 


s 


n 


(2n — 1) ! ! 

[X 

_) 

71 "" 

(2^)1 t 

i 1 + 

JTj 

■ 

yi 一 1)!! / 

X \ 

, n+1 

C2n)\\ [l 

+ 工 j 

! 

攀 


由 


X 


<1 知 ，工 >_1/2,而: r = — l /2 时，级数条件收敛，故级 


1 +工 

数的收敛区间为[—1/2 , +oo 乂 

幂级数常用来求极限，计算积分，证明不等式或等式，作近似 
计算等，以下通过例题来讨论幂级数的应用问题. 


例12求极限 lim 


n 


n 


—+ ^iH - ^ 丨 ， a>1 - 


解设 


•v 

Six) = ^^nx n j jx I <C 1, 


ft 
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S (x) = x^^nx n ~ l 




(1 — 工） 


3 ， I 工 I 1 * 


因为 Oi ， 所以 1 A< 1 ， 从而 


即 


V — 


(1 - a) 


， a > 1. 


lim — + — + ••• + -^7 = lim 5 tt = — ~ - ~^ 

n-^oo Cl d d j fl 一 oo (1 H — a ) 

例 13 利用函数的幂级数展开求下列 极限： 

( 1 ) limw [\n(n + 1 ) — lrm ] ； 


(2) lim 


工 ― 0 


- arcsmx 
sin 3 x 


■ -i \ - 

(3) limn x — x 2 ln 1 H - # 

poo L x _ 

解 （1) 先求 In a:[\n(x 十 1) — lnx ]* 


X—^oo 


lim:r[ln(x + 1) — ln*r] 


limiln 1 H - 

x-*oo OC 


lima: 


lim 1 




^[ S (-1)” 

1 1 

籲 ——— _ _ 聲 

3 x z I 


n 






_ 


_ ■« 


所以 


— I t 


(2) arcsinx 


lim” [In (n + 1) — ln”]= L 


V ^ 2n ~ 1)! 1 户 
h ° n n\(2n + ir 



( 见例 4(1 ))， 


sin 3 :r 


2(-ir 


fl =S 0 


(1 - 3 ZH ) 

~(2n + 1)! 


见例 3(2)). 


代入 工 ，即得 


_ 
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X — X 


lim 

x-*0 


x — arcsinjc 


3 




sim 


lim 


(2n - 1)1! 

^ 2^1(^ +1) 


x 


2 朽 + 1 


3 


S (- i )” 


(1-3 


Zn 




C2n + 1 ) ! 


x 


Zn+\ 


JT 3 十 


* • « 


lim 

jc-^O 


攀 


4 




1 -(- 8 ) 


x 


3 


» 鲁 _ 


(3) lim 




x —: t 2 ln 


' 1+ -/ 


lim 


x- 


ii 

工 一 ？^)( —1)” 一 1 


n 


x 


n 


lim 


x—^co 




工一工 n 丄 +”. 

L 5 x 


-1 


例 14 讨论 C 为何值时，以下不等式成立. 

+ e _ : < 2 e fJf2 , x { — oo ， +oo) 


解 因为由 e 


x 


X 


可得 

fl = 0 


e: + e 


x 


2 S 

ji = 0 


X 


In 


(2n)\ 




Zn 


#i = 0 


2 n n\ 


'/2 


所以，当 c > l /2 时，有 e '+ e — z <2 e xV2 . 
反之，因为 


0^ lim 

x^O 

=lim 

x-^0 


ex' 


(e J + e~") 


2 


Zx 


2(1 + cx z + …） 一 2(1 + x 2 /2 + •*•) 


2x 


2 


C 


故，当且仅当 1/2 时， e * + < 2 e ^ z 成立. 


2 • 


例 IS 证明： 对每一正整数 I 级数是 e 的整数倍. 

n= 1 • 

证设 / U ) =文)七 〆，则所求为/(I). 

n l 
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因为 2 ^ X n 在（一 00 , + 00 ) 内收敛，可逐项积分，故 




k 


/(x) = —x n ~ l 




n 


n 


xf x (x ), 




^ ^ n k ~ l 

|/ 1 (od,= 2^r 




X = X 


00 k~ 1 

n 

> , - x 

^ n\ 


/i — 1 


xf 2 (x ), 


n 


1 〜心)， 


而 

于是 


f k (t)dt 




0 


2" 

n — 1 


n 


n ! 


e x - 1, 


f (jo) = j: (… (x(jo(e x — 1 )’）’）’."）'， 




去次 


即 /( X ) =/^(：2：)^，尸 *( X ) 是 J ： 的整系数多项式_所以 

2^ = /(1 ) = ^ (1) . e . 


n 


这里， h ( l ) 是整数. 


例 16 已知当 a > l 时， 


「1 


dx 


证明： 


x 


In 


dx 




1 /l 




x 


(2n — 1)! ! 


兀 ， w = 1 ， 2, 


■ 畢 ■ 


证将已知等式两边按 1/ a 的幂次展开，有 


v 


dx 


(a — x) vl — 


x 


a 


dx 


7T 


- 1 (a — x) \/l — x 2 \/ a 2 — 1 


1 (1 — x/a) %/ 1 — x 


n 


a 


j 


、、： T 


n 




dx 


x 


iv 

a 

« = 0 


cf 


X 


n 


dn 


1 vT 




X' 


2 

M = 0 


n 


a 


2«+l 




In 


- 1 -/! 


dx (奇函数积分为零）. 




这里，2 f 

rt = 0 ' 


n 


vl — 


关于： r 在（一 1，1) 内闭一致收敛，故 


x J 


_ 
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v 0 , 6 ] c (— 1 , 1 ), 级数在 |> ，幻上可逐项积分.其中 4 收 

* 1 0L 


/) = 0 


敛， 


S 


/I — 0 


n 


x 


n 


a vl 


d^: 




x 


< k ( 有界），依阿贝尔判别法，级数 


cT 




X 


n 


a vl 


dr 关于 G [― 1 ， 1 ] — 致收敛 . 取极限，即知 


x 


等式合理 . 


7T 


a 2 ——1 


7T 


a 


1 - 


a 


1/2 


oo 

丌 

71 = 0 


(2n-l) 
~~ 2nl\ 


a 


In 


2 


n = 0 


(2n - 1 )!! 


7T 


2n 


2« + l 


a 


比较两式同次幂系数，即得 


ri 


x 


In 


1 /\ — 


dx 


x' 


(2n — 1 )! ! 
~ (2n) \ !~~ 


(« = 1 ，2,…）， 


例 17 


解 


计算积分 


lnx 




1 — X 


dx 




n 1 - 

J 0 1 


x 2 + x 1 


ln^rdx 




x 


Inxdx + 


0 




x 


z 


0 


1 — x : 


lnxdx 






1 




0 


y jX^lnjo ) dx, 


n 


因为虽然在 [ 0 ， 1 ] 上不一致收敛，但在 [ 0 ， 1 ] 上可逐项积 


n 


分 . 事实上，在（ 0 ， 1 ) 内，文户 lax 为等比级数，有 


’ X 2 


S(x) — s 


1 — X 


2 


Inx y 0 〈 x 1 ， 


0 , 


x 


故 S( 1 _ 0 ) ： AS( 0 ) ， 级数不一致收敛，而 
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R n (x) = 2 工 2 ” n : 

jt—1 


x 




1 —— X 


2 


ln:r * m2n 


x i 


x z \nx 
1 — x z 


在 （ 0 ， 1) 内有界，即 \R,U) |<Mz 2 ”， 从而 




< 


R„( ： z) dx ^ M 




0 


M 


n ， 




x^ n 3.x = 一 

0 2n + 1 


0, 


所以 


lim 


n 




R n (x)dx — 0, 


0 


广 1 


lux 


o 1 — 工 


dx= — 1 + 2 


n 


x Zn lnxdx 


0 


_ 1 — 〉: 


U (2n + l) 


-2 


7 ) = 0 


(2w + 1) 


2 

rt = o 


(2n + l) 2 * g (2n) 2 


2 


+ 42 


n 


n 


S A + 

T^i n 


十 7 ^ 

n= 1 


TT 


24 


例 18 计算积分 


广 1 


j 


In 


1 —— x 


dx. 


解 In 


1—：r 


ln(l —i) + - ， \x ! <1, 


级数在 kl<r (r<l) 上一致收敛，故可以逐项积分 • 当 x<l 时，有 


广1 


In 


0 1 - 工 

而当： T=1 时，有 




x 


2 


X 


3 


X 


4 




2 2-33 


+…， 


參 


x 


2 


X 


3 



X 


4 


1 * 2 2 • 3 ' 3 * 4 


1 


十 


鲁《 _ 



1 • 2 1 2 • 3 3 


+ 


* _ _ 




fl-ll 

+ 

f 1 11 

■ 

Ck r\ 

+ 

f 1 _ 1\ 

\ 2 j 


{ 2 3 J 


\ 3 4 


+ 


_ ■ _ 


1 . 


依阿贝尔定理，有 
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lim In -- dr 

x-* 1 一 0 J 0 1 工 


^o\—2 




In -- - dx 

1 ——JC 


例 19 证明: 


COSJT 


cos (sinj ： )cos? 2 xdjo 


证 


e 


e cosjr+,sinj = e COSJ [cos(sinx) + isin(sinx)], 


故 


cosx 


cos (sin^:)cosnxd^: 


pjr ix r2n j — 

Re e € cosnxdx = Re cosnx > 


k~0 


kl 


dx. 


而级数 2 ^7 在[0,2幻上一致收敛，于是 


k = 0 


Re 


cosnx 


S |r dj: = Re S 


k~0 


Jt ~0 


k\ 


e lkjr cosnxdx 


Re 2 


= 0 


k\ 


cosnx(coskx + isin 々 jc)dx. 


由三角函数系的正交性，因为 


cosnxcoskxdx 


0j k 幸 n ， 


cosnjrsin^jrd^: = 0, 


所以 


e co&x cos(sinx)cosnxdx = —— 

o n j 
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第九章傅里叶级数 


第一节傅里叶级数展开式 


主要内容 

1 . 若函数 /(daOc) 在区间 [> ，幻上可积，且 

f(x)g{x)dx = 0^ 


则称函数 /Xx) 与 ^(x) 在 [a ，6 ] 上正交 . 

具有正交性的函数系称为正交函数系 . 

三角函数系 

1 ， cosx, sinx ， cos2j: > sin2x ， … ， cosnx^ sinnx， … 

在上正交，称为三角函数正交系， 


cosnxd_r = 0 ， 






r* 


cosmxcosnxdx = 0, 


sinwxsinmdx == 0, 






而 


cos 2 wxdx 


coswxsinnjcdx = 0. 


sin z nxdx = tc 


l z dx = 2tt 


2 . 由三角函数系所产生的形如 


a 


o 


2 



(a„cosnx + b n sinnx) 






的级数称为三角级数. 

若级数+ Sckj + 收敛，则三角级数在整个数 

n=l 

轴上绝对收敛且一致收敛. 

3. 设函数/ ( I )以加为周期，在[― 7 T ，7 t ] 上可积，且在 
[_7 T ， K ] 上对应一个三角级数，即 


/( 工） 


(^nCOsnx + 匕 sinm) , 


则 


n 


f ( x)cosnxdx ^ 


0 , 1 , 2 , 


攀 ■ ■ 


K 


f ( x)sinnxdx ^ 


1，2, 




其中 A 人称为 fix ) 的傅里叶系数，级数称为 fix ') 的傅里叶级数. 

4. 狄利克雷定理若以 2 tt 为周期的函数/在[― 7 T，7T] 上分 
段光滑，则在每一个点: re[_Jt,7t]，/ 的傅里叶级数收敛于/在 
点I的左、右极限的算术平均值，即 


f 灸工 + 0) + fix — 0) 


a 0 



^ ( a n cosnx + b n sinnj ：). 


该定理也可 写成: 若函数/在 [_7T，7T] 上分段单调，且除有限个 
间断点外连续，则其傅里叶级数在区间 [ — 7r，7T] 上收敛，其和函数为 


S ( x ) 




/(:)， 

/( j ： — 0) + /( 工 + 0) 


/( _ 兀 + 0) + /( 丌 一 0) 


x 


是/的连续点 


工是/的间断点 


疑难解析 

1怎样对函数进行傅里叶级数展开？ 

答首先考虑函数的定义区间和是否满足收敛定理的条件. 
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(1) 如果 /Or) 是定义在 （一 oo ，+ cxO 内以 2tc 为周期的函数， 
且满足收敛定理条件，则可直接依定理写出傅里叶级数并确定和 
函数. 

(2) 若函数 /( X ) 定义在区间 [ — 7 T ，7 t ] 或 [0,27 t ] 上，则应理解 
为 / Cr ) 是定义在整个数轴上以 27 T 为周期的函数.即对[― 7 t ，7 r ] 以 
外部分按函数在 （一7 t ,7 t ] 上的对应关系作周期延拓（不必写出）. 
例如， / Cr ) 为定义在（一 TT , XT ] 上的函数，则经周期延拓后的函数是 

7 ( ^ — 7 T < < 7 T , 

\f(x — 2kn ) , (2k — l)?r < jr ^ (2k -f 1)^. 

这个过程在解题时不必写出，然后按收敛定理写出傅里叶级数并 
确定和函数. 

(3) 若 / Cr ) 是定义在（一 7r ， 7T ] 上的奇函数（或偶函数），则 a „ 
= 0 ( 或 6 ,, = 0 )，在连续点上 

°° °° v 

/(^) — ^ 或 /(x ) =警 + Va„cosnx . 

«=1 \ 乙 n^l / 

若/( X )只定义在 （0,7 T ] 上，则可先作奇延拓（或偶延拓）即延 
拓为（一 LTt ] 上的奇函数（或延拓为（一 7 T ，7 t ] 上的偶函数），然后再 
展开成傅里叶正弦级数（或余弦级数）. 

2- 傅里叶级数的实质是否在于积分区间？ 

答傅里叶级数的实质不在于积分区间，而在于所选的函数 
系是三角函数正交系_当改变积分区间时，只要选择不同的三角函 
数正交系就行.在区间 [ a ， 6 ] 上要得到 /( x ) 的傅里叶级数，就要取 
规范正交函数系，如 



此时，相应地有 



/(工） 





nnx . , . nnx 

cos —： - h b n sm —j— 


« 
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其中 a 


0 


I 


rb 


f (x)dx f a 




n 


a 


f (x)cos r ~^dx 


a 


b, 


rb 


/(x)sin Tclr. 


a 


方法、技巧与典型例题分析 


函数的傅里叶级数一般按疑难解析1中所述方法即可求出. 
但在计算傅里叶系数时，要特别注意积分的技巧和对下标„的讨 
论，有时还要讨论傅里叶级和函数的连续性与级数在区间上的收 
敛或一致收敛性，讨论中可用到函数项级数的性质与判别法. 

例1设/(幻=广~^ <0, 

I 1 » 0^X<7T. 

(1) 求 /(X) 的傅里叶 级数； 

(2) 级数是否收敛？是否收敛于 / Or )? 

(3) 级数在（一 7 T ， tO 内是否一致收敛？ 

解 （1) 由傅里叶系数公式，得 


a 


0 


7T 


rn 


f(x)dx 




K 




丌 


K 


dx 


0 


a 


n 


7T 






cosnxdx = — 

o nK 


Sin/27T 


IT 


0 


0, 






K 

sinnxdx 




1 


0 


nn 


cosnn 


K 


0 


nTZ 


[i-(— ir] 


0, 


n = 2m 9 


(2 m + l )7 t ’ 


n 


2 m + 1， 


”2 = 0 ， 1 ， 2 


所以 


/(工)〜 公 


2 


sin (2” + l )： r . 


(2”+ i ) 丌’ 

(2) / Cz ：) 满足收敛定理条件，所以 / Or ) 的傅里叶级数在数轴 
上处处收敛.在[一 7 C ,7 r ] 上 
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I 十 S (2n l l)n sin(2n + l)n 

n — X 

jf ( jo )» x G [―丌， 0] U (0, 丌]， 

ll /2» :r = 0. 

(3) 因为 /(x) 的傅里叶级数的和函数在 （一 Jr ， 7r) 内不连续， 
所以级数在（一 7T,7C) 内不一致收敛 . 

例 2 设 /Or) 是以 27T 为周期的可积函数，在 [— 7T ， 7T ] 上的傅 

里叶级数为 /( 工 ） Y + S (Acosm + &simz:c) ，证明 ：平 移后的 

； i =1 

函数 /U + /z ) 的傅里叶级数为 

DO 

fix 、— ^ ~h y] (a^cosnx + b n sinnjo). 

n — 1 

其中 a n = a tl cosnh + b tl s\nnh , ” = 0 ， 1 ， 2 ，…， 


h n = b u zosnh — a n s\nnh ? w = 1 ? 2 9 


m m m 


rn 


证 


a 


n 


/(x + h)cosnxdx 


—n 
广 ir+A 


丌 


ir+A 


/ {t)[cosnt + cosnh 4* sin^/sinnA^^ 


f- 


丌 


r 


cosnh 


n 


f {Ocosntdt + sxnnh 






rir 


/ ⑴ sin” ， d ， 


4T 


a tl cosnh -j- b tl s\nnh 9 n = 0,1 ， 2, 


类似可得 brj^b^cosnh — a n slnnh , m = 1 ， 2, …. 

例 3 设 /( x )^( x ) 均为可积函数 . 证 明：若 /(— x ) 


，且 fix ) 〜¥ + XI (a«cos”x + ksirmx ) ，则 


2 


7 T = 1 


发（工） 


^0 




+ (a n cosnx —— b tt s\nnx). 


证 因为，对 gCr )， 有 




7T 


g(x)cosnxdx 


if 
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0 


p **, 

g ( x)cosnxdx + gCx^cosnxdx 


i r 

? LJ / (— 


I V 

f)cos/2tdt + git^cosntdt 


f ( x)cosnx — a n 


g ( x)sinnxdx 


所以 


g ■(: r ) sin «: rd:r + g (: r ) sinmd:r 


i r 

L J JT 


I — JV 

t ) sm / 2tdt - f - g ( 一 Osinntdt 


1 

— / (^)^nnxdx = — b n9 

八 一寶 


及 （ X ) 〜学 + 2 (^cosnx — b fi smnx). 

^ n=l 

类似可证：若 / X — x ) = —足(: c )， 且 

CO 

/Or) 〜夸 + J] (a >; cos/7x + b ft s\nnx '), 


则 




_ + Xi ( — a„cos”：r + 6 rt sinnx), 


n ^ 


例 4 设函数 / Or ) 在 [— atc ] 上光滑，证明 ： 

(1) 若 /(— x ) =/( x ) 或 /(rr — jr ) = — /( I )，则函数的傅里 

叶级数是 / Cr ) = — l ) x ； 


(2) 若 /( — JT ) 


/(工）或/<> — x ) = /( JT ) ，则函数的傅里 


叶级数是 /( t ) = 2 6 2,- isin (2 n - l ) x . 

n=l 

证 （1) 若 /(— X ) =/( x ) 或/(兀一 x ) = _/ ( x ) ，则 /u) 
为偶函数 A = 0 ，n = 1，2，"•.而 

2 f K r , x , 2 r 「价 r « n 

… = ^]/ { ^ dxT= irUo fix)dx + L / Cr 叫， 

• m • 





Clin 


丌 


"it 

f { x ) cos 2 nxdx 


o 


2_ 

丌 


r «/2 


f { x ^) cos 2 nxdx 


0 




it/2 


f ix ) cos 2 nxdx 


设 x = 7 t — ，，则 cLr =_ dz ， 于是 


rn 




w /2 


/( x)d 


X 


ro 


/(7 c — Odi 




w /2 


V 2 


/(TT — x)dx, 


0 


ric ro 

f ( x ) cos 2« xdx = — f (tt — ^) cos 2«^ d / 
n /2 J k /2 


1 k /2 


f (n — x ) cos 2 nxd * r . 


0 


所以 


a 


o 


2 

n 


r ^/2 




r 

f ( x)dx 


it/2 


f (tc — x)dx 


*/ 


0 


7 T 


r «/2 


o 


[/( 工） + /( 丌一 x)]dx = 0, 


a 


In 


丌 




Jt/2 


0 


rV 2 


/(^:) cos 2«^： d t r + f (n — x ) cos 2 nxdx 


0 


丌 


r 


ir/2 


0 


\_f ( x ) + / (丌一： r )] cos 2” 工 dx = 0, 


从而 


fix ) = 2 <2 2 «- 1 COS C2w — l ) j ：. 


n 


(2) 请读者自己用类似方法证明. 

例 5 设函数/( X )在[― 7 t ,7 T ] 上可积，证 明： 

(1) 若 V jre [― 7 u ，7 r ]，/( x +7 r )=/(: c ) ，则如-产心-产❶; 

(2) 若 V [—兀， 7 T]，/(*r + 7 T ) = —/( tc ) ，则 a 2 i = b 2i = 0. 

其中 a lt b, 都是函数 / Or ) 的傅里叶系数. 

证 （1) 依傅里叶系数公式 


a Zk-l 


7 t 




0 


/(j ： )cos(2^ — l)jodx + 


K 




K 

f ( x)cos (2^ — Dxdj ： 


0 


\k-\ 


7 Z 


ro 


/( x ) sin (2々 一 l)xdx + 


7C 


rn 


/(: r ) sin (2々 一 l):cdr 


0 


设 x = n — f ， 贝! J < ir =— df ， 于是 
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Jt 

f (jt )cos (2k — 1) 


广 0 


0 


fit + 7r)cos(2 々 一 1 )tdt 


it 


ro 


f (x -\- 7r)cos (2k — 1 


n 


K 

/(x)sin(2 々 一 1 )xdx 


0 


ro 


十 7 i ) sin ( 2 k — 1 




it 


ni 


fix + 7t)sin(2 々 一 l)xdx 




将后两式结果代人前两式中，即得 

^ Zk — 1 = 0， = 0* 

(2) 用类似方法可证. 

X + 2^ —7 T < X <0, 


例6设 f ( x)=i 


n 


X 


x — 0 ^ 


将/( X )展开成以 27 T 为周期的傅里叶级数. 
解法1 依常规方法计算傅里叶系数. 

1 Tit 1 


a 


7 T 


f(jo)d 


x 






丌 


(jt + 2^c)dx 




rn 


xdx 




丌 


x l 


2 丌 x 


] 

0 

x 2 

IT _ 


— 1C 

h J 

o- 


2丌, 


a 


n 


丌 


'K 


f (x)cosnxd 


x 


7t 


1 

丌 


X 

^0 


(x + 2 丌） cosnxd:r + 


K 


71 


xcosnxndx 




smnx 




n 


(x 十 2 丌） 


0 


ro 




n 


sin^^rdjr 


n 


X . 

— smnjo 
n 


IT 


0 




n 


smnxdx 


j 


o 


nn. 


n 


sirmxdjr = 0, 


ic 




TC 


f (x)sinnj：dx 


if 


_ 
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7T 


ro 


(jo - f * 2^)slnnxdx 4 - 


31： 




xslnnjodx 


0 


n 


x -\- 2^ 


cosnx 


n 


o 


It 


+ t 


f 0 


cosnxdx 


n 


X 


+ - cosnx 


n 


7t 


0 


n 


rn 

! cosnxdx 


0 


7T 


_?5 + JL ( _ ir 

n n 




吾 (— 1)w 


n 


故 


fix') = 7r —— 2 ^ 一 sinnx, — tc <C x ^ 7t* 

7 ^i n 

解法 2 利用周期函数特性 (/( O 以/为周期，则 




/( 工 ） d 


X 


a 


与 a 无关），令 Fix) = : r ， 计算傅里叶系数 . 


rn 


a 


0 


7T 


F(x)dx 


广 2 ff 


K 


7t 


F(x)dx 


0 


7T 


^2 k 1 

xdx =— 
0 2^c 


x 4 


2^ 


0 


2 丌， 


a 


n 


7t 


•JT 


F 


广 2* 


— TC 


丌 


F (x)cosnxdx 


0 


丄 

'2 ir 

xcosnxdx = 

1 

X . 

—— smnx 

2 n 

1 

i — 

，2* - 
sinw jrdx 

n ■ 

0 

7 T 

n 

0 

n . 

0 _ 


rn 


cosnx 


2* 


0 


0, 


b n 


丌 


F(x}dx 


rz ^ 




7 T 


J F(x)sinwxdx 


j 


0 


n 




2ft 


jrsinmd:r 


0 


1 


f X 1 

— cosn ^:, 


2* -i 

'2« ■ 

丄 



+ 丄 

cos / ijrdj ： 

7 T 

_ 

^ J 


o n J 

0 ^ 


n 


故 


fix) = 7t — 2 —slnnx^ — n <C x n, 

n 

解法 3 利用函数的奇偶性，记 

X + 7 C , — 7 T < C « r < C 0, 


< p ( x ) = fix ') — 7 t = < 


0， x = 0， 

x — itj 0 < 1 < 丌， 


_ 
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则 pOr ) 为奇函数，先求 pCr ) 的傅里叶级数 • 

= 0， A = 0， 



•K 

(pix^smnxdx — 
J 0 



{x —— n)smnxdx 


故 



x —丌 

- cosnx 

n 




nn 


cosnxdjr = — 
Jo 



沪 ( 工 ） =— 2 

71= 1 



—smnx 

n 


， 


从而 


fix) 


7 C — 


2 / ] — sinnx ^ 
n 


— 丌 < x < 丌 _ 


三种解法求得的傅里叶级数是一致的，但计算的繁简程度却 


不同 ■解法 1要计算六个定积分，解法2要计算三个定积分，解法 
3只计算一个定 积分： 自然是解法3最好•但解法3往往不易想 
到. 这时，我们可以先作出 / U ) 的图形，然后借助函数的图形特 
性，特别是考察函数的奇偶性，选择适当的解法.这样可以极大的 


简化傅里叶系数的计算. 


例7将下列函数展开为傅里叶 级数: 


( 1 ) fix)—X Z y — ； 

(2) /(*r) = 2sin (: r/3) ， — 7t^j ： <7r ； 

(3) /(jt) =e J + l ， 一 7r<rO; 

(4) /(x)= |x| ， 一 兀 < 工 < 丌， 

解 本例的函数是比较简单的.先考察函数是否符合收敛定 
理，是否奇偶 函数； 再计算傅里叶系数，求出和函数. 

(1) / U )-^ 2 ，一7 T < x <7 r ， 符合收敛定理条件，且 /Gr) 为偶 
函数.故 乂 =-0, 


a 


0 


7 t 




x z dx= ^ 


0 


a 


n 


丌 


rn 


x z cosnxdx = —— 
o nnj 


^ 4 V 都 

^ 2 d(sin^) — 


-ir 


0 


n 


因为 /( X ) 在 [—7 T ，7 r ] 上连续，所以 


• 188 • 




2 W A 

fix) = -5- + (_ 1)” —cosnx , — n ^ x ^ 

3 n 

( 2 ) fix 、= 2 sinO/ 3 ) ， —7t^x<7r, 符合收敛定理条件，且 
/( 工）是奇函数，故 a o — 0 ja n = 0 . 


r*r 


b n 


丌 




X 


2sin —slnnxdx 


0 


7T 

2 

丌 

7T 




K 

[cos( 1/3 _ n) x — cos( 1/3 + n) x]dx 


0 


^sin(n — 1/3 )了 sin(/z 十 l/3)x 


w - 1/3 


n 


1/3 


sin(n — 1/3 )tt sin(w 十 1/3 ) 穴 


n 




1/3 


n + 1/3 


IT 


0 


3%/T 


7C 


COSW7C 


COS/27T 


3 n — 1 3 n + 1 




(_ ir 


_ x 3/3 


7T 


3 n 


1 3 n + 1 


一 l) fl 


is yr 


n 


丌 


9 n 2 — 1 


因为关 /u )， 所以 

fix) = 18 (- 1 广 1 — ^ sin n:r ， \x\ < 1. 

^ 9 n ^ — 1 

« 一 1 

( 3 ) /(x)=ei + l ，一 7 r<：r + 7 r ， 符合收敛定理条件•故 


^0 


7T 


*/ 


IT 


IT 


( e ^ + l)dx = - 


e K - e 一 " + 2 丌]， 


a 


n 


7 t 




(e J + l)cosnxdx 


K 


K 




*C 


(e J cos ， 2j ： + cos/2x)d：r 


K 




7 T 


e 


X 


1 , -^(cosnx + nsinnx) -j - slnnx 

+ « n 


K 


K 


7T 


e^cosnTT e~ x cos (— nn) 


1 


n 


1 + w 


2 


(- 



兀 （1 十 w 2 ) 


(e ff - n 




rn 


(e J + l)sin« 工 dr 


rn 


K 


n 


(e x sinna: + sinnx)dj ： 


n 
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丌」 




e 


X 


ff 


\ + n 


(sinnx 一 ^cos^x)dx 


丌 


ne 




ne 


It 


cosnn 




1) 


n 
«+1 


1 + ^ 


cos (— nn) 


n 


K 


e— n ). 


TC(1 十 n 2 ) 

因为 /( —7C) 古 /(7t ) ，且 shrc= (eX—e — K )/2 , 故 

( — 1 )'* 


fix ) 


2 n 


_ 7 f _ 一 TC 

e — e 


2^] + 2 


2 


iy +l n 


丌 （1 + n 2 ) 


㈠ (1 + n z ) 

/i—l 


(e n — e —Osinwx 


(e n — e^ K )cosnx 


1 + 


sh^r 2sh7C ( — 1 ) 7i 


▽ 、—丄 J 

乙' 1 + ^ 

n = \ 


(cosnx — nslnnjo ), 


x 


< 丌. 


7T 丌 

(4) / ( x ) = I I , — ■，符合收敛定理条件，且/(^)是 

偶函数 . 故匕 = 0. 


Ctz 


a 


o 


丌 


xdx 


K 


j 


rn 


a 


n 




7 T J 

分部 2 


xcosnxdx — —— 

0 nix 


j 


xdsinnjr 


0 


rat 


r . 1 1 


"_ 2 

一 1 

(- iri 

xsmnx —— cosnx 

n _ 

■k* 


0 抓 


n _ 


— 4) 


(2 是 + l ) 2 丌 


，々 = 0，1 ，2, 


因为 /( x )= |工|在[— 71，兀]上连续，所以 


fix) 


7T 


E 


cos(2w — l)x ， 


X 


tc ^ (2n — 1) 

例 8 展开函数 /( x ) = arcsin ( sinx ) 为傅里叶级数 
解 /Cr) 是周期为 2 tt 的周期函数，化为 

— 7T — X y 一 7T ^ X <C 一 兀 /2, 


^ 7 T 


/O) 


X ^ 

7 T — 


— tt/2 < X ^ n /2 

丌 /2 < ：r < 丌 . 


« 
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显然 ，/( x ) 是奇函数•故 a 0 = Oya n = Q . 


b n — — f (x)sinnxdx 

^ J 0 


2 r r^/2 _ 

—— xsinnxdjo + (兀 一 x)slnnxdx 

兀 L J 0 J ?r/2 „ 

2 「 r*/2 r^/2 

— xsmnxdx + ( —— l) rt+1 jrs\nnj：dx 
^ LJo Jo 

O 「 ir/2 

— [1 + ( — l)— 1 ] xsinnxdx 
^ Jo 



+ ( - ir +1 


xcosnx 



smnx 


n/2 


0, 


n = 2k j 


=w (— l)*- 1 k 

— * - » 71 = - — 1 * 

U izk-\Y^ z 丄， 

因为/(了）在（一⑺， + oo ) 内连续，所以 


1，2"、 


arcsin(sinx) 


丌 9 (2n — 1 ) 


sin(2n — \)x , — oo <^x <C+ 


例 9 将下列函数展开为傅里叶级数 

(1) /( 工 ）= 3 工 2 + 1 ， 


(2) /(:)=〆， . 

(3) / (jt) =7T 2 — 


7C^X<C7t} 


(4) fix') 


bx j 


-7r<I*r^7r ； 
n^x<C0y 


ax y 0<:c<7t, 


解 




(3 工 2 十 l)d:r = 20 2 十 1 )， 


1 1 

a n =—— 


(3 工 2 + 1 )cosno ： d^: 


7 T (3j：2 + 1)sinnj: 


Sjo 


smnxdx 


n n 


xcosnx 


J — 


COS/2xdjC 





n n n 


smnx 


n 


- ir 


12 


n 


n 


b n 


丌 




/ 2 i 、 ， 」 奇函数 

(3x + ljsmnxax — ■- ■ 一. 0. 


if 


故 /( 工） = 丌 2 + 1 + 12 X 


- ir 


n 


n 


cosnx ( — oo，+ oo). 


( 2 ) 


a 


o 


丌 




e 2jc dx = ^(e 2 " — e 一 2 冗）， 


it 


2 丌 


a 


7T 


■it 


e 2jr cosnj ： dj ： 


if 


2tc 




1 


2 兀 


(e 2ir - e — 2 ") + 


n 


- ir(e 


2Jf _ (3 — 


4 兀 


■ 

It 

、 ~ 

e 2jc cosnx 

■ 

+ 

— IT J 

e Zr nsinn：zdjr 

一 JT ■ 

■to 

" . 


e 2jr cosnx 


e 2：1 ncosnxdx 

■ 

~n 。 

— IT _ 


n 


2 


(n 2 -\- 4 ) 丌 


a 


n 


2( — l) n (e 2n — e - 2r 

(n 2 + 4 )兀 


1 

、 . 1 

■ 

冗 1 


b — 

fy ri 

e 2jr sinnxdx = — 

e 2jr sinnj ： 

— 

e 2j /?cos77xdx 

丌」 

2 穴 

丄 

-JT J 

-TE _ 


n 


n 




a 


n 


ir(e 2n — e- 牀 ) 
in 1 + 4)^t 


故 f(r) 


— e — 2 冗 


7T 




- ir 


n 


n 


4 


(2cosnx 一 ??sinnjr 


其中 / ， ^(2" + 1)tt ，n = 0 ， ±l ， ±2, 
(3) /(.r) 为偶函数，故 6„ = 0. 


a 


0 


7C 


(Jt 2 — j： 2 )dx 






丌 2 , 


0 


a 


n 


7T 




r* 




( 兀 2 — x 2 )cosnxdx 


0 


2 . 2 o x sinnx 
— — x z ) - 

丌 n 

4 x{— zosnx) 


* 




n 丌 


n 


Ti 


0 


+ 

o nK t 

4 


IT 


xsinwxdjr 


o 


n^n 


，IT 


jcsirinjodjc 


4( - l ) w+1 


j 


0 


n 


故 


x l 


7t 


2 


4 S 




ir 


+ i 


n 


n 


cosnxj ——丌 < j ： < 丌， 
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若令 j ： = 7 r ， 则由 


0 


3 


兀 2 + 4 S 


(- l ) rt+1 


costm 


2 


n 


n 


兀 2 + 4 文 


( — 1 ) 


2«+l 


n 


n 


得 




7T 


n 


n 


2 


ro 


(4) 


7T 


bxAx + 




K 


K 


rir 


axdx 


7T 


(a — b), 


•/ 


0 


a 


n 


ro 


丌 J 

b 


bxcosnxdx + - 




m K 

axsinnxAx 


o 


7T 


X 



,a 

r 工 - t i i 



H —— 

—— sinnx H- 9 cosn jo 



^ 1 

_ n n - 





— sinnx H - «cosnx 

n n 


(b — a)(l — cosnn) = ^ a [l —(—— l ) 71 ]， 


n 


0 


n'Tt 


ro 


b rl 


7 t 

b 


bxsmnxdx + 


1C 




7T 




axsinnxdx 


0 


•T 


cosnx 


sirmjr 


1C 


兀 

- 

n 



」U 

b 

\ 

丌 ) 

, a 

f 

K 

— 


* COS/2TC 

H —— 


- cosn7t 

丌 

\ 

n J 

丌 


n 


a -\r b 


n 


(- l) w 


+i 


故 


/( 工） — ^) + 2 


[1 — ( — l) fl ](6 — a 


cosnx 


n 


n n 


- ■ 1)：^^+ b } s[nnx , ， 


n 


其中 x ^(2« + 1) tt ，w = 0, 土 1 ，士 2 ， •••* 


例 10 / Cr ) 是以 2 tt 为周期的连续函数，其傅里叶系数为 a 。 


a n ， b n 


(1) 求函数 G ( x ) 




丌 


fit)fix + t ) dt 的傅里叶系数 A )， 


It 


A n ^B n i 

(2) 利用题 （1) 的结果证明巴塞瓦 （ Parseval ) 等式 


丄 

7T 






f 2 ( x)dx 


a\ 


(^1 - bl). 


n 
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解 因为 G (: c 十2^0 


广 IT 




7T 


/( ，） /(2 兀 + 工 + t)dt 


丌 


ric 


/ ⑴ /O + t)dt = G(x) 


所以 G(x) 是以 2tc 为周期的连续函数，符合收敛定理条件 . 


^0 


7C 


rn 


rrc 


n 


fit) fix + t)dt 


djo 


7T 


fit) fix + /)dx 


d , (令 x + 


u 


丌 


广 X 


/ ⑴ 


rir-h ； 


f (u)du 


■+t 


dt 


7T 4 


fit) 


rn 


f (u)du 


dt 


丌 


J 




A 


n 


丌 


rn 


fit) fix + Odt 


cos«j：djr 


7t 




/(工 + t)cosnxdx 


/(Z)ck (令 x t = u) 


7T 




f(u)cosn(u —— t)du 






7T 


fV 


广 JT+/ 


cosntf (u )cosnudu 


1T+/ 


r^+t 


sinnt f (u)sinnudu 






宂 J 


r« 


jt 


a„cosntf (t)dt -\ - 

7t 


rn 


b„sxnntf (t)dt 




<^n + b\ 


同样可得 B , 


7T 


G(x)sinnxdjc = a n b n — a n b u = 0. 


(2) 由题 （1) 得 GCr ) 


^0 


U 凡 coswjt ， 在 G (: r) 中令 : r 


0,得 


G(0) 


7T 


f^A 


尸 ⑴ cU 


A 


0 


S4 


a 


2 


/j (W + 纪) 
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即 


丌 


rir 


Pix)d 


X 


* 


2 00 

夸 + 2 (W 十 bW 


n 


例 11 将下列函数展开为傅里叶 级数: 


r 


(1) /(x)= |sin^:| ； (2) fix) 


7T + J ： 


丌 < 工 <0, 


n—x 


2 ， 




解 （1) Ismxl 是偶函数，故 6„ = 0. 


a 


a 


n 


Z_ 

K 


f* 


It 


simdr 




0 


厂 2 

= - cos: 

_ 丌 


flt 


0 


TC 


n 


7t 




sinnj：coswxd-r 


0 


丌 


rn 

[sin(w + 1 )x — sin (” 一 l)xldjc ^ 1) 

0 


丌 


— cos(rt + l)x , cos(n — \)jc 


n \ 


n —— 1 




0 


r 


7T 


1 — cos(n + 1 )7r ( cos(n — 1)tt — 1 

十- 


n + 1 


Yl —— 1 


(n 2 — 1) 丌， 


〔 0, 


n = 2,4, 


n = 3,5, 


• * » 


Ck 


a 


丌 


j 


sinxcosxdj： 


7T 


sin 2 x 


K 


0 


0. 


所以 /( x ) 


7T 


cos2«r 


15 COS4x - 35 COs6j： 


— OO 〈 < + 


(2) / Xjt ) 是奇函数，故 a D = 0，a,, = 0. 


b n 


7T 






It 


丌 一 X 
一 2 


sinnxdx 


丌 


k — x 


2n 


cosnx 


IT 


0 


2n 


rn 


cosmdx 


0 


2_ 

7C 


争 


n 

2^ 


n 


所以，在[―7?，0]0(0,70上，有 
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/( 工） 


/ , 一 sinnx. 
^ n 


/ Or ) 在 : r = 0 间断，其傅里叶级数收敛于 

/(0 + 0 ) + /(0 - 0 ) 1 




丌 


0 . 


下面我们讨论不是定义在 [—7 T ，7 r ] 上的函数展开为傅里叶级 
数的例子. 

当 / Cr ) 是 [0,7 T ] 上分段光滑的奇函数（或偶函数）时，它的傅 
里叶级数是正弦级数（或余弦级数），但在展开前要先对函数作奇 
延拓（或偶延拓）•所得级数在全数轴上收敛，在 （0， TC ) 内函数的连 
续点上收敛于函数本身. 

例 12 展开下列函数为指定的傅里叶 级数： 

(1) = : r €[0， jr ]， 正弦 级数； 

(2) fix )= x z , (0， JT ) ,正弦级数； 


(3) fix ) 


0， 

丌一 X, 

3 工 /2, 


工 G [0，丌/2)， 


余弦级数 ; 


(4) fix) =< 7t/2, 


工 €[ 丌 /2, 丌 ], 

joE [0, 丌 /3 ]， 

x 6 0/3,2"3)， 正弦级数. 


3( 丌一工）/2， (2 丌/3,兀]， 

解 （1) 作奇延拓，再作周期延拓，故 


a 


0 


0, a 


n 


0. 


b. 


7t 


( 丌 —— x)sinnj ： dx , 




7t 


X 


7T 


2 n 


cosnx 


2n 


sinnx 


K 


0 


n 


故 


fix) — V] — sinnx ^ 0 < x 《丌 • 

n 


级数在 x = 0 收敛于 


— tt/2 + k/2 


0. 


(2) 作奇延拓，再作周期延拓，即考虑 /( x )=: rU | ( — 7 T〈:r 


番 
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<7 C ) 的傅里叶展开，故 


a 


0 ， a„ = 0, 


b n 


丌 




x z sinnxdx 


0 


2 


2 x 

nn 


cosnx 


K 




rn 


xcos/zxdx 


0 




(- l) rt 




n 


rrit 


■ 

n 1 

r 开 " 

xsim?：r 

— 

sinnjcdx 


0 J 

0 — 




i 2n 


1 广 1 f + 孟 [(H 


故 


2 -S 


- l) Ji 


-i 


n 


smnx 


8 sin(2^ — 1 )jo 

冗乙 ' (2n — 1) 


X 2 , 0 ^ X <C 


0 j X = 7T* 

(3) 作偶延拓，再作周期延拓 ，故心 = 0, 


a 


o 


7 T 

rir 


JT 


(Tt — : r)d:r 


n/2 


K 


7Z 一 X 


X 


1 


* 


n 


7T 


k/2 


a 


fi 


丌 


(7C — x)cosnxdx 




2 . 

n 

2 1 

ir 

2 x . 

Sin72X 

— 

-— * — C0^7lX 


-— • sirmjr 

n 

w/2 

丌 n 

n/2 

丌 n 




4 m ¥ 


2 


n 


n 


sin 


L 

mt t — 2 


n c n 


«/2 


iy . + 冬 cos 爷 + 丄 sin 孕 

n L n 2 7i 2 


(— 1)" — cos 


nn 


所以 


/( 工） 


Jt 


E 


sin 


nn 


n 


n 


n 1 % 


( — 1 ) n — cos 


nn 


cosnx ^ 


工 6 [0,tt/2) U ( 丌 ,/2, 兀 ] 


在 ： r = 7 t /2, 级数收敛于 I 


0 


+ Yi 


n 
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(4) 作奇延拓，再作周期延拓，故 “。= 0必= 0. 




r ^/3 


josmnxdx + 


0 


l 2it/3 


ff/3 


丌 


sinnjrdx 




—(7t —— x)sinnxdx 


2ir/3 


n 


r i . 

X 


" /3 . 3 

r l 1 

9 s\nnx 

- cosnx 


+ V 

- cos /2 jt 

in 2 

n j 


o 2 

L n J 


3 


cosx 


n 


1C 


2k/3 


7 C 


sin^x 


n 


x 


n 


cosnx 


2it/3 


n/3 


7 ： 


Zn /3 




nn t . Znn 
sin — + sin 


6 . mt ?m 

S sm Y C0S T 


^( 2 k — 1) 


cos 


(2k — 1 )丌 


故 


/ C -)-|2 <- 1 )^ 7 ^： 


n 


C2n - 1 ) 


cos ^- ir sin(2/2 ^ iu ^ 


0 ^ X ^ 7 C 


例 13 证 明：在 [0,7 t ] 上，有 




cosnjc 


1 




(3 x 2 — 6 nx + 2 丌 2 )* 


h ^ 12 

证将函数 /(： c ) = 3: r z — 67 rx 作偶延拓，展开为余弦级数，故 
b n = 0 . 


a 


o 


I 

丌 


j 


rn 


(3x 2 一 6nx)dx = —— 4 兀 2 , 


rif 


a 


n 


丌 J 

7T 


(3 工 2 — &nx)cosxdx 


0 


3 


1 Jc* 2 coswjrdr — Qtt 


o 


n 

xcosxdx 


o 


2 

7 t 


n 


7 T 


n 


2cosw 丌 


■ 

— 6 丌 

1 

—rCOS^TT - 

i i 

€ 7 



n c 

j 

* 



12 


故 


3 x 


2 




6 丌 ： T = —— 2 丌 + 


12 — ， 


n = 


n 
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即 




n 


cosnx 


n 


( 3 工 2 

12、 


Qnjr + 2 丌 2 ). 


例 14 证 明：在 [0,7 T ] 上，有 

丌 2 ^ 

(1) x(n — x) = — — /； 


cos2w:r 


rt 


n 


z 


(2) x{n — x ) 




7 t 


sin(2^ — 1 ) 工 
^ (2n - l) 3 


证考虑其正弦级数与余弦级数. 

(1) 对/0)=工0—工），0<工<71，作偶延拓，故乂 = 0. 




a 


n 


7 t 


a 


rir 


7 t 




jt(tc — x)dx 


0 


X 


2 x z 


IT 


0 


7T 


x (7 r —— x}cosnxdx = 2 


0 




jrcosnxdx 




0 


2 

7 T 


r « 

I x 2 cosnxda : 


0 


丄 1 工 . 

-jcosnx 一 smnx 

n n 


JT 


7 T 


X 


n 


{ruosinnx + 2 cosnx ) 




sinner 


n 


K 


0 


n 


( — 1 ) n — 


n 


n 


( — iy 


n 


2 


(- 1 ) 


Z 1+1 


- 4 


n 2 (2 n ) 2# 


所以 ，/( x )=: rO _ x ) 在 [0,7T] 上的余弦级数为 


2 

xO — j ") = -f D 


- 4 


(2n) 


cos2wx 


7T 


^ cos 2”：. 


(2) 对 f ( x )= x ( n — x ) , 作奇延拓.故 


a 


0 


0, 


a 


rt 


0. 


bn 


7 t 


rn 


j:(k 一 x)sinnxdx 




7TC 


_ 


7T 




jrsinwj： 


0 


2 

7T 


x 2 sin 2 nxdx 




0 


Tsmnx 


Lw 


x 


n 


cosnx 


IT 


_ 
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7t 


-^ r (2 sinx 一 nxcosnx ) H — %cosnx 
n n l 


n 


0 


益 (— a + A — D ” 

n n 



nn 


[(— l) w - 1] 


8 


丌 （ 2« — l) 3 * 


所以 ，/ Cr )= x (7 r — j ：) 在 [0,7 t ] 上的正弦级数为 


x(tt 一 jo) 




8^ y ^\ 1 

K (2n — 1) 


sin (2 n — l)x 


例 15 利用上例结果证明 


(i) S 


-ir 


-i 


丌 


2 


/i = J 


n 


12 , 


⑵ S 


- 1) 


— j 


TT 


a 


(2^ — 1) 
n —] ^ A / 


32_ 


证令 r = 分别代人 x (7 r —： r ) 的正弦级数与余弦级数， 


可得 


( 1 ) 


7T 


7T 


丌 


7 T 


2 


S 


cos 2 n ( n /2) 


n 


n 


即 


TT 


7T 


_ v 

/ J 




COSWTC 


n 






cx> 


s 


n = 


—1)" 
n 2 


故 


S 


—ir 


n 


12* 


( 2 ) 


TT 


7 t 


K 


CO 


8_ Y ' sin (2« —1) • ( k /2) 

_ i ( 2 n-iy 


n rl 


因为 sin 


nn 


7T 


7 T 


V ' sin (/77 t — tc /2) 

( 2 n - l ) 3 • 


7 t 


sin^Ticos 


cosnnsm 


TT 


— ir 


- 1 


(- I )"" 1 


所以 5 m 

例 16 证 明：在 （0,7 T ) 内，有 


71^ 

32 - 


sinx + 


sin 3^: , sin 5 *r 


• • • 


+ 


sin (2^ — 1) 

一 2 n — 丁― 
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* # • 


1 




十 7 




+ (- 1 )H 


2 n — 


+ 


并求等式右边级数之和. 


证将 /( x )= tt /4 展开为正弦级数，故 


ciq 0» o, n 0* 


b n = — 

7T 




K 


K 


—sinnjrdx 
0 4 


2 


cosnx 


n 


n 


0 


0, 


n 


2 n 


[i-(- ir ]= < 


i 2 k — r 


n 


2 k , 


2々 一 1, 


r/ . ， , sin 3 x ( sin 5 x , 

J ( x ) = sin : H --- 1 - ; - H 


* « _ 


sin (2^ — 1 ) 工 
2 /z — l 


+ 


_ * 導 


在上式中令 x = tt /2, 即得 


丌 


1 — — + —— 
丄 o I (― 


_ ■攀 



(- l) n 


-1 


2/2 + 1 


+ 


«曝_ 


利用傅里叶级数还可以求数项级数的和，就是把所求数项级 
数的押化为傅里叶级数在某一点 的值. 解题的关键在于能适当地 
选择一点（有时还要选择一个适当的函数），使得傅里叶级数的和 
函数在该点的值恰好等于所求数项级数之和. 

例17 在（一 TT ，7 t ) 内将 / Cr ) = Id 展开为傅里叶级数，并求 


级数 t 


和 n (— I )， 1 — 1 各的和 • 


« — 1 


(2«) 

解 /( X )=| x 丨是偶函数，故 ^ = 0. 


a 


0 


丌 


■7T 


xdx 


7 T 


a 


n 


2 

7T 




7C 


xcosnxdx 


( — 1 ) n _ 1 


o 


丌 


n 


因为在内 / O ) 分段光滑且连续，故 


/(x) 


丌 


7C 


cosx + ^cos3j: + 


«番《 


( 2/2 — 1 ) 


2 


COS (2^2 + l)x + 


• ■ « 


鲁 
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令 


S = l 


2 


2 


+ ••• + 7 + 


_ « ♦ 


^1 = 1 



2 


+ 


* ■ _ 



( 2 n + l ) 2 


+ 


_ _ « 


5 


2 


4 


2 


6 2 


+ •_• + 


( 2 n ) 


+ 


• » * 


5 


E 


-1 )叫 


n 


n 


1 一 


2 2 


在 / Cr ) 中令 : c = 0, 有 


一 … + (— ir — 1 士 十 

7V 


» • V 


^1 = 1 + 


2 


• « « 


+ 


( 2 n + 1) 


而 


S Y = S 2 S 3 = tt 2 /8, 

352 — A = 0( 由 \ = 5/4 = + 5 2 )/4), 


得 


E 


n 


( 2 n ) 


2 


5 


5 


2 


2( - 1 广 1 


n 


n 


2 


s 


TC d 

24 ^ 

7 T 2 

12' 


例 18 将 / Cr ) = — . gl+ e 

o . 


级数，并求级数 f - 

•1 — 1 丄 


2 e 

- ir 


e 


K 


在[―上展开为傅里叶 


的和, 


_ + ( 2 «) : 

解八* 37 )是偶函数，故么 = 0. 


a 


0 


2 

丌 


K 


0 


丌 e 


2 


X t 


e 


T 




Tt 


e — e 


n 


dx 


a 


n 


7T 


K 


0 2 


tt e T + e 

■■ 參 _ 


x 


e 




e 


^cosnxdx 


e 兀 一 


JT 


e r cosmdx 


■n 


e'^cosnxdx 




0 


1 


K 


e 




e 


JT 


e cosnn 

~ r 


- 


n 


1 


e —( 一 COS72 7T) 


n 


2 


- 1) 




1 


n 


c 


(— ir 

( T + n 2 y 


i 


n 
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而 


/( - 兀 + 0) +/(7r + 0) 




/⑻= /(— 玎）. 


故 


fix ) 


ir 




— "h ^ I — ^COSWX ，一 7T ^ JT ^ 7T, 

L rt=1 丄十 W 


当取 x =7 t /2 时，有 


TC 

~2 


所以 


2 1 + 2 


- ir 


i 


4 2 + 1 


(2n) 


+ …， 


占 r + ㈤ 


it e K/2 + e 


— */2 


IT 


e — e 


7T 


例 19 将 [0,2 tt ] 上周期为 2： r 的函数 / Or ) 


X 




(2 tt — x ) 展 


开为傅里叶级数，并求出+和 t 

« =1 n~\ 


n 


4 * 


解 


^0 


兀 




2n 


X 


—(2 ^t — x)dx 


TT 




0 




丌 


k 2 ir 


0 


X 


(2^ 


x 


)cosnxdx 


2 


J 


r 2« 1 

xcosnxdx — — 

0 47 T 


r 2 ir 


x 2 cosxdx 


i/ 


0 


n 


b , 


7T 


r 


2 jt 


X 


(2 tt — a:)smnxdx 




o 


1 

xsinnxdjr — — 

0 4 丌 


广 2* 


h/ 


•x 2 sinnj：(i:r = ()• 


o 


因为 /(0 + 0)=/(2 tt —0)， 所以 


x 


兀 2 : 1 

(2^ — x) = — — / —^cosnxj 0 ^ x ^ 2^. 

6 n 6 


令 X = 0 ，得 U 


7 T 


n 


n 


2 


因为 f (2 X - X ) - I = 2 似’逐项积分，有 

， l= 1 


X 


0 


— ( 2 ^ — 0 


TT 


ck 


2 


广 X 


n 


n 


2 


j 


cosntdt ^ 


o 
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解得 — n 2 x - r nx 2 + 


X 


3 


12 


/] -^sinrtXy 0 ^ x ^ 2?r. 
f n 


再逐项积分两次，得在 [0,2 tt ] 上有 


x 


5 


x ? ^ I -L 4 

—— Ti X + —— TCX — 

36 t 48 240 




/ 


n 


4 


sm^jr 

n 


x 


令 : t = 2 tt ， 即得 




90 




第二节以 2/ 为周期的函数的展开式 


主要内容 


• 设/是以以为周期的函数，在[—/，/]上可积，则 


fix) 


a 0 



s 


n 


a' 


nKx . , ♦ nKx 

a n zos - - h o n sm — 


^2 TX.jC 

f (x)cos —7—dj：, n = 0 ， 1 ， 2 ， …， 


b n 


n 


tvkx 


/(x)sin —dr，n = 0 ， 1 ， 2，"' 


2. 若 / 是 以以为 周期的偶函数（或定义在 [_/，/] 上的偶函 
数），则/的傅里叶级数是余弦级数 


/ o ) 〜令 + 2^- 


cos 


mzx 


3-若/是以2/为周期的奇函数（或定义在[—/，/]上的奇函 
数），则/的傅里叶级数是正弦级数 


fix) ~ D^sin 


nnx 
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疑难解析 


1. 讨论以2/为周期的函数的傅里叶级数展开式的意义. 

答在上节中，我们讨论的函数/是以 2 tc 为周期的周期函 
数.但实际上更多的周期函数是以2/为周期的，因此需要讨论以 
2/为周期的函数的傅里叶级数展开式. 

一般地，当/是以2/为周期的函数时，通过变量代换 ： 7 r : r // = 
f 或 x =/// tt ， 可以把/变换成以 2 tt 为周期的函数，再依上节的公 
式展开. 

当/不是周期函数时.如果函数/定义在（一 oo , + oo )内（或 
[—/，/]上，或长度为2/的区间上），则可以引人一个辅助函数/% 
令 r 与/在[_/，/]内相同.然后，将 /* 按周期延拓到整个数轴， 
成为以2/为周期的周期函数.此时，可以在区间[一/，/]上将/•展 
开为傅里叶级数，以满足研究函数/的需要. 

因而，以2/为周期的函数的傅里叶级数展开式的讨论对我们 
研究一般的周期函数与非周期函数是十分有用且至关重要的. 


方法、技巧与典型例题分析 


本节解题方法与技巧与上节基本相同，所要注意的是/的确 
定与傅里叶级数收敛的区间的确定，—定要认真思考 

例 1 设 / Cr ) 是以 2/ 的周期的函数，在区间（_/，/]上，/( I ) 
=工+ UI ,求 / Or ) 的傅里叶级数. 

解 / Cr ) 在（一/，/]上表示为 

/。卜 | 0 ， -々〈 o ’ 

\2x 9 0 ^ ^ 

函数 / Or ) 满足收敛定理条件，可以展开为傅里叶级数. 
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a 


0 


rt 


2 xdx = L ^ 


o 


a 


n 




2xcos ~^dx 


nK 


.nnx 


/ | 

ism . 


一 

L 1 J 


0 J 


sm — i—dx 


n 2 n 2 


[(-ir — 1 ]， 


b n = 


n 


. nKx , 
2xsin — —d^: 




(- 1)^ 


_ 2 21 


o l tl*K 

故 /(了）在（一°°，+°0)内，除 x — (2^ + 1)/ 外，傅里叶级数为 


/(-)= y+S 


n 


21 [(-l) fl -l]cos^ 


_” 2 兀 2 


+ ( — ir +1 — sin ^ 

nn l 




在 jt =(2々 + 1)/ (々 = 0, ±1，…），级数收敛于 

f ( _ Z + 0) + f (/ — 0) l 


2 • 


(1) fix) 


例 2 求下列函数的傅里叶 级数： 

0， 一 2<:< C 0， 

x , O^x^.2 i 

2 — x > 0<:t 〈 4 ， 

工 6 ， 4< 了 <8 ; 

1+COS7TX, —1<^ 工 <1, 


(2) fix ) 


(3) / ( x ) 


(4) fix ) 


0, 


X 


-2 «-l 和 1«2; 


1， 0«1/2, 

1 ， l/2<x<l. 




解 （ 1) a 


o 


xdx 


0 


a 


1 


rt 


「 2 


xcos 


0 


nnx ! 

jdx 


n 2 7 r 2 


[( 一 l )’ 1 — 1]， 


b n 


2 


n 


.nrcx . 2 . 、 

xsin ~^~dx = —— ( — IY\ 
o 2 nn 
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所以，在（一 2,2) 内，有 


/( I ) 




Y + 2 




n 2 n 2 


产 1 nnx 2 ( — 1Y - n 

[(_ IX 1 - 1>0S 飞 - S~ sm j 


在点： r =±2, 傅里叶级数收敛于 


2 + 0 


L 


n 


(2) a 


0 


L 


*4 


(2 — x)dx + 


ra 


4 


(x — 6)dx 


2 工 


x 


2 



4 

[x z n \ 


8-i 


+ 1 

j — 6 丌 




0 

1 2 ) 


4 - 


a n 


4 


rA 、 nnx , 

(2 — x)qos — —ax 


0 


4 


立 sin 甲— 4£ s in ^ 

^7 T 4 4 


0, 


广 8 flTTT 

户 _ 6) cos T d 了 


16 nnx 
cos —— 


n 2 n 2 


o 


+ 4 


l 


4 x , n^x 
—— sm —— 
nn 4 


16 


16 mtx 
cos — — 


n 2 丌 2 


24 . nnx 
一 sin —— 

nK 4 


4 


16 


41 + 


0, 

16 

㈤ ， 


n 为偶数， 
n 为奇数. 




，4 x 、 . n 7 t : r 」 

(2 — x)sin ——dx 


0 


r8 / 广 、 • mtx , 

户 — 6) sin T dx 




nn 


8 nnx 

cos —— 


4 工 mtx 

— cos — — 
W7T 4 


16 . nnx 

sm — — 


n z n 2 


4 


0 


+ 4 


— 4工 nnx 

- cos —~ 

nn 4 



16 . mzx 

sin —— 


n 2 TC 2 


24 nnx 
— cos ― — 
nn 4 


0. 


4 


所以，在 （0,8) 内，有 


fix ) 


16^ 




n 


(3) a 


o 


7t 2 ^ (2n — 1) 
(1 + C0S7Tx)dj ： ■ 


cos 


(2n — 1)70 ： 


x H - sin^rx 

7 T 


一 1 
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n 


a n 


(1 + cos7tj：)cos 
l Z 


. nnjo 
sin—— 


nn 


^sin ^ + 

nn 2 


、丄 

o 



, rm ] 

丌十 * V 


/ 

丌一 

rm ] 

X 

0 乙 J 

0 

L 

2 j 


{ 

2 1 

• 


dx 


2n + nn 


sin 


丌 


nn 


2 开 — /ITT 


sin 


丌 


nn 





(2n _ 1 )?r 2 — (2n — 1 )7t 2 ~ C2n ^ 1) 兀」 


_ 1 ) 一 i 


7C 


(2n — 1)[4 — {2n — l) 2 ] 

i n 


- ir 


— l 


久 = Y . 


(1 + cos7u:)sin 


0. 


因为 / U ) 在 [-2,2] 上连续，所以 


八和音 + 吾 2 


- ir 


一 1 


T^i (2n — 1)[4 — (2n — I) 2 ] 


cos 


(2n — 1 ) 丌工 


(4) a 


o 


ro 


xdx 



-l 


广 1/2 


dx 





0 




n 


1/2 


dx 


ro 


a 


n 


xcosnTcxdjo 


' 1/2 


cosnnjodx 


广 i 


cos ； 27rj ： d:r 


j -i 


J 

1 0 J 1/2 



j ： sin«7rj ： 

0 

1 

' i 

• ! , smnnx 

sirm7cxd：c H - 

1/2 

smnnx 

nn 

—1 

nn. 

-i rm 

0 

nn 


1/2 


n 2 n 2 


cosnnx 


o 


+ —sin 
- x nn 


nn 


U” + !sin f 

n d n z nn 2 


2( - 1) 卜 1 

(2k — l) 2 7t 2 1 (2k — 1) 丌 ’ 


b n = 


ro 


•xsinwJtrcLr + 


1/2 


sinA27Tj ： dj ： 


_ xcosnnx 
nn 

_ xcosnnx 
nn 

(— i)" +i _ 

nn 


o 

-i 

1/2 

0 


0 

ro 




smnnxdjc 


1/2 


cosnna: 

nn 


djo 


cosnnjo 


smnnx 

n z n 2 


nn 

0 


1/2 
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1 — cos ( tik /2) , (— iy — cos inn /2) 


nn 



nrc 


^\ l - 2C0S fr 


故，在（一1，0)11(0，1/2)11(1/2，1)上，有 

/ ⑴ + [(2^ I)V + '(^-~r)n] COs(2n - 加 


E 


nn 


1 — 2cos 


nn 


smnnx. 


例 3 将下列函数展开成傅里叶 级数： 

oo 

(1) f {工 、 = 2+ |x I , — 1 ^ x ^ 1 ，并求 E ^ 之和; 


n 


^ fcos (nnx/O » O^x^.l/2^ 

(2)/ U 0= 展开为余弦 级数. 

10， » 

解 （1) /( x ) 为偶函数，故 ^ = 0. 


^0 


2 (2 + x)dx = 5t 


a„= 2 (2 + x)cosrmjodx 


0 


k i ri 

cosnnxdx + 2 xco&mtxdx 
o Jo 


—5—sin/zTcr H - ^-^cosnTt 

n^n n a 


-i l 

Jo 


n z n z 


[( — l) rt — 1] 




n 2t K z 


0, 


， n 为奇数， 
« 为偶数. 


故 


/(:) = ♦ 


■M 


OO 


1 

) 2 cos(2w 一 1) 丌: c ， 一 
°° •> 


令工= 0,得 


5,= E 


设 S 


1 ^ (2n-l) 2 S' 

S - S 士，则 & + & = w 
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5] + S 2 


，于是 A 






A 


7T 


2 


24 _ 


从而 


2 

/i—1 


n 


Si + S 2 


7t 丌 _ 丌 

y 十 5 = i 


2 


(2) 进行偶延拓，故乂 = 0. 

7/2 

O \ 

<2 0 


KX j 

cos —rax 




n 


cm 


a 


j 


7KX 丌工 


cos — 7 -COS 


dx 


0 


V /2 

( 

1 

2 丌工 

十 cos - 

0 

1 

/ 

t 


dx 


+ 


「" 2 2 丌工 」 x 

cos — —a -r 




a 


fV/2 
0 

ruz 
0 


kx nnx 


COS -7-COS 


dx 


cos 


(1 — n)nx 


cos 


(1 + n)nx 


dx 


n 1 —— n 


sin 


— n)nx 


1 


1 • (1 + n)nx 

—sm -:- 


n 


in 


0 


0 


- 1 ) A 


+ i 


、7 T (4々 2 — 1) ’ 


n 为奇数， 
w = 2 々为偶数 * 


f Cr) 在 （ 0 ， /) 内连续，延拓后在 x = 0jx = l 连续，故在 [0 ，/]上有 


/⑴= 7 + cos 


7 ZX 


L_ rr\ V— 丄， 

K ^ 4n 2 一 1 
« = 1 


— 1)" nz 

cos —rx. 


例 4 设 /(: r ) = 10— 工，5<工<15，/(工 + 10)=/(1)，求/(了) 

的傅里叶级数 . 

解 T = 10, 故 fCz ) 可写为 f (： r ) = —: r ，( — 5,5). 

/(•r) 是奇函数，故 ao = 0,a„ = 0. 

2 


K 


j 


° . 、 . nnx , 

( — ^)stn — ^― ax 




(- 1 ) ,( — ， 


故 


/0) 〜(― i) rt 


10 . 71 % X 


n% 


sin 


n 


例 5 如图 9.1 所示函数的解析式为 
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fix) 


2£ ， 0 ^ x ^ 


E ， r < x < 2 r , 

试展开为余弦级数（取前四项）. 

解进行偶延拓，故匕 = 0. 


a 


0 


2 r\J 


2Edsc 



0 


rzv 


Edx = 3E j 


y 


2E 


E 


o 


图 9.1 


2r 工 


a 


r 


2Ecos ~^dj ： H~ 


l 2r 


p nnx , 

iicos —— ox 



IE ^sin 

n 丌： r 

r 

,p 2 r . nnx 

h tL —— sin 

2r- 

r 

^ nn 

2 r 

0 

nn 2 r 

| r J 


2E . nn 
nr Sm 2 


0, 


- 1) 


-i 


2E 


(2k — 1 ) 丌 ’ 


« 为偶数， 
n 为奇数. 


所以，在 （0， r ) U ( r ，2 r ) 上，有 

3E 


/( 工） 


2E 


Sc - d - 1 ^ 


COS 


n 


(2k — 1) 丌 … 2r 


在 _r = r ，傅里叶级数收敛于 3 E /2, 

例 6 将 /( x)=^c (0<: r </) 展开为周期为2/的傅里叶级数. 

(1) 用函数 F ( x )= o ： (0^ x ^2/) ； 

(2) 展开为余弦 级数; 

(3) 展开为正弦级数. 


解 ⑴ g 


^21 


xdx = 2 /， 


rzi 


a n 


b n 


rzi 


xsin 


0 

n7tx 


hi 


HKX , 

xcos ——dx = 0^ 


0 


dx 


Lx nnx 
—— cos — r ~ 
mt L 


l z . nnx 
sm —r- 


n 1 ^ 


ii 


o 


2 / 
nn 


在 [0，/] 上，有/(2)=尸(:0，所以，在（0，/]上，有 

, oo 

zv 、 / 2 / 1 . nnjr 

/ (工） ~ I — 

在 x = 0, 傅里叶级数收敛于 /. 


a ▽ 丄. 

~ Zj —sin 
7t 二 n 

n~\ 
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(2) 进行偶延拓，故 心 = 0，心 


n 


xdx = L 


n 


a 


n 


nnx ! 

xcos — ^d:r 




o 


/ lx . n'Kx 
— sin ― — 
nn l 


l 2 nnx 
cos ― — 


n 2 n 2 


n z n 2 


[(- l) n - 1 ] 


ro , 

- 4 / 

l n 2 n z 


n 为偶数， 
， n 为奇数. 


所以，在 [0，/] 上，有 


/O) 


4/ 


V 


2 Tt 2 (2n — 1 ) 

(3) 进行奇延拓，故 ao = 0，‘ = 0. 


cos 


C2n — 1 ) 丌 x 


b n = 


n 




rm 


: csm 


X」 

— d 


x 


0 


lx nitx 

— cos — 
niz l 


l 1 . nnx 
sin — — 


w 2 tt 2 


0 


- 1) 


内+1 


nrc 


所以，在 [0，/) 上，有 


fix) =2(-1)” 


+ i 


21 . rtKx 


n 


nn 


sm 


在处，傅里叶级数收敛于零. 


注意三种情形下傅里叶级数收敛于 /( x ) 的区间是不同的. 


第三节收敛定理 


主要内容 


1. 贝塞尔不等式若函数 / Or ) 在[― K ，7 T ] 上可积，贝 IJ 




+ 紀）< 


n 


n 




P(x)dx y 


it 


其中〜人是函数 /Cr) 的傅里叶系数. 
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2 •黎曼-勒贝格 （ Riemann - Lebesgue ) 定理 
[_7 t ，7 t ] 上的可积函数，则 


若/ ( I ) 是 


lim 




/( jr)cosnxdx = lim 




f ( x)sinnxdx = 0, 


3. 若 / Or ) 是 [-7 T ，7 T ] 上的可积函数，则 


lim 


%* 




lim 


f (^:) sin ( n + 1/2) 工 dx = 0, 


/( x ) sin ( n + 1/2) xdx = 0* 


4. 若 / Cr ) 是以 2 tt 为周期的周期函数，且在 [— K ，7 t ] 上可积 
则其傅里叶级数部分和又 Or ) 可表示为（狄利克雷积分） 


S n {x) 




/(X + 0 


sin(n + 1/2)， 


2 sin ( f /2) 


士， 


当^ = 0时，被积函数中的不定式由极限 


I * sin(n + 1/2) / 

2sin(t/2) 


+ 


确定. 


5. 收敛定理（狄利克雷-约当定理）若以 2 tt 为周期的函数/ 
在[—上分段光滑，则在每一点 x 6 [— 7 t ，7 T ]，/ 的傅里叶级 

CO 

数令+ £ ( a n cosnx b n sinnj ：) 收敛于/在点 x 的左、右极限的算 

L «=i 

术平均值，即 


/(X + 0) + fix — 0) 



2 icL n cosnx + b „ sinnx ) t 


其中 a „ ，^是/的傅里叶系数. 


疑难解析 

1. 收敛定理有哪些不同的表述方式？ 

答关于傅里叶级数的敛散性有许多不同的判别法.有些判 
别法，如狄尼条件与李普希兹条件判别法只能保证函数在一点展 
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开为傅里叶级数，而狄利克雷-约当判别法可以保证函数在整个区 
间上展开为傅里叶级数. 

在保留函数 / Or ) 的周期性的情况下，收敛定理可以表述为 

(1) / Or ) 囿变； 

(2) /( a *) 只有有限个第一类间断点和有限个极 值点； 

(3) / Cr ) 可以表示为两个非负递增函数 之差； 

(4) / Or ) 可以表示为两个递增函数之差. 

只要满足这四条中的一条，就有 


S m (x) 


+ (a^cosnx + 6, 』 sin”:r ) ， 


—^ 


/* ⑴ 




[/( 


0) - fix - ())]• 


因为后三条中的每一条都是函数囿变的充要条件， 

因为当 / Or ) 在 [ a ,6] 上有连续导数/( X )时， /' (: r ) 有界，即 
|尸（1)|<於，于是 


sup 2 |/U,) — /(Xy.j) j 
= sup V |/ r (^) j — I < M(b — a), 

所以 / Cr ) 在 [ a ， 幻上 囿变； 若 / Gr ) 分段光滑，则 |>，6] 可分成有限 
多个子区间，在每个小区间上 / Cr ) 有连续导数 / Cz ), 故在每个 
子区间上囿变，即 / Or ) 在 [ a ，6]上囿变.从而有 

(1) 如果 /(J：) 分段光滑，则 SJj:)-*"/* (.r) ; 

(2) 若 /Cr) 是以 2 tt 为周期的囿变连续函数（或分段光滑的 
连续函数），则 /Cr) 的傅里叶级数在全区间上一致收敛于 fix ). 


方法、技巧与典型例题分析 

涉及傅里叶级数敛散性的问题大多是证明题，除了运用函数 
项级数的有关命题外，大多数命题需要利用积分的技巧来完成. 

例1设/是周期为 2 tt 的可积函数，记 
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S„X^c) 


a 


m 


z j ( a « cosn:r + b H sinnx ) y 


n ^ 


^ m (x) 


证明： ( l ) 5 ^( x ) 


⑵ 〜 Cr ) 


m 


[*S 0 ( ： r) + ^(x) + … + S m ^ } (x) J # 


K 


2 k 


/U + ,) ^?LzM72)^ 


2 mn i 


n 

¥ k 


f t ) 


sin (?/ 2 ) 
sin ( mt /2) 


dt ； 


廿丄 sin ( r / 2 ) 

其中 S 0 ( x ') = a 0 /2. 

证 （ 1 ) 利用被积函数的周期性，有 

m 

an 


2 


dt 


② 


5 .( 


X 


2 


X / ^ a n<^osnx + h n sinnx ) 


n 


2 k 


rn 


m 


+ 




/^(^)sin«^d? Jsinwj ： 




COS/?X 


7 T 




ir 


m 


/( 广 ) j + (cos?^cos«、r + sin^^sin?7x) 


7 T 


7 t 


/ ⑴ 


J 


7 T 


n 


^—x 


n — 

m 

\ y 


dx 




+ / j^OSnit — x ) 


n = 


dt 


/(x 十 r) 




it—x 


m 


f+ S 


COS/2T 


n 


dr 


2 r^-x 

2 n 


* —— j- 


㈣ 


2 丌_ 


■W 




sin ( t /2) 

取 /( x ) = 1 ，有 S 0 ( x ) =如 /2 = 1 >则 

丄广 sin(m + l /2 )t 


2兀 . 


K 


sin ( i /2) 




dt ^ 1 . 


此式与式①都称为狄利克雷积分, 


又 sin(m + l /2) t _ sm(m + l /2) tsm ( t /2) 


sin (// 2 ) 


sin 2 (// 2 ) 
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故 


5 m (x) 


2 丌 j 


IT 


cosmt — cos(m + l)f 
1 — cos? ’ 

r, L 、 cosmt — cos(m + 1) 广」』 
fix H- t) -:- 士 , 


it 


1 —— cost 


(2) 由题 （ 1) 的结果，有 

m — 1 

a m {x) = — y]S n (x) 

m 


n 




广 ？ t 


m — 1 


fix "f t) 



cosnt — cos (^2 + l)t 


K 


2tmt y 


Tl 




IT 


N = 0 

sin(m"2) 
sin(r/2) 


1 — cost 


dt 


dt. 


当 /(x) = l 时 ， CF m O) = l ，得 


2mn 



^sin(mt/2 )" 

一 3T 

. s\n(t/2) _ 


dt. 


此式与式②均称为费吉尔 （ Fejer) 积分， <r w Cr) 称为积分和 , 

例 2 证 明：若 /(_r) 是以 2tt 为周期的可积函数，则有 
/(x) ~ S m (x) 

ric sin(m + 1/2Y 


2丌_ 


sin(f/2) 


[2/0) — fix -h t) — fix — ，） ]cl/ 


证由例 （ 1 ) 知 

/(x) — f(x) * 1 


’ (X) 2n 




sin(m + l/2)t 


n 


sin(i/2) 


ck 


n 




0 


f ( 丫、 Sin(m + , 

JK } sina/2) 




而 


5 - U)== ^ ( 


K 


2 兀 


，(州 ) ㈤ 鵠 ， 


" /(X + o S - in - ( - m 

>(x + ,) /2) - W 

o sin(f/2) 


2n 


rn 


t/ 


[/(•r + O + fix - O] ^ 誌 4 /2) 。，. 


癱 
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两式相减，即得 

/(X) — 5 m (x) 


2 丌 


sin(m + 1/2)? 


[2/($) — f (x + ,) — f {x — f)]ck. 


J 


0 


例 3 


sin(t/2) 

证 明：若 /Cr) 是以 2tt 为周期的连续函数，则 

\ima m (j：) = f(x). 


由例 1 知 


〜（工） 


2mn t 




sin(mt/2) 

sin(i/2) 


d , = 1 ，故 


/V 


2^nnj 


/(工 + o 


"sin(m//2) 
sin(//2) 


dtj 


/(x) 


2?nn 


riz 


/(x) 


4 / 


sln(mt/2) I 2 

飞 in( 7 / 2 ). 


dt. 


因为 /(x) 在闭区间上连续，所以 /Cr) 一 致连续，故 V e>0, 
3 々 >0 ,使得只要 U1>A 则对一切： r ， 有 |/(x+0—/(x) 10/2. 

若记 M 为 l/Gt) | 在 [-7T ， 7U] 上的最大值，则 

| 〜 （ JT) — fix) | 


< 


2rnn 

2M 

2niK, 


产 H 


: fOc + t) — / ⑴] 


sin(w?/2)" 


dt 




2M 

Ztnn, 


~s\n{mt/2) 1 
sin(t/2) 


sin(mt/2) 


2 


dt + 


e 


sin(f/2) 
m r sln(mt/2) 


imKj 






sin(t/2) 


dt 


s 


sin(f/2) 


j 


ck ， 


其中 


2m 7T, 



’sin(w//2) ■ 

2 d ,< 1. 


~sin(mt/2) ^ 

—(5 

_ sinO/2) „ 

d < 2m7cJ 

— if 

— sin( ， /2) _ 


di = 1, 



~sin(mt/2) ~ 

2 dt — 


^sln(mt/2) ~ 

J — n 

_ sin(f/2) _ 

CU- J 


- sin“/2) _ 


ck 


< 


ck 


< 


TC 




所以 


I 戊 m (: T )—/( X ) 


ssin 2 (d/2) 〜 sin 2 W2 )， 

2M 



在 n 充分大时，取 w>n ， 就有 


2M 


msin 2 (S/2) 


msln 2 (d / 2)* 


<音，于是 
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即 


I <y,n (^) — /( 工） j <T 氐 /2 + e/2 = £， 

lim^ tt (jr) = fix). 


m m 


本命题称为费吉尔定理，说明收敛是一致收敛的，从而当 


I —f (x) I <C /e/2 丌时，有 


Ctt 


\<y /N (x) — / (jo) 1 2 dx < e — 0, 




n 


例 4 设又 (x) 


心（了） 


^COS^X, <S 0 ( ： T) 


S 0 (x) -h &<>) + 〜+ 5„(x) 


2 


，且 


证明 ：（ 1) ^(x) 


1 


2(n + l) 


n 1 

sin(n + l)x/2 
sin(x/2) 


( 2 ) 


Cn 


^(jc)dx = 7t, 


?T 


证 （ 1 ) 利用三角公式 

2sin(x/2)cos^x = sin( k + 1/2) x — sin( k — 1/2) jt, 


有 


S 0 (x) 


1 = s 比 （ i/2) 

2 ~ 2sin(j ： /2) - 




S n (x)— 1/2 + y^jcoskx 


k 


n 


sin(x/2 ) 十 [sin(^ + \/2)x — sin(A — 1 / 2 ) 1 ] 


sinO + 1/2 ) 工 


2sin(j ： /2) 


2sin(x/2) 


再由 2sin(x/2)sin( k^rl/2) x ^cosksr —— cos ( 是 + 1) 


x 


得 


sin( k + 1/2) x 


coskx —— COS (k + 1)jc 

2sin(x/2) 


n 


S U + 


A =5= 0 




n 


X 


2sin(x/2) 2 [cos^x - cos+ l)x] 

—* 0 

1 — cos(n + l)x sin 2 (n + l)x/2 


2sin(x/2) 


sin ( 工 /2) 


_ 
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于是〜 ( T ) 


5 0 O) +5i(jc) + … ~h S n (jt) 




n + 1 




1_ sin (是 + 1/2 ) 工 

丄 n 上 / sin(x/2) 


2(« + 1) 


0 


1 厂 sinjn 4- l)x/2 

2(n + 1) L sin(x/2) 


2 


(2) 因为原点是 A ( X ) 的可去间断点，所以 A ( X ) 在[― K ，7 T ] 上 
可积.又〜( X )是偶函数，故 

"it r« 

<r r Xjo)djo — 2 <y n (^r)dj：, 


而 

于是 


sin(n + l/2)x 

sin(x/2) 


dx 


(见例 1(1)). 


n 


<j n {^)dx= 2 cr n {jo)dx 


0 


« +1 


o§ 


sin (々 + l/2)x 


sin(x/2) 


dx 


n + 1 f^ J o 


sin(k + 1/2 ).： 

sinO/2) 


da: 


=Y = 

例 5 设 0< a < l ，/( x ) = cosax 在 （一 内的傅里叶级数 


cosax 


sin:ra 厂 1 




cosnx , 


证明:⑴点 = i + 2(-”¥ 


〆 一 n 2 ， 


( 2 ) —— = — 

sinx x 


去 + s(- 以 


2x 


72 2 7T 2 


(0 < J ： < 7T); 


( 3 ) n 


K smx 
0 x 


d 工 + 2 ( 


.f 1 " 2 工 sin j: j 


(4) 


smx 


dx 
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证 （1) 在所给傅里叶级数中令1 = 0,即得 


工 -= 丄 + 2(-ir 


Za 


sman a 


n 


2 

—— n 


cosnx. 


(2) V xG (0， tt )， 令 a = x /7 r ， 则00<1，代人题 （ 1) 的结果， 


化简得 


令 


sm：r x 


+ + s (- 1 广 


2x 


n 


x A 


w 


(3) 将上面结果改写为 


smx 

x 


2<-ir 4^ nx 


n 


X 


n 2 7c 2 


(0 < X < ： r), 


u Q (x) 


U x (x) 


slnx/xj 0 <C x <i n y 

1 ， x = 0， 

2^：sinx/ (x 2 — 7T 2 ) , 0 ^ a: ^ 7t, 


: r = 丌 


( 工） = ( _ 1 


2^sin^x 

~ 9 ? ~ 

X 一 ？2 工丌 


2 


> 2,0 < X < TT ) ， 


则 V n >0, … ( X ) 在 [0,7 C ] 上连续，且由题 （1) 有 


(0 ^ X ^ 7t), 


w = 0 


当乃 >2 时 ，V t6[0,tt ]， 有 


\u n (x ) I < 


2 丌 


n 2 n z — tc : 


丌 n 




1 


OO txp 

M 2 n 2 _ 1 ^ 2 7 < + °°，所以 H 在 [0， K ] 上收敛且一 
71 A …2 n « = 0 


致收敛，故可在 [0,7 t ] 上逐项积分，得 


穴 = S 


rfli 


J1 S= 0 


u n (x)dx 


o 


_K 


smx 




0 X 


dx + (— l) 


It 


2xsirur 


n 


0 J0 Z — n 2 K 2 


d*r. 


(4) 将所给无穷区间上的积分转化为有限区间上的积分的级 


数，得 


r. 


smx 


x 


dx 


ro 




smx 

x 


foo 


dx 


sm：r 


o 工 


dx 




220 








w n 


sin:r 


o x 




r 


h+l)n 


sm 


n 


n 复 


X 


-a 


X 



S 


n 


一 （rt — 


nit 


SlfLT 


X 


dj ： 


j 


K 


sinx 


o x 


dx + 2 


n 


Cn 


0 


sin(^ + nn) 



nn 


a+E 


P sln(t — nx) 


n 


0 


t — nrc 


dt 


n 


smx 


0 JO 


dx + 2 ( ~ ir 


n 


■it 


0 


sirU 


suit 


"1 


t + nn t — nK 


dt 


r« 


sinx 


0 JO 


d:r + ( — 1 


«5= 




0 t 


2tsint 
— n 2 n 2 


dt = tt ( 由题 （ 3)). 


事实上，若将题给傅里叶级数写成 


n cosax 


2 sinan 


n 


acosnx 


a 


i 


TC 


2 


在式中令 JT = 7t ， 再将 CHI 改写为 X ，可得 


cotx 


丄 + s 

工 


X 


n% 


x 


nn 


利用 tanx= — cot ( x — tt/2 ) ，即得 


tana 


S 

n =1 


x — (2n +1 )tc/2 x +(2n — 1 )k/2 


2x — 7t 


可见，利用傅里叶级数的收敛性质，能通过一个函数的傅里叶 
级数得到许多有用的公式 . 

例 6 设 / 在[一 7T ， 7C] 上可积且平方可积，证明贝塞尔不等式 


2 oo 

+ 2 + 紀）< 


n 


n 


71 


f 2 (x)dx 


jr 


成立 • 其中 “ 。， ^ ， 6„0=1 ， 2 ， "0 是 / 在 [― 7T ， 7t] 上的傅里叶系数 , 


证讨论积分 




■1C 


[/U)—S„(x)] 2 dx ， 其中 


S n (sc) 


a 


0 


y^] (a k coskx + b k smkx). 


因为 


I/O) — S n (x) I 


k 

z 


(/(X) - 5 n (^))(7u) - Sj£)) 
|/Cr) I 2 — 2ReS n MfCx) + |5„(^)| 
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Cn 


而 


J 


所以 


由 


得 


2Re5 rt (x) f{x)dx— 2Re 


* 


n 


S n (jo)f (x)djo 


K 


2 丌 


^0 


n 





S 




r2n 


j 


\S n (x) j l dx 


^al 


n 


0 


2 i- 


h 


1 


k 


n 




k 


n 


i+bl) 


2 


ia k 


2 I £,2 




IT 


|/( 工）一 S n {x) \ z dx 


JT 


■1C 


|/Cr) | 2 dr 


^al 


it 


S(i- 


k 


k 


n 


9 



bl)7Z 


—— 2 兀 


a 2 0 


n 




1 — 


k 


n 


(aj + bl) 


'n 


\f(x)\ 2 dx 


na 


rt 


0 


Jt 


+ b\) 


k — 


^ y^jk 2 (a z k ~\~ bl) 


r 穴 


|/( 工） 一 S n M | 2 dj ： ^ 0, 






j 


I/O) | 2 d:r > 


na 


2 

0 


n 


K 


2 


兀 2> i + ⑷—泣 2 ( 

Jt = 1 i = 1 


i u k 


hi). 


n 


当 w 时，有 iimg D 々 2 (a!+6f) = 0 , 故 

rt—►co /2 - ^ 


fff 


丌 J 


f 2 (x)dx ^ 


al 



n 


/j (a^ -p bl). 


n = 1 


例 7 若 U} ， {&} 是正项数列且单调减少并趋向于零，证明 


级数 U (a„cosn:c + 6,,sinn ： i ： ) 在任何区间 — <5 上 


一致收敛 . 

证因为，有 

S rl — sinx + sin2*r + … 


sm/zjr 


sin[0 十 1 )x/2]sin(/z 』 '/2) 


C„= — + cosx + cos2x + … + cosnx 


sin(x/2) 

slnlin -h 1/2 )jt 
2sin(^ ： /2) 


■ 
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则 


s n \< 


sin( 々 /2) 


V ， |CJ< 


1 ^ V 

2sin(^/2) 2 • 


由于 UJ ， {&} 单调减少并趋向于零，且为正项数列，故依狄 
利克雷判别法知，所证级数收敛 . 


由 •，即有 

oo 

R m (x) = ^ ( 心 cos 是 ： c + b k smkx) 


0. 


A = m +1 


令 

则 


R r m (x) = 2 a k coskx^ R rf m (x) = ^ b k sinkx, 

k = m-\-l k 

R f nix) - R f n+p U) 


m+I 


a"+iCOS(« + 1 )x *•* + <a„+ p cos(w -f- 


故 


十 C*„) + + d n j r p i^C n-^rp p- 

n-\- p—\ 


— _ a n^r\C n + 2_J (〜 一 a k+l )C k - 

“n + pC„ + p* 

A = «+l 


\R f ri M - R f n ^x)\ 


[a”+i + (<2„+i a n + 户） + (2 n + 户 ‘ 

V = a„ +1 y 


由 UJ— 0 ,故当 M +1 <e/7 时 ， V n>N 及 />6N ， 有 

|_R’„( > Z > ) — R'„ + p ijr) I <C £. 

由于 W 与 T 无关，所以 ^ w Cr) — 致收敛于零 . 

同样可证尺、 0)— 致收敛于零，从而 7?,„Cr) — 致收敛于零 , 
即题给级数一致收敛 . 

例 8 若 /( 工）是以 2?u 为周期的连续函数，且存在连续的一 
阶和二阶导数 . 证 明： /(x) 的傅里叶级数一致收敛 . 

证因为 /Cr) 以 2tt 为周期，所以 /0r)，/〃Cr) 仍以 2tt 为周 
期 . 


a 


n 


丌 




n 


f (x)cosnxdj ： 


K 


smnx 

nn 


/( 工） 


IT 


IT 


nn. 


rn 


f f (x)sinnxdxj 


ft 
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參 



cosnx 


fix ) 


丌 


f ff { x ^ cosnxdx . 




由 f (工）及 cosnx 的周期性知，第一项等 于零； 又 |/〃 Cr )|< M (闭 
区间上连续），故 kJ <2 MA 2 _ 同理， | 匕 |<2 MAz 2 . 


由 S ▲ 的收敛性知， Si ^ i 和收敛，依例7知， 

«= 1 rt = 1 1 

fix ) 的傅里叶级数收敛，且一致收敛. 

例 9若 / Cr ) 在[― 7 T ,7 r ] 上囿变，证 明：存 在常数 々>0， v 傅 
里叶系数 <2„，乂，有 \ a „\^ k / n ^ \ b n \-^ k / n . 

证若 / Or ) 以 27 T 为周期，在 [_7 t ，7 T ] 上只有有限个第一类间 
断点和有限个极值点，则称函数 / Cr ) 囿变. 

当/(工)是正的囿变递增函数时，有 



f ( x)cosnxdx 




fix ) 


cosnxdj ： 


j 


/o) 

丌 


1 




(sin^7t — sinn^) t 


故 同理 

n n 

由于 /( r ) 囿变，则 / Cr ) 必可表示为两个非负单调增加函数 
之差（见疑难解析2)，即 f ( x )= F (. x )- hU ). 于是 




f { x^cosnxdx — 



_F ( x ) — h ( x ) ^ jcosnjrd ^ 


_ F{n) 

~ 兀. 

cos «： rd：r — 

f 

/K 丌） ^ 

兀 • 

cosnxdjc ^ 

f 

即 

kJ < 

F ⑻ 

n 

+ 

h(n) 

n 

同理 

1 乂丨< 

FM 

+ 

A(tc) 

n 


故可以选出一个常数々，使得 w | a „| ^ n \ b „ \ ，对一切/!成立. 

从而命题得证. 

例 10 设 / Or ) 在上可积，用傅里叶展开式 证明： 
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n 


lim 

n—^ooj 


f (x) I sinnx I dr 


a 


n 


rb 


f { x ) dx . 




证 因为 Isinx I 有一个一致收敛的傅里叶展开式（见第一节 


例 11(1)) 


|sirur j 


7 T 


K 


s 


k 


co^Zkx 

{ (2 kV ^1 


(— co , + oo ) , 


所以 


I sinnx \ 


去 2 


cosZknx 


丌， 7 T ]_ 


7t ^ (2ky — i 
若用有界函数乘以一致收敛级数的各项，则所得级数仍一致 


收敛 • 而 /U) 在 [― x ， 7t] 上可积，故 3 M ， 使得 v K ， K ]， 有 

l/Cr)|<M .于是 


f (x) \ slnnx 


7 T 


/( 


X 


cosZknx 


)_ vV (x) IF^T， [― 以 

ft 1 


致收敛.逐项积分得 


rb 


f (x) I sinnx \dx 


n 


a 


丌 


f(x)dx 


4 f (j ： }cos2knx 


a 


7 C 


因为 


f (x)cos2knx 


a 


Ak 2 - 1 


dx 




s 

M(b 


Ak z - 1 


dx . 




a 


Ak z — 1 ， 


而 s 


M(b — a) 


ik 2 — 1 


收敛，故 



f(x)cos2kn 


x 


ik 2 - 1 


dx 一致收敛 . 


取 M — CXD 的极限，并利用黎曼引理，得 


lim 


rb 


n M 


fix 、 \sinnj ： \dx 




a 


rb 


丌 j 


f(x)dx 


a 




rb 


f {x^)cos2knxdx 


a 


Ak 2 - 1 


兀 J 




/( x ) dx * 


u 


例 11 设 /O) 在 [0,7T] 上有连续导数，且尸 U) 在 [0,7t ] 上 


分段光滑， 




r* 


霣 


Ck 


f(x)dx = 0• 证 明： [/'(x)] 2 d：r > [/(x)] 2 dr. 

o Jo Jo 


证 对 /(x) 进行偶延拓，故 at) =0A=0. 

oo 

/ O ) = y ] a n CQsnx $ x G [0, 丌]， 


n 
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f (jo) =一 y^na n sinnx 9 x 6 [ 0 , 丌 ]. 


n 


由巴塞瓦等式得 


丌 


j 


广 ? t 

[/(:c)] 2 dx = y] a ^ 

o 


n 


K 


■K 


0 


[/ (x)ydx = ^n 2 al ^ 


丌 


\/ U ) Jdx , 




所以 


f (x)ydx ^ [/(^)] 2 d.r. 




0 


n 


it 


0 


例 12 设 / Or ) 是周期为 2 n 的连续函数， 证明: 




(1) Fix ) 


2hj 


•r+A 


( A >0) 也是周期为 2 tt 的连续函数 


x — h 


(2) V e >0,3 A >0, 使得在[一 7 t ，7 t ] 上，有 |/( x )— Fb ) |<c 

(3) V e <0,3 « 阶三角多项式 5„ Cr ), 使得在 [— ltt ] 上有 
1/(^ ： ) — S n (x) I <C2e, 


a 


证设 /( x ) 的傅里叶级数为 f 
对傅里叶级数逐项积分后，得 


ia n cosnx + b Tl s\nnx) ，贝 ！ J 


71 


r 


Fix) 


2h) x - 


: r+A 




h 


a 


+ 12 


n 


a n smnh , b n sinnh . 

- cosnx H - sinnx 


n 


n 


可以由此讨论所证命题. 


下面给出另一种形式的但更直接的证明. 
(1) 作代换 i=T + ： y /， 得 


F(x) 


2 AJ 


广 x+A 


X 


f(t)dt = — ： 

—h 6fl y 


rh 


h 


fix + y)dy 3 


n 


则 FCr + 2? t )= 

= _2 
~ 2 hJ 

故 F ( x ) 是以 2 tt 为周期的连续函数.又 


f 、 工 + 2 叮 + y)dy (fix) 周期为 2 兀 ) 
/O + y)dy — F(x )， 


■ 
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F ( x ) 




2 h 


rx^k 




0 


、 x—h 






0 


由变上限函数性质与 / Cr ) 的连续性知， FOr ) 也是连 _ 函数. 

(2) 由积分中值定理 ，V x 6 [―兀， tt ] 及 A >0, 3 t 6 
\^ x — h ，: r + A ] ，使得 


Fix ) = ^[二:/⑴士 = /(€)• 

又由 /(X) 在（一00，+00)上的一致连续性，V £>0,3 ^>0, 
使得V 工1 ，>2：2eR， 只要 |xi —«3：21<沒，有 

I / O !) — f { x 2 ) f < e . 

取 A €(0, 幻，由 I 乞一 即得 

| FCr ) - /(x) I = \ f ( e x ) - fix ) [ < e (|x| <7t). 

(3) 因为尸 Or) 是变限积分函数，所以 F(：r) 连续可微，有 

f'm ^ f ^± h )~ n ，~ h ) 

所以 F'Cr ) 在[― ; c，7r] 上二阶连续可导， F( x ) 的傅里叶级数—致 
收敛于 F ( x ). 


设只(工）的傅里叶级数的部分和为孓 (_ r ), 则当 6— oo 时 ，V ^ 
6 [—兀， 7 r ]， S *0)： tPCr ). 于是，V e>0,3 «6 N ， 使得 

iFCr) _ 5„(x) I < e ( |x| ^ 7c). 

故 V C >0, 先取定 h ，使得 | F ( r )—/( x )|< e 成立，再取定 ^( x )， 
使得 | FCr ) —瓦 Cr ) |< e 成立.由此两式即得 

|/ Cr ) - S „ Cr )|< I / Or ) — Fix ) I + | F ( x ) — 5„( x )| 

< 2e (|x( < 兀 ). 

连续函数的傅里叶级数可以在一些点上发散，所以不一定收 

敛，更不一定一致收敛•但是连续的周期函数却总可用三角多项式 
—致逼近. 

关于傅里叶级数的应用与傅里叶级数的复数形式，本书将不 
予讨论 • 
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第十章多元函数微分学 


本章先讨论多元实值函数的微分学，而把向量函数的微分学 
放在第十二章单独进行讨论. 

第一节平面点集与多元函数 


主要内容 

— 、平面点集 

1. 坐标平面上满足某种条件 P 的点的集合称为平面点集，记 
作£= { ( x ， y ) I Cr ，： y ) 满足条件尸 }. 

平面点集 Ku)|Oc — 工。) 2 + <^ —称为以点 /\0 r 。， 
: y 。） 为中心的3圆邻域，{(工， 30 丨 lx— ^0 i 称为以 
点为中心的3方邻域.并且以记号 t / OM ) 或不加 
区分地表示这两种邻域或 t /° C 4) 表示点 A 的去心邻域. 

2. 任意点 Z6R 2 与任意点集丑 CR 2 的关系 

若存在点 A 的某邻域《704)，使得^704)(=五，且称4为点集 
£的内点；£：的全体内点构成£：的内部，记作 int £. 

若存在点 Z 的某邻域 C / G 4)， 使得？ 7 M ) D 五=0，则称 A 为 
点集£:的外点. 

若在点 A 的任何邻域内既有属于£ 的点，又有不属于£:的 
点，则称4是集合£:的边界点. 

E C ^ R 2 \ E 是£:关于 R 2 的余集4的边界点的全体构成£:的 
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边界，记 作犯. 

3. 点 A 与数集£中点的关系 

若在 A 任一邻域 C 7° G 4) 内均含有£中的点，则称 Z 是£:的 
聚点.聚点可以属于£，也可以不属于 

若点，但 不是五 的聚点，则称 A 是£的孤立点. 

4. 一些重要的平面点集 

若平面点集£：的每一点都是£的内点，则称为£为开集. 
若平面点集£：的所有聚点都属于 E ， 则称为 E 为闭集.若 E 
没有聚点，£也称为闭集. 

R 2 与0是既开又闭的点集. 

连通（即£中任意两点可以用一条完全在£：内的折线相连 
接）的开集£称为开域. 

开域及其边界构成的点集称为闭域. 

开域、闭域或者开域及其部分边界点构成的点集统称为区域. 

5. 点集的有界性 

对于平面点集£，若存在原点的某邻域 ?7(0， r )， 使得 £(= 
U (0, r ) 0>0)，则称£是有界点集.否则，称£是无界点集. 

E 也可以表 示为： 存在矩形区域 D = i _ a , b ^ Xlc , d 2^ E . 或者 
用点集的直径 sup 来讨论 ：当且 仅当以 £) 为 

有限值时，£:是有界点集.其中 

p(P J f P 2 ) — (xi — -j- (y { — y 2 ) z . 

对 R 2 平面上任何三点 h ，尸 2 ， P 3 , 下式 成立： 

pCPlyPzXpCP ^ P ,) + 〆 /%，尸 3 ). 

二、 R 2 上的完备性定理 

1. 设 {/ UCR 2 为平面点列，匕为 R 2 定点.若 V e >0,3 Ne 
N ， 使得当时，有 PAt / O 3 。）， 则称点列收敛于尸。，记作 

limP „ — P 0 或 P n ~^ P 01 n -* oo. 

2. 柯西收敛准则平面点列收敛的充要条 件是 ： V e > 
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0,3 iVeN ， 使得当时， V 尸 6 N ， 总有 〆 伙， ' o )< e _ 

3. 闭域套定理设 { A ,} 是 R 2 中的闭域列， 满足： 认=)£)„ +1 ，《 
=1，2，." ； 乂 = d ( DJ，Hm 乂 1 = 0,则存在惟一的点 P 0 6 D ri , n — 1, 

ll—OO 

2 ,…. 

4. 聚点定理设 £ CR 2 为有界无限点集，则£在11 2 中至少 
有一个聚点. 

5. 有限覆盖定理设乃 CZR 2 为有界闭域，为一开域族， 
覆盖了 ZK 即 DCLMJ ，则在 { A »} 中必存在有限个开域 A ， A ， …， 

a 

m 

戈，它们也覆盖了 D ( 即 DU A ). 

，■=1 

三、二元函数与《元函数 

1. 设平面点集乃 CR 2 , 若按某对应法则/，£>中每一点尸(工，3；) 
都有惟一确定的实数 Z 与之对应，则称/为定义在 D 上的二元函 
数（或称/为 D 到 R 的一个映射），记作 /:£>■— R ， 尸卜 Z . 

若二元函数的值域为有界数集，则该函数称为有界函数. 

2. «个有序实数组（^，々，…， a ) 的全体称为 M 维向量空间 
(或”维空间），记作 R ' 任一有序实数组(而，々，… ，心） 称为 R rt 的 
一个点个实数 A ，: r 2 ，…，: r „ 是该点的坐标. 

设£:为 R " 中的点集，若按某对应法则/，使得£中每一点 
PC ^，:^， …， x n ) 都有惟一的一个实数与之对应，则称/为定义在 
E 上的 n 元函数（或称/为 £ CR fl 到 R 的一个映射），记作 /：£— 

R ， （々，工 ”… ，工 „) H ►: y 或 ， x 2 , …， 

疑难解析 

1- 内点、外点、边界点、聚点及孤立点与数集 五有何 关系？ 

答 E 的内点一定属于£;£的外点一定不属于£;£的边界 
点可能属于£，也可能不属于£：;聚点可能属于£，也可能不属于 
孤立点一定属于£, 
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它们之间还存在这样的 关系： 孤立点一定是界点；内点与非孤 
立的界点一定是 聚点； 既不是聚点又不是孤立点的点一定是外点. 

2. R 2 上的完备性定理与实数系的完备性定理有什么联系？ 

答 R 2 上的完备性定理是实数系的完备性定理的推广，它们 
同样是二元函数极限理论的基础. 

这些定理的证明方法与实数系的完备性定理的证明方法完全 
相同，仅需将闭区间换成闭区域.因此，本章不多讨论. 

方法、技巧与典型例题分析 

本节讨论两个 问题： 一是平面区域问题与 R 2 上的完备性定 
理.通过概念来认识实际问题，区分实际的平面区域是哪类区域， 
并进行讨论.这需要读者对概念有清晰的认识，能运用概念辨析实 
际问题.二是函数的基本概念，即函数式、函数值、函数定义域及其 
点集形式的讨论与确定.可以利用讨论一元函数的技巧与方法来 
讨论二元与〃元函数的同类问题. 

例1 证明： 邻域是开集. 

证 设邻域为 UU)，A 为 t / U ) 上 任一点 ，则 jA — 糾<& 因 
此，存在正数 A ， 使得 | j — 以丨<沒一.故 V 以下不等 

式 成立： 


|x — a | ^ | — v4 J + i ^4 — a I <C 

所以， xef / Gz )， 即 Z 是 f / Gz ) 的内点.依定义知， C / GO 为开集. 

例2 证明：£为闭集的充分必要条件是£^是开集. 

证必要性 若£为闭集，则因为£:的一切聚点都属于£:， 
从而 V x6£ c ,x 不是 E 的聚点.即存在 f/O), 使得 = 
0，也就是 UU)CZE c .故 E c 是开集. 

充分性 V 任，因为是开集，所以3 t / Cz ) e £ c ，即 
x 不是£的聚点. 故若 E 有聚点，则聚点必属于 £. 

类似可证：£为开集的充分必要条件是是闭集. 
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例 3 证明： 

(1) 任意一组开集的并集 （ U £ a ) 是 开集； 

a 

(2) 任意一组闭集的交集 （ P |£ a ) 是 闭集； 

a 

(3) 任意有限个开集^^仏， …，^ 的交集（|^£,)是 开集； 

(4) 任意有限个闭集 EuE 2 ，…， E m 的并集 （Cl 艮）是闭集. 

|-1 

证要用 到德. 摩根 （ De - Mcxrgan ) 公式,，设 {&} 是若干（有限 
或无限多个） R*a = 2,3, …， 《) 中子集氏的一组，则成立 

( UE a ) c = ( DE a c )i ( f ] E a ) c = ( U £ a c ), 

a ^ a a 

其证明见上册第一章. 

(1) 若 ( UEJ ， 则存在某个 a ， 使得 xeE a . M E . 是开集， 

a 

故 x 是仫的内点， gp ( U £： J 的内点，从而 （ U 尺)是开集. 

a cc 

⑵依德 • 摩根公式， （ n &) c =( u £： a c ). 由于&是闭集，故 

a a 

拉 是 开集. 由题 （1) 知， （ y £ a c ) 是开集，即 （0£ J C 是开集，从而 
( n 五 j 是闭集. ° 

a 

(3) 若 x 6 ( flO ，则 x 6某£,，故存在 （7 (: r ; 反），使得 

/= 1 

U(x ； Si ) CZE a > 可以取5= min (次) ，则对任一 i G = 1，2，…，；?? ） ， 

_ m m 

成立，从而 ： r 是（门 £,) 的内点， gp ( n 瓦)是开集 • 

j=i (― 1 

(4) 类似题 （2) 的证法，利用德 • 摩根公式和余集概念，由题 
(3) 的结论即可 得出. 请读者自己写出证明过程. 

但是，任意个开集的交集不一定是开集，任意个闭集的和集不 
—定是闭集. 

例 4 求下列各集的导集（所有聚点构成的集合），并说明它 
是否闭集. 

(1) £= {{x,y) U 2 +y>2} ; 

(2) E = { Cl/m yl / n ) | m »« CN }； 

• 232 • 





(3) 为整数 }; 

(4) £== { 0,3；) j ： r ，3 /为有理数 }_ 

解 （1) 导集 F = { 0r ， 30U 2 + y > 2 }，£： 是开集 W 是闭集. 

(2) 导集五'={(0,0)}，£不是闭集. 

(3) 导集 E ' = 0，£ :是闭集. 

(4) 导集 P = R 2 ，£ :不是闭集. 

例5下列集合是开集还是闭集？求出它们的内部 Gm ) 和边 
界，并确定是什么区域. 

(1) E = { \ x ^ O , y^O jx -\-\ }; 

( 2 ) E={U jy )eR 2 \y<x 2 )i 

(3) E ~ {( x , jy ) G ' R 2 i — l < Cr 〈 l，_y = 0}. 

解 （1)£是闭集. 

intE = {(: r , jy ) R 2 | jr >0，_ y > 0 ，:c + jy < 1}_ 

3 E = { ( x ,^) [x = 0,0 ^ ^ ^ 1 } U {( x , jy ) = 0,0 ^ .r ^ 1} , 

U { (^c f y) \x y = l ， i>0 ， _y>0 }， 

£是有界闭区域. 

(2) £是开集. int £ = E , a £={( x ,^) b = ^ 2 }. E 是无界开区 

域. 

(3) E 既不是开集又不是闭集 . int £ = ；0. a £-{( x , j ) i ~ l < 
工 < l，：y = 0}.£ 不是区域. 

例6画出下列平面区域，并指出它是什么样的区域. 

(1) {0 ，： y) lx 2 〉}} ; (2) { (jcsj) I， 2 —} ; 

(3) { (^ jy ) ! 1-3^ 1^1}; (4) {( x ， jy)||x 丨 +_ y < l } . 

解 （1) 如图 10. 1( a ) 所示是开区域，无界区域. 

(2) 如图 10. 1( b ) 所示是闭区域，无界区域. 

(3) 如图 10. 2( a ) 所示是闭区域，无界区域. 

(4) 如图 10. 2( b ) 所示是闭区域，无界区域. 

例7画出下列空间区间，并指出它们各是什么区域. 

(1) V ={( x ,^^)| x 2 + y + z 2 <9}； 
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: V 


y 



图 10.1 



: v 


工 y 1 



(a) 


(b) 


图 10.2 

(2) V ~ {{x <>z) \ x z -\~ y z ^a 2 ^ |z 1^6} ； 

(3) V= { ( 工 ，jy , 2 ) I j ： 2 +jy 2 0,2 ： <2}; 

(4) v ={ u^^)lkl + bl + UI < i }. 

解 （1) 是以原点为中心、半径等于 3 的球体，是闭区域，如 
图 10. 3( a ) 所示. 

(2) 是以^轴为中心轴、半径等于 <2、 高为狀的圆柱体，是闭 
区域，如图 10. 3( b ) 所示. 

(3) 是以原点为顶点、 z 轴为中心轴、开口向上的旋转抛物面 
x z + y z = z 与平面 z = 2 所围立体的内部，是开区域，如图 10. 4( a ) 
所示. 

(4) 是以原点中心、八个平面所围成的八面体区域，是闭区 
域，如图 10. 4( b ) 所示. 
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图 10. 3 



(a) (b) 


图 10. 4 

例 8 证明： 点尸是 E 的聚点的充分必要条 件是 ： v ^>0, 

证必要性 若尸是£的聚点，则 V 3>0， U ( P ;< J ) 内有£的 
无限多个点，故 - 

充分性 若 v« e N,t/° ( 尸； ia) n spa p„ e 

u o cp ； i/ n )nE. 这样 ， v ^>o,3 weN ， 使得当 d>i/N 时，有 
U 0 CPil / N ) CZU 0 ( P ； d ). 于是 ， v ” 〉 iv ， 有无限多个 ，使得 

P n et/°(PJ) ， 故户是 £ : 的 聚点 . 

例 9 利用闭区域套定理证明 ：三角 形的中线交于一点. 

证 记带边界三角形为 AABC ， 它是一个闭集 . 

如图 10. 5所示， AZSC 的三中线包含在 AABC 内，三中点 
又构成 △ A 1 5 1 C 1 ，有 △ Z 1 5 1 C 1 C = △儿 BC . 
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三中线的一部分恰为 △次氐心的 
三中线，且三中线两两的交点也是 
A ^ C , 三中线两两的 交点. AA . B . C , 的三中 
点又构成 ，有 △ A 2 jB 2 C 2 C AA ^ C ,. 


S10 5 AA . B . C , 的三中线恰为 △A5 2 C 2 的三中线•如 

此继续，得一闭三角形区域套 
AABC ZD △i4 1 5 1 C 1 ] AA 2 B 2 C z ZD — , 

且有 limA = 0. 因此，存在惟一的点 o 属于闭三角形区间套，点 o 

rt—►CO 

即三角形三中线的交点. 

例10证明有限覆盖定 理：设 £> CIR 2 为一有界闭区域，{么} 
为一开域族，它覆盖 D ( 即 DCUAO , 则在{么}中必存在有限个开 

域 A ， 在，…，丄，它们同样覆盖了 D ( 即 ZXiOa ). 

，=i 

证（仿照实数系的有限覆盖定理的证明）用反证法.设在 
{4^} 中不存在有限个开域在，么，…，4„可以覆盖 D •将£>等分为 
四个子域时，其中至少有一个子域不能被{么}中有限个子域所覆 

盖，记此子域为乃1，且 £3?(Z)i) = -^-^(Z)). 

再将 A 等分为四个子域.同样地，其中至少有一个子域不能 

被中有限个开域所覆盖，记此子域为 z > 2 ，且 dO ) 2 )=^^ a )). 

U 

如此继续，则得到一个闭区域列 、 D n } (w = l ，2, …），有 
乃〕 A 〕 A 3 …，即 D „3 D „ +1 , n = 1,2,..., 

d ( D „) == ~ d ( D ) - ► 0. 

每一个闭域£>„都不能用{么}中有限个开域来覆盖，依闭区域套定 
理，存在惟一的点尸6 At，n = l ，2, …. 但 P 必含于{丄}的某一个 
开域△内 ，当” 充分大时，有 D „ CZA . 此式说明，{4»}中的一个开域 
^即可覆盖，从而与假设下推出的 D / 不能被{么}中有限个开 
域来覆盖”相矛盾.可见，假设是错误的，即在 { AJ 中必存在有限个 
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开域 4 ，么，…，在 《 ，它们同样覆盖了几 
例11 求下列平面点列的 极限： 


( 1 ) 


(― l) rt 


n 


n 2 + l 


n 


71 — 1 


( 2 ) 


解 (1) 因为 lim ^ — = 0 ,lim 


n 2 一1 ’ 
n 


丄 


n 


n 


n 


n — 1 


1，所以 


lim 


— 1) 


Tt 


n 


rt ， 


n 


J n — 1 


(0，1). 


(2) 因为 lim 2 " + 丄 =l，lim 1 + 丄 =e ，所以 

rt^-oo 72 ti "I - X n —cjo 、 yi I 

lim (- 2 △十士 - ， (1 + -Y)= (l ， e). 

rt -oo \n l — n ~h 1 n ) 

这里用到了点列收敛的充要条件（见例 12). 


例12 证明 ：点列 丨 收敛于 PaCr 。，％) 的充要条件 
是 limx rt = x 0 > limjy ,, = y 。• 

►oo 

证必要性 因为 V ^ GN ， 恒有 

\x n — X Q \ < p(P ft ,P 0 ) < £, 

所以 limx „= : r 。， 同理可证， lim % = 3 ； 0 . 

jt-^oo ri—^-oo 

充分性 设 V wGN ， 有 = 工 0 ， 11013 ； ,,= 夕 0 , 则 V £>0,3 N x 

K —co n-^-oo 

GN ， 使得 当是〉从时， U *- x 0 |< e // T ; 同样， 3 JV 2 6 N ， 使得当 

々 时， \ yk ~ yo \ •取 TV = max {7 V \ ， 7 V 2 } ，则当 k〉N 

时，恒有 


\ x k — x 0 \ < e / v 2 > \yk — yo \ < tf v 2 , 

于是， V k>N ，有 ，尸 0 )<e .即 

= P 0 ( a ： 0 , yo ). 


«■ 


例 13 求下列函数的表 达式： 


( 2 ) 


y_ 

X 


s / x 2 -\- y 2 


x 


(: T >0)， 求 /(X); 
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(3) +/( 1) ，且当 : y=l 时 ： =:r ， 求函数 f ， z' 

(4) 之 = 文 + 3 /+/( ： ? ： — 3 /) ，且当 3 ； = 0 时 z = x 2 , 求函数 f ， z, 

解求函数表达式的方法与一元函数同类题的解法一样，读 


者可参看上册中的有关说明. 

= 2 • 1 • y/x 

1+iy/xY 


(1) 小，含 


(2) 因为/ 


3^ 

x 



工 2 +y 


x 1 


/(工） 


_ 2 a _ 

=/(工，）)_ 

' x 2 +y 

V i+ ( 


2 ,所以 

/l + x 2 

* 



(3) 因为当时, 


z = x 


，所以 


/ ( — 1) =之 一 


vy 



X — 1 


= (— 1 )( s/~x + 1 ) 

= (— 1)[( ^fx —1) + 2]. 

于是 /⑴ =Kr + 2) = P + 2f ， 

" = + 工一 1 (利用 /X — l ) = x — l ), 

(4) 因为当 _y = 0 时， 2 = 所以 ，: z ^ sjr + ZXx ) ，即 f ( x ) — x z 

一工.则 

z = x y -Cx 一 y) z — (x _ jO = + (工 一 y) z t 

例 14 求下列函数的函 数值： 


(1) f ( x , y ) = 


arctan(x+3 ; ) 

■ arctanO—3O 


2 


，求 /' 


1+ v3 1 一 v^3~ 


(2) f(x,y) —x 2 j ry , 

解代入运算即可. 


工 : ytan(x/ ： y ) ，求 f(tx ， ty). 


(1) 因为 


1 + 






- v^y 


故 


f 1 + 1 — ] 


2 


2 


k /4 1 3 
^/3 


27 

64* 


(2) f ( tx ^ ty ) ~ (，: r) 2 + ( ty ) 2 — xyt 2 tan ( x / y ) 

= t 2 Ljo 2 -^y 2 ~xytan(jo/y)^\ = t 2 f(x,y). 
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例 15 求下列函数的定义域 


4 

_ 


( 1 ) f (x^y) = — x 1 + Vy 2 — 1 ; 

(2) f(xyy)= /sirKP+y )； 


(3) f(x y yjz)= VR 2 — x z — y 2 —z 2 




(R>r) 


JO 


y 


Z' 


( 4 ) f =arcsin (: r/ 3 ； 2 ) +arcsin(l — y). 

解 一 般需通过解不等式组确定 . 


f 1 —jt 2 ^0, 

(1) \ 9 定义域如图 10 . 6(a) 所示 . 

( 2) sin ( x 2 ^ y 2 )^ 0 ^> 2kn ^ x 2 ^ y 2 ^{ 2k + 1)兀，々= 0，1，2, 

…. 定义域如图 10 . 6 (b) 所示 . 



图 10. 6 

(3) r 2 <Cr 2 十是两个球体所围区域.定义域如图 


10. 7(a) 所示 . 


(4) 


工 /yi<i ， 




l y>x ; 和 

K 2， 


{ y 2 ^ — x , 

\0<y<2. 


定义域如图 10 , 7 (b) 所示 . 


例16 求下列函数的定 义域 : 


( 1 ) 


I Jc 2 +y 2 ~x' 
V 2 ^r — x z — y 2 


( 2 ) 2 ： = arccos 


x 

x + 3 / 
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图 10. 7 


(2) w = arccos 


z 


%/ x 2 -\-y 2 


(4) M = ln( — 1 — x 


y 


2 


+ Z 2 )_ 


解 （1) 


Or —l/2) 2 +y>(l/2) 2 , 


x^x 2 H~y, . … 

: 2 +y<2*r ， l(x— i> 2 +y<i, 

定义域是一月牙形区域，如图 10.8(a) 所示. 


( 2 ) 


x 


<1=>|工丨 < ji+y | O/—jy )， 即 


工 2 <工 2 + 2：^+》 2 或 

iy > o , p<o, 

2x, \y 

定义域如图 10. 8(b) 所示. 


y(y-\~2a:)^0. 

2 工，心不同时为 零). 



图 10.8 

(3) -^== <1=>/+：/_/>0, 定义域是圆锥面 p+y 

的外部，如图 10. 9(a) 所示. 
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(4) — i 2 — y +之 2 — i > o =>： c 2 + y — 之 2 <1 ，定义域是双叶双曲 
面内部，如图 10. 9( b ) 所示. 



图 10. 9 


第二节二元函数的极限与连续性 


主要内容 


一 、二元函数的极限 

1. 设/为定义在 DCR 2 上的二元函数 ，尸 。为 £) 的一个聚 
点， A 为确定的实数•若V e>0,3 谷>0,使得当 PeU °( P oi ^ r\D 
时，恒有 l/CP)—AO, 则称/在£»上当尸 — 户。时，以/I为极 
限，记作或 lim fix ^ y ) = A . 

P — P 0 U,y)^U 0 ， y 0 ) 

2. lim f(P)= A 的充要条 件是： V 任 ECZD ， R 要 P 。 是£的 
聚点. 

推论1设私匚仏 尸。是 私的聚点，若 lim / (尸）不存在，则 
lim /( P ) 也不存在. 

pen 
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推论 2 设 E 19 E 2 CZD ， 尸。是它们的聚点，若存在 极限: 
limf ( P )= A l , lim / (尸） =/ l 2 ，但 则 lim /( P ) 不存在 • 

卜 1 \ 尸—尸 G 尸―尸。 

尸 et :〗 尸6£ 2 p ^ e 1 

推论 3 极限 lim /( P ) 存在 ㈡ 对于 Z ) 中任一满足条件 P 卞 

尸一尸。 

PoE . limP , = P 0 的点列 {7 M ， 它所对应的函数列 {/( A )} 都收敛， 

3.设/为定义在 DCU 2 上的二元函数，尸。 （ x 。，） 是 Z ) 的一 
个聚点.若 V 任 M >0,3 c / (尸。 J ), 使得 V 4)，有 

/( 尸 ）> m ， 则称/在 d 上当 p — r \ 时存在非正常极限+<>3,记作 

lim / (x.y') =十 oo 或 lira f(P) — + °°. 

类似可定义 lim / (尸） = —oc 与 lim /( P ) = cxd . 

tw 0 卜 

4- 依一定顺序先后趋向于 x 。，：^ 时/的极限称为累次极 
限.而前面的极限称为二重极限. 

设/是定义在 DCR 2 的二元函数，尸。 U 。，)，。） 是 D 的一个聚 
点*如果对于每个 ， 极限 lim /( x ， jy ) 存在，且极限 

lim lim fix ， y) 

存在，则称此极限值为函数 / 在点尸。 Cz 。，^) 先对: T 后对3/的二 
次极限. 

同理可得函数/在点 PoCr 。，：^) 先对 y 后对: T 的二次极限 

lim lim / ( x y y ). 

0 

5■若 /0 ， y) 在点（工。，：^)存在二重极限 lim /(： r ， jO 与 

( jr t y )-*( x 0 . y Q ) 

累次极限 lim lim /( x ，： y )( 或 lim lim / O ， j 0) ， 则它们必然 相等. 

(1) 若累次极限 lim lim / Cz ：， 30 与 lim lim /(: r ， 3 ；) 存在但不相 

y ~^ y 0 

等，贝 1 j 二重极限 lim /( x ， jy ) 必不存在， 

^ r t y )-*( jr 0 ， y u ) 

(2) 若累次极限 lim lim /(: r ， 3 ；) 与 lim lim /( x ， jy ) 以及二重极 
限 lim / Cr ， 30 都存在，则三者相等. 

-< x 0 ^ 0 > 
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二、二元函数的连续性 

1. 设/为定义在点集 ZXZR 2 上的二元函数，点尸 U 6 Z ) (尸。是 
D 的聚点或孤立点 ）.V £>0,3 3>0,当点尸就有 
|/(尸）_/(/ > 。） l < e ，则称/关于集合 D 在尸。连续. 

若 f 在 D 上任何点都连续，则称/为 D 上的连续函数. 

若尸。是 D 的聚点，则/关于 D 在尸。连续等价于 

lim /( P ) = /( 尸 0 ). 

p — 尸 0 

若 P 。 是 D 的聚点，但 lim / CP ) 关 /( P 。） ，则称尸。是/的不连 
续点（或间断点）.若 lim / (尸）存在，但不等于 /( P 。）， 则称尸 u 为可 

卜尸 0 

去间断点. 

2. 复合函数的连续性设函数 m : r ，3/) 和在 
平面上点的某邻域内有定义，并在点 n 连续，函数 

f ( u ， v 、^ uov 平面上点 Qo (« Q ， tO 的某邻域内有定义，并在点 Q 。 
连续，其中 UQ — < p ( xojyQ )* v Q ~( p ( sr 0 f y Q ) f 则复合函数 g ( jr , y ) — 
/ IV ( U )，0( x ，： y )] 在 点尸。 也连续. 

3. 有界闭域上连续函数的性质 

(1) 有界性与最大值、最小值定理若函数/在有界闭域 D 
C ： R 2 连续，则/在£>上有界，且能取得最大值与最小值. 

(2) —致连续性定理若函数/在有界闭域 DCR 2 连续，则 
f 在 D 上一致连续. 

(3) 介值性定理设函数/在区域 £) C ： R 2 上连续，尸,，尸：为 
D 中任意两点，且 /(&)</( 尸 2 )，则对任何满足不等式 /(&)<" 
</( 尸 2 )的实数"，必存在点户。61)，使得 f ( P 0 )= M . 


疑难解析 

1. —元函数的极限概念与二元函数的极限概念有何异同？ 

答一元函数的极限与二元函数的极限都是讨论在自变量的 
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某个变化趋势下，函数值与某个常量之间的关系.只是二元函数比 
一元函数对自变量的要求更高，也更为复杂.如对 lim / U )， 只要 

求在心 的左、右极限存在且相等，则函数在 X 。的极限就存在.而 
对 lim / U ， y )， 要求点尸 Cr ， j ) 以任何方式趋向于 P 0 Uo , yo ) 

时， / Cra ) 都趋向于同一个极限.任何方式包含了 ： C 与 _ y 的不同 
关系与趋向时的不同路径.这为我们判断函数不存在提供了方便. 

在二元函数极限概念中还存在因自变量变化而产生的二重极 
限与二次极限的区别，而这在一元函数极限概念中是没有的. 

但是 ，一 元函数的极限的性质，如惟一性、局部有界性、局部保 
序性、局部迫敛性以及极限的四则运算法则，在二元函数极限中依 
然成立.读者可试着证明. 

2. 什么是二次极限与二重极限？它们之间有什么样的关系？ 

答在求二元函数 / Cr ^) 极限的过程中，如果自变量是同时 
变化的，则极限称为二重极限，如 lim / Oc ，_ y ). 如果自变量的 

变化有先后之分，则极限称为二次极限，如 Hm lim /(： r ， 30 和 

l i m lim /( x ^) -二重极限与二次极限是两个不同的概念，彼此间 
关系很复杂. 

如果 / Cr ，： y ) 存在 lim /(: c ， y ) 与 lim lim /( x ，： y ) ，则它们 

，，卜 °V ， o) ”>o 

必相等 • 如果二重极限与两个二次极限都存在，则三者相等. 

若两个二次极限存在但不相等，则二重极限必不存在，即二次 

极限存在也不能保证二重极限存在 • 同样，二重极限存在不能保证 
二次极限存在. 


例如，对于函数 


f ( 工， y) 


( x 2 + y ) sin ( l / x ) cos ( l / 3 ；) » 
0， 


由于 |/ Gr ， 30 |< x 2 + y ， 所以 
极限都不存在. 


^ 0， 

= 0 或 ： y = 0, 


lim / U ，： v ) = 0,但是两个二次 

: y)**"(0,0) 


_ 244 • 





而对于函数 


/( U ) 


ysln(l/x) , x ^ 0, 0， 

0， 工= 0或 j = 0, 


二重极限 


lim f( 0 9 y) = 0存在，但先对: r 后对： y 的二次极限 
>)—(0.0) 


lim lim/Cr，3；) 不 存在. 
又如，对于函数 




尸 y 


工 V + (工一 30 2 , 


二次极限存在且相等，即 lim Iim/(jr,^)=lim lim/(jc ，： y) = 0 ,但是 

jr -*-0 ►() y -*0 jr -*0 

二重极限 lim /( 工， 30 不存在.因为 

(：r + jy)-* (0 *0) 

沿直线 T = 0 时 ， lim fLx^y)= lim /(0,jy) —0, 

(w)—(0,0) (: r ， iV>~*(0»0) 

沿直线工 =：V 时， lim lim f (x ^x) = l. 

(j* ， y)4(0,0) (.r,;y )^*(0.0) 


方法、技巧与典型例题分析 


一 、二元函数的极限 

证明函数的极限难度是比较大的，因为要证明点尸（: r，：y) 在 
任何方式下趋向于 /"(x。，？。） 时有同一极限是不可能的.一般都用 
定义来证，即证当/^^/°(尸。，幻时，有 l/(P) —A 丨<£成立.也可 
以利用坐标系的转换，将二元函数化为一元函数的极限来证. 


例 1 证明： 

证法1因为由|/(尸）一4丨，得 


vV + y 




ooy 

y 2 l^rjy 




所以， V s〉0* 令 3 = 则当 ( jy) (0 ， 0) 且 0<C x — 0 I <d 0<C 


: y_0 丨〈5时，有 


工 y 

%/ x z -\ ry l 


O, 即 
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lim 




( Tty )-^( O ^ O ) \/ 


0. 





证法 2 将所给函数化为一元函数，令 :r = rcos^，jy = rsin^，$!j 
V 任 0，（: r ，3^)—(0,0)等价于 r —0, 则 


f(jo,y) 




Vx : 


rsinOcosO . 


y 


由于 sin ^ cos ^= ~ sin 2^ r — 

lim f(x 9 y) 

0* ： y)-^ (0.0) 

例 2 证明下列极限存在 


0时是有界量，所以 
= limrcos^sin/7 = 0. 


0 


(1) lim 




^ ry—l 
: y +1 




(2) lim(4jr 2 + 3y) = 19‘ 


: r 


X ' 

y- 


证 （1) + ⑴，可以设为 J >0, 于是 


— 1 ^ 
7TT — 3 


^ry — 1 - 

- 3y ~ 3 


(jt — 3)y — 4 


y H 

-1 

~ 

3^ + 1 


< 


x 


~ 3 


3^+1 


: y 十 1 


< I x — 3 | + 


± 

y 


V e >0, 取 0<3< e /5， Z > lM ， 则当 U — 3丨<谷 0 ，>4时，恒有 


xy — 1 




1 


— 3 


〈 1*3 ： — 3 1 + i/y < 及 + 4/ A 
〈汐 + 4 汐 = 5 汐 = e ， 


所以 


lim 


x - 


^ y — 1 
^+1 


3. 




(2) 取沒 ! = 1，并限定 | x •—2 J < C 1 j I y 一 1|〈1，则 

1^+21 = |x — 2 + 4 I < |x — 2 I + 4 < 5. 
V e <0, 要使不等式 


|(4x 2 


330-191 


=| (4 x 2 — 16) + 3 (y — 1)| 

< 4 |x - 2 j k + 2| + 3 b — 1| 

< 20( \x — 2\ + |^ ~ 11) < e 

成立，只需 U —2 [<£/40, \ y—l l < e /40, 可取 d 2 = e / A 0 . 于是， V e 
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〉0,3 ^= min {^ i ，在 2 }〉0, 使得当 一 2 ! < C ^ , \ y—l \ 时，恒有 

| ( Ax 2 + 3： y ) — 19丨 < £， 

即 lim ( Ax 2 -\~ 3 y ) = 19* 

x—l 

2 

例 3 证明 ：限制 在区域 D ={( x , y ) | 内的函数 

在点（0,0)存在极限 1( 关于 /))• 

^ 十 J 

证 区域 D 如图10, 10所示 .V £>0,要使不等式 


x 


y 


2 


X 


y 


一 1 


2 y 


X 


2 


y 




2 y 




\y \ 〈 !^ 2 

X I I X \ 


M < e (因为 丨 < i 2 ) 


成立，只需取于是 ， V e 〉 0，3 5= e 〉 0 , 
V ( x , 3 /) 6 D ： 丨 ： r 丨 < A b 丨 <1 恒有 


x — y 
x 2 -\ry 2 




1 


成立.故 


lim 

x -*0 

3^*0 


■ 3 ： — y 

x 2 -\-y 


=1 (关于 D ). 


证明函数的极限不存在则要简单得多， 
般的方 法是： 



图 10. K) 


( 1 ) 在某种方式下点 Uj )— Cr 。，％) 时，函数极限不 存在； 

( 2 ) 在两种不同方式下点 （: r ，_ y ) —( j :。，％) 时，函数极限都存 
在，但不相等. 


― 般采用的趋向方式是：点 （ x ，： y ) 沿 x =0, 或 jy = 0 ，或 3； = 々 jt ， 
或 y =^ k 趋向于（工。，：^。）. 


例4 证 明：对 于函数/ ( x , j ) 二 
极限 lim /(: r ， jv ) 不存在. 

x —0 

证 按:( 0 , 0 )方向取极限，得 


x 2 y l 

x z y z -\- (x — y ) 2 


lim 


f(x,y) = lim 

x -*0 


x 、 k 2 

x 4 々 2 + x 2 d - k z y 
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当々 = 0 时，极限为零 ； 当々 =1 时，极限为 1. 故 lim /(X ， j0 不 

( jTty )-^( OwO ) 

存在 . 

例 S 证明下列极限不存在： 


(1) lim ； 

( x . y ) -^( 0 , 0 ) 


(2) lim 


^ y 


i* … 4 1 2 ， 

u ，： v) 一 （ o,o):c ~ry 


x z y-]-xy A -\rx l y 


4 I „2 


(3) lim 

(jt ， ： y) —► (0,0) 


x + y 

(1) 取 : r,, = l/;? ，> = 0, 有 


(4) lim ^ 

Cx ， 3r )-^ (oo t oo ) 0 * 3 T C,y 


lim (1 + x n y n )^y n = lim[l + 0]” = 1; 

(■1*，夕）—（0,0) «—► oo 


取 X" 


1 _ _ 1 


，有 


lim (1 + x n y n )^ n ^ry n 
(0,0) 


lim 


/i- 


i/i(n + 1) 


1 - 


n(n + 1) 


e _1 . 


从而知 lim ( 1 + ： 00 $ 不存在 . 

( 0 * 0 ) 


( 2 ) 当点户(尤， 30 沿：^=/^：—尸。（ 0 , 0 )时，有 


lim 


2 

工 ： y 


(-Tty)-*'(0,0> 


y 


lim 


kx 


3 


lim 


kx 


■0 X 


Px 2 二 / 十 々 2 


当点尸 Cr ，： y ) 沿 ： y = x 2 — P Q (0,0) 时，有 


2 

^ y 


lim - 4 

一 (0,0) JT 十 JT 


lim 


x 


4 


4 4 o • 

o jo + x 2 


z 


从而知 lim ^ 2 不存在 . 

(j ： ,>)-*(o t o):r ~ry 


(3) 当点 P (: r ，3/) 沿 jy = : c 3 — x — 尸。 （0,0) 时，有 


x z y + joy A + x l y 


lim 

Cx , y )-^( 0 * 0 ) 


X 


y 


lim 

:J ， 夕）一 ►(o.o) 


x 



(x 3 — x) 


lim 

jr -^0 


x 3 — x 4 + o ( x 4 ) 


X' 


- 1? 


0; 


*3：W — 工 ） + jo(x 3 — : c) 4 + x 2 {x z — x) 


% 


当点 P ( x ，： v ) 沿 ：y = x —/^( CUO ) 时，有 
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.3 


lim 


y 


4 


2 


y 


.3 


（0,0) 



lim 


: y 


2 x 


()• 


.3 


从而知 lim 不 存在. 

u ，， 卜 （ o.o) 


(4) 当点尸 Cr ,： y ) 沿 j = ( co , c «) 时，有 


lim 



3^： + 2 y 


lim 




lim 


v \ x \ 


0; 


当点尸(: r ，3；) 沿 y 


x 十 



2 


( 


)时，有 


lim 


3 ^r -h 2 y 


lim 


/i 


从而知 lim 


不存在. 


(u 卜 (o,o)3x+2：y 

计算二元函数的极限常利用一元函数求极限的方法，如迫敛 

性、有界函数与无穷小量乘积 、有理化、 两个重要极限等方法.如果 
能进行变量代换，化为一元函数形式，则洛必达法则、无穷大的次 
数比等方法也可以使用. 


例6 计算下列 极限： 

(1) lim ( x 2 + ： y 2 ) ln (工 2 + y ) ; 


(2) lim 


-/ x lJ , ry z — sin %/ x 2j ry 


u 2 + y ) 


3/2 


(3) lim 

■T—'0 
3^-0 

解 （ i ) 令 x 2 + y = h 则当 


(4) lim 


1 —cos(x 2 + 3/ 2 ) 
( x 2 ~} ry z ) j ： 2 y 2 

\ n { x -\- e y ) 


/ P+y 


0,3；—0 时 ，,一►() 


lim ( x 2 + y 2 ) 2 ln ( x 2 y z ) 

linu 2 lnf = lim 上& ===== lim - 


1 A : 


o . 


( 2 ) = si ^^+^)/2 


2 +y 


o 2 十 y ) 

1 w 1 


y-*0 


1( 工 2 + y ) /2 ] z ix 2 y z 


yn 


+ oo . 


參 
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(3 ) 令 \/ x 2j ry z = ，，当 : r—^0 ， jy— 0 时， ’— 0* 


lim 

: r~^0 
少― 0 


VX ： 


y 


sm 


V r : 


y 


( j : 2 + } 2 ) 


2\3/2 


lim 

t-^o 


suit 


t z 


L' 1 — cost L f smt 
— lim - = ， 


1 




0 


0 


6 


(4) 利用连续性与极限运算法则，有 


lim 


ln(x + e y ) ln2 


例 


— & 

计算下列 极限 : 


ln2. 


t 


y 


(1) lim 


^y /2 


uoM)x 4 +y ’ 


(2) lim x y \n(x -hy )； 

(■ r ,，），（0,0) 


(3) lim 


sin(x z y) 


z 


(x,y)^CO.O) X 2 ^\-y 


(4) lim 

(x, H y)^(oo 




x 2J ry z ] 


(5) lim 

(jc*>)-^ (oo ， d) 


(6) lim 

( 0 , 0 ) 


_/(x+y) 


f 1 + 丄 

工 y ! 

sin[( ： y+l) (:r 2 +y )] 


2 _ 

工 +y 


解 a ) 因为 


o< 


x 2 y m 


x 


4 


3^ 


< 


oc c y 


3/2 


2x 2 y 


卜丨 — 0 


成立，所以 


lim 


^ y 


3/2 


0. 


U ，： y) - f0,0)X 4 +3 / 

(2 ) 令 xsrcos^ysrsii^，* (: r ，： y)4(o,0 ) 得 


0 ,于是 


lim x 2 y 2 ln(x 2 + y 2 ) 

(x.^)-^(0,0) 


limr 4 —sin 2 2^1nr 2 . 
r-0 4 


由洛必达法则得 limr 4 liir 2 = 0, 而 sin 2 20 为有界量，从而 


0 


上.。户 21 心 2 + /) 




0. 


(3) lim 


sin(x 2 y) 


， : y) —(o*o) jt y l 


lim 

(x,y)^(0,0) 


sin OS) 

^ z y 


x z y 


x 


2 ， 


而 


oc z y 


x 2 +y 


<|H—0 ， lim 七 ^=1, 

Z (u>—(o*o) x y 
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故 


lim S - H ^ = 0. 


(4) 因为若 sr 


2 I 2 

jo "i y 

+ oo ， j ；—^ + 00 时，可设 jt 〉0,3；〉0, 则 


0< 




i 工 +:v 


t 


x 


< 




所以 


(5) lim 


JT-^OC 

y-*^t 


而 


1+ i 


lim 


lim 

Coo , 
I 2 / t > 十 y ) 


Y+y 

工 2 +y 


XV 

^+yj 


0, 


jr m 


a 


lim 

X^oo 

y—^a 


X 


y ( jo + y ) 


a 


1+ i , 


lim 1 + 


JC 


xy 


yix+y) 




jr—►oo 

y^a 


故 


lim 

X—OO 


1+ i 


x l /<Jr+y') 




e l/ \ 


e , 


(6) Um sin [ ( H ( f + 州 

x +y 


x-*0 

jy—O 


1; [(: v 十 i )( 工 2 + y )] r n n 

lln ?77+i)(.x 2 +y) • (升 1)=1 • 1=1 - 


X 

y-^0 


例 8 证明：若 isxo + rcos ^ jy^yQ + rsir ^ Ulim / ( x , y ) 


n 0 


A ㈡ V e >0,3 £>0 ，V r (0< r<^),V 0 (0<0<2兀），有 

I/O。+ rcosd,y Q + rsind) — A \ < e, 

证此例事实上证明了极限过程中坐标变换的合理性. 
必要性若 lim / Cr ， jO = Z ，则 V C >0,3 ^>0, V ： 


〜0 


|x — jc 0 ] < \y ~ y 0 \ < ^ 1 


且 （X ，有 


\f{x,y) — A | < e. 


设 x — XQ -^ rcosd ^ y^yo + rsindy 则 V 0<0<2兀，有 

| x — x 0 1 = [ rcos 0 1 < r, I ^ 1 = I rsin^| < r . 

从而 V r :0< r <8 和 v 0:«2 n ， 有 


m 
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\x — x 0 \ l：y — >0 丨 <3 ， 

I /(x 0 + rcos 沒 ，: vo 十 rsirxG) — /丨 <£• 

充分性 若 V e>0,3 3>0, 且 V r ： 0<r<(^,V 6:0<6<2 兀 , 
有 

|/O 0 + rcosd^y 0 -f- rsxnd — A | < £. 

设 : rsro+rcoslj^IVo + Mi 1 ^ ， 则 V [0,2tc ]， 有 

k — ^o! < \y — yo \ < 

其中 r^^/~(x-x 0 ) 2 + (y~y 0 ) 2 . 

取 7 二 "/ T， 则 V £>0,5?>0且 V Or，})， 有 

lx — 工 o I < 7 ， 1^ — ^ 0 1 < ^ (r < ^) , 

且（工，：>0/(：1：。，3/。）， 于是 

|/(x ，30 — A \ ~ |/(x 0 + rcos 汐， 3 ；。 + rsin^) — A \ < e ， 

即 lim / Cr ，})= 儿 

jr—^jr 

J 0 

例 9 若 lim <pix^y) =A^ lim /(x ， 3；) = 0 , 且在 

U.y)-*(x 0 .y Q ) ix t y)^(jc of y 0 ) 

(■^> ，： y 。） 的邻域内 ! / (x 9 y) — 平 ix ， y 、 |<0(i ， jy) 成立，证明： 
lim f(x y y)=A. 

U^)-^(jr 0+ jy 0 ) 

证由题设知 V €^>0,3 00, 使得 V ix 9 y) : I x — x 0 1 <C^» 

l ： y —: v。I < 沒，且（ 1 ，： ^) 尹（為， 3 /。），有 

|^ 工， 3 /) — A I < e, \<p{x^y) — 0| < e, 

于是 ， V (x 9 y) : |x —x 0 |<^» 1：^ — 3 ; 。 |< 占，且 0 , 30 : ^ 0 ：。， 3 /。）， 
|/(x ， y) — 4 \ fCxjy) — <p(jo^y) I + \<p(xjy) — A | 

^ 00,7) 十 |p(x，3；) — A I < e + e = 2 e ， 

即 lim f (x^y) = A. 

ix m y}-*ix Q ,y 0 ) 

二、二元函数的连续性 

如同极限问题一样，二元函数的连续性问題要比一元函数要 
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求更高，处理起来也更复杂.但是，一切从基本概念出发，熟知连续 
性的定义和定理，参考一元函数连续性问题的解决方法，二元函数 
连续性的问题就不难解决. 


例 10 求下列函数的间断点（或间断 线）: 


(1) z = 

(3) z = 


y +2 x 

y -2^： 5 

ln ( l — X 2 — y ); 


解考虑使函数无意义的点. 


(2) z — ^ : ; 

smxsinjv 

(4) 2 ： = sin 丄 + -^— 

x suiKy 


a ) 曲线 y =2 x 是函数的间断线. 

(2) 直线 = 与 y = nn ( w ,« = 0，± l ，±2, …）是函数的间 

断线. 


(3) 圆周工 2 +父=1是函数的间断线_ 

(4) 直线 y = mn (m = 0， l ,2, …）和 x = 0 是函数的间断线. 
例 11 讨论下列函数的连 续性： 


'sin(xy) 

( 1 ) f {x ， y、=< 工 2 +》 2 ’ 

'0， 

(2) =< x 2 十 ： y 2 


x 2 十 yyo ， 

x 2 +Y = 0; 

工 2 +y/o, 


lOj x 2 ~hy 2 = 0 ； 

(3) f(xiy) —sin */^ 2 +jy z ; (4) /(x ， _y) = + 

解 （ l ) 当 x 2 + y 乒 o 时，函数 /( d ) 连续. 


1 - 轉，兩⑼ 

y^kx 


c—0 
y=kx 


lim 


k 


I + 々: 


显然与々有关.所以函数 /( x ， y ) 在点 （0,0) 不连续 • 
即函数 / Cr ,： y ) 在 R 2 上除点 （0,0) 外都连续. 
⑵当 x 2 +y 关0时，函数 / ua ) 连续•由 


o < 


\/x 2 y z 



%/ x z 4" y 2 — 0 
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知 ， lim /Cr，：yO = 0 , 所 以函数 /( 工 ，30 在点 （ 0,0) 连续_ 

( I ，））—（0,0) 

即函数 /( x ， 3 ；) 在 R 2 上连续. 

(3) V (_2：。》3/。）61^，有 

\f(x y y) — /(x 0 , Vo) I 




Oiii 





y 



0 + 3 ^ 0 1 < Vc-r — x。) 2 + (y — y 0 ) z ， 


则 V e 〉0,3 沒=£，当\/ ( x — x 0 ) 2 +(： y —： y 0 ) 2 <3 时，有 

\f{xjy) — f(x 09 y 0 ) j < e , 

即函数 / Gc ，： y ) 在点 Cz 。，％) 连续，所以 / Cr ，： y ) 在 R 2 上连续. 
(4) 函数 /( xj ) 在: r 2 + y #0 时连续. 


x 4 


lim 

oc 

y=hx 


y 


2 


2 


3 ; 


2 


lim 


：r 


J：—0 X 2 + k : 

y = kx 


k 2 x 2 _ 1 — k Z 
= 1 +k 2 


'x 4 


随々变化而变化，所以 / Cx ， 30 在点（ 0 , 0 )不连续. 
即函数 /( x ，： y ) 在 R 2 上除点（0,0)外连续. 

例12讨论以下函数的连 续性： 


f(x y y) 


xs\n(x — 2y) 


x 




oo 


0, 


x 


2久 


解当： r 共时，函数 /( x ，： y ) 连续. 
当时，取路径，有 


lim — lim : r 0 


sin(x — 2y 0 ) 


JC-*X 


i) 


^C-*X 


0 


X — ty 


工 o 


0 


y^y Q =^-r 0 /2 

而在点（0,0)，极限 


工 — 一 。 办 ) 

■i—o j ： — o x — 2y 

^0 y-**- 0 


0 - /(0,0)， 



参 
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从而 /Gr，30 在点 （0,0) 连续 • 

但 x。 关0,故不等于/(0,0)，直线 2^ = ^r 上除点（0,0)外的点 
是函数的间断点. 

^ ■■■■■x 2 + v 2 判 

例 13 证明 ：函数 /(x ， 3 ； )=j/+y ’ ’当（: r，30 

、0， jr 2 +jy 2 = 0 

沿过点（0,0)的每一条射线 

x = ^cosa, y = tsina (0 <C t <C+ oo) 

连续， BPlim/Ctcosa f tsina) =/(0,0). 但函数 /(x，：y) 在点 （0 ， 0) 不 

^0 

连续. 

证 当 sina = 0 时 ， cosa=l 或 一 1 •当 t^O 时， / ( ； cosa,isina) 
f 2 • 0 . 

=% 4 _^ a = 0, 而 /(0,0) = 0,故 lim/(,cosa，，sina) =/(0,0)_ 

r 十 u 0 

但当点 Oc，：y) 沿曲线 jy = :r 2 —(0,0) 时，有 

lim/(j：,^) = lira — X ~~ j = ^ /(0,0 )， 

x-0 j: 一。 JT 1 * 十 2 

3- = x 2 

从而，函数 /(x，：y) 在点（0,0)不连续. 

例 14 设函数 /(:c，：y) 在域 D 内对变量 i 是连续的，并对变 
量 3 ； 满足李卜希兹条件，即 v G：，y)，Or，yo6D, 有 

1/Cr,y) —/Cr ， y')l <L|y - y ，|， 

其中 L 为 常数. 证明 ： 在 D 上连续. 

证 V (為，>)6乃，由于 /0，：y) 对 x 连续，则 /(x，jy。） 在 x 0 
连续，V e>0,3 AO。 ，％)>()，使得当 \x—xo | <<5 , 1 时，有 

— f(jo ot yo) | < e/2. 

取心 =e/(2L)>0, 则当 b— > |<S 时，由条件有 
\f{x,y) — f(jc y y 0 ) I < 乙 |_y — ： y。I < Le/( 2 D = e/2. 
故取沒 =min {A ，沒 2} ，则当丨 i _ joo I <C I 3/ _ yo \ 〈 3 ，日 . 

时，有 

\f{x t y) — f(x 0 ,y 0 ) I 
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^ I/(D) — /(Do) I + \fioc,y 0 ) — /(x 0 ,^ 0 ) I 

^ e /2 + e /2 ~ e » 

即知 / Cr ， 30 在点（: r 。，：^) 连续. 由 Cr Q ,： y 。） 的任意性知， /( x ， 3 ；) 在 
D 上连续. 

例15 证明尤格定 理：若 / Or ,_ y ) 分别对于 x 与 y 连续，且对 
于其中一个变量是单调的，则 /( xj ) 对两个变量总体是连续的. 

证由题设， /( x ，： y ) 对任意 Or 。, J ；。） 关于 r 和3；连续，则 V £> 
0,彐沒 i >0, 使得当— > 3： 0 丨<及 1 时，有 

1/(^*^ 0 ) — /( D ) | < e /2. 

特别地，有 l/Oo + A ，: v 。）一/ Or。，》。）I < Ce /2, 

|/Cr 0 — ， 3^o) — /(x 0 ,jy 0 ) I < e/2. 

V e >0,3 占2〉0,使得当 l：y — : yol <^2 时，有 

|/(x 0 + A ， _y) — /O 0 + ,^ 0 ) I < e/2 ， 

I 一沒 i ，《 y) — /Or 0 — A ， j 0 ) I < e/2. 

于是，当 U — x 0 |^— 时，由/0,3/)对^：的单调性得 

l/( x ， *y) — /"( 工 0 ， _yo) 丨 < max{ \f(^x Q — di y y) — f (j： 0 *3/0) |» 

l/(:o + 汐 i ，： y) — /(x 0 ,^ 0 ) I} < e. 

在 / Cr ， 30 对于 3 ； 单调时同样可证. 

例 16 证明： 若函数/(：*：，3/)在 R 2 上连续，且 lim / Cr,jO = 

x—►Co 
^-►00 

则函数 /( x ， 30 在 R 2 上一致连续. 

证由 lim / Cr ，3 ；)=yl 知 ： V £>0,3 了>1 ， 对任意的 Crj ) G 

R 2 , 当 \ x \> T , Iy I >7" 时，有 |/( x ，3 ；)—yl |< e . 从而 ， V 

( 心， 3 ^ 2 )，当 kj 〉?％ u 2 |>t, | 力 |>: r 时，有 

I / C^I >^ i ) — fix z , y z ) I 

^ \ f ^ x \ »^ i ) ~ ^ I + |/0 r 2 ，： y 2) — < e + e = 2 e ， 

即 / Cr ，/ 在区域 D ={{ x , y ) I \ x \> T , | >：H 内一致 连续. 

而在有界闭方形区 域 G = {( x ,^) I 1-3： I < T * + 1 ， IjyI < T +1} 
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内，由于 / Cr ，： y ) 连续，所以一致连续.即 V £>0,3 0<3<1，对于 

( 工 1 ， : yi) ， Cr 2 ，： y 2 ) 6G ， 且 Uj~x 2 1 〈沒， I%—A 1< 谷， 有 

1/( 工 ”3^)— /(jr 2 ,jy 2 ) I < e. 

这样 ， V Of ] ，3^)与 （_ r 2 ,3» 2 ) 6 R 2 , 只要 I <3, 13> i—j 

<占，点0 1 ，3； 1 )与（：1： 2 ,3； 2 ) — 定同在 D 或 G 内.于是 

1/( 工 i ，： yi) — fix z ,y z ) I < 2e, 

即 / Or ，》) 在 R 2 上一致连续. 

例 17 证明：对于函数 /0， jy ) = xsin ( l/_y ) ，若 y 古0，则 
/( x » j ) = 0 的间断点的集合不是封闭的. 

证当 y 0 ^0 时，函数 /(• rj ) 在点 （: r 。，） 连续.即在 R 2 上 
除 > r 轴外的一切点连续.又 

0 < l/(D) — /(0,0) | — \f(jr r y) | ^ |o* j — 0 ， 

所以，当 jyo ^ O 时，_/(*2：，_)0在点（0,0)也连续. 

当时，对点 ( x 0 » 0) ，极限 limx D sin ( l / jy ) 不存在.所以，当 

々#0时， /( X ， j 0 在点（心，0)不连续 • 也就是说， / Cr ,>0 的全部不 
连续点为 X 轴上除点（0,0)外的所有点，但点 （0,0) 是不连续点的 
聚点而不是间 断点. 从而知 / Cr ，>«) 的不连续点的集合不封闭. 

例 18设函数 / Cr ， jO 在域上连续，函数 
列 cpnix ) (« = 1，2,…）在 [ a ， Z ] 上一致收敛并满足 
证明 ： 函数列 F 乂 xX ( x ，％( x )) (打=1，2，“.）也在[“，/1]上一致 
收敛. 

证 由于 / Gr ， 30 在闭域上连续，故必 一 
致连续，则 V e > o ,3 谷>0,当：/，：/，6[>，5]时，只要| : /— : /'|<谷， 
就有 i / u ， y )—/ Cr ， y ') l < £ . 

又蚪（工）在 O , A ] 上一致收敛，故3 A ^ eN ， 当 w > iV ， n>jV 
时 ，V [ a ， i 4]， 有 |%( X ) —蚪 Cx ) Id 

由 题设，(工），科（:，故 V e 〉0,3 当 、 n 

> N，R a ^ x^A 时，有 

! 心 ( 工） — F„(x) | = — f 、 x,(p n ixY)\ < e ， 

• 257 • 




即 F „( x ) 在上一致收敛 • 

例 19 设 / Or ,/ 在域 a <: c < C 4,6<3；< B 内连续，函数 〆 x ) 
在区间02，/1)连续并有属于区间（6,5)的值.证明 ：函数 F ( x ) = 
/0,9?( x )] 在区间 （ aM ) 内连续. 

证任取点 （ x 0 ， y 0 ) 属于 a < Cr < A ，6< y <5, 则 V e >0,3 汐> 
0,使得当 \ jo ~ jo Q I < C ^ » | j / 一 : y 。 丨<3时，有 

\f(xjy) — f(x 09 y 0 ) | < e. 

又对上述^>0,3 7 < 0 (可取7<幻，使得当 \ x - x 0 \<v 
( x 6 (a ， A )) 时，有 

1^(-3 ： ) — 沪 ( 工 0 ) I = — ：Vo I < 汐， 

于是 | FCr )— FO 。） | = |/( jt ,^( j :))—/(^ o ^^ o )) |<£， 

即 FCr ) 在 x Q 连续•由： r 。 的任意性知， FOr ) 在区间 ( a , Z ) 内连续. 

例20设函数 / Crj ) 在域 i ? U <: r < v 4,6< y <5) 内连续， 
函数 x = < p ( u ， v ) 与 : y = 0( M ， T ；) 在域尺’ （ a ’ CwCASVCt / CS ，） 内 
连续并有属于 U ， A ) 与 （6, S ) 的值 • 证明 ：函数 F ( u , v ) = 
f (< p ( u , v ) ，0( w ， t ；)) 在域 /?' 内连续* 

证取足够小的3与7,使得点的3或7邻域在所给域内. 
任取 （ x 0 ，>)6 尺，则 V €>0,3占>0,使得当 |_r — x 0 |d 
^0 I 时，有 

— /( x 0 ，： y 0 ) 丨〈 £• 

由 f ( u ， v ) 与 的连续性知， V 上述 3<0 ，V 7>0,使得 

当 \u — u ^ 丨<7,卜一幻。丨 <7时，有 

\x — x Q \ <id, 1^ — ^0 I < 

其中 ^o — <P^ u o^v 0 ) , yo = ^(u 0 ^v 0 )- 

于是， V e >0,3 占>0,使得当 | m — m 0 |<7, p 0 |<7 时，有 

I F (w ,i；) — F{u q ^v 0 ) I 

= \f(^p(u f v) ， ip(u ， v)') — f (<p(u 0 jv 0 ) j<p(u 0 J v 0 )) I < e， 

则尸 ( M ， tO 在点 （“ o ， t /。） 连续. 由 （ Mo ， t ；。） 的任意性知， F ( W ， zO 在兒 
内连续. 
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第三节多元函数的偏导数与全微分 


主要内容 

1. 设函数 2 = /(:c，：v) 在点尸。(工。，3?。）的某邻域 U ( Po ) 内有定 

义， V 尸 （工 ，>0 =( 工 。+ ^ ， 3；。+ 43；)€口（/ ? )，若函数 /(了，30在尸 0 

的全增量可表示为 

△ 2 ：= /(Jtr 0 + Auy 0 + AjO — /( 工 0 ， _y 0 ) 

= AAjo ~h BAy + o(p) > 

其中 a ，5 是仅与尸。有关的常数 ，/ ?= /△/+△：/，则称函数 
/Cr,3/) 在点尸。可微. 

L 上 y 的线性函数 Ax + 5 A3； 称为函数在点尸。的全微分. 
记作 d2：| P 。 或 d/(x 0 o ; o). 

2. 设函数 / Cr,jO 定义在£>上，若0。,>)6乃，且 /( d ) 在 
的某邻域内有定义，则称极限 Um 台。 十△，，')—六了。，)，。） 为函 

Ar-^O AX 

数 /( i ，/ 在点 （ x & ， jvo ) 关于工的偏导数，记作 

/^(工。，}。）或 g . 

类似地，定义极限 

li m /( A ，％ + A ： y ) — /(^ o ^ o ) 

为函数 /U,_y) 在点 （x。，％) 关于 _y 的偏导数. 

若函数 /(•x，^) 在 Z) 上每一点 (：r ，_}；)都存在关于: r (或 : v) 的偏 
导数，则称函数 /Oc，jO 在 D 上有关于 x( 或 W 的偏导函数，记作 

人0,3；)，/，(：!： ，_ y ) ;餐， 简记为 f x ， z :. 
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3. 偏导数的几何意义/ 〆〜，>)表示曲面==/(^，30与平 

I 之 C *3T ^ 

在点 （^：o，：yo，/(A，：y。）） 的切线 A 的 

> = ^0 

斜率（或切线 7\与工 轴正向夹角 a 的正切）.类似地， /,(：r。，^)) 
表示曲面 z = /( x ， 30 与平面 工= x 0 的交线 | 代 ’ W ’ 在点 

\x = x ^ 

(工。，^。，/(工。 ，： y 。）） 的切线的斜率（或切线与: y 轴正向夹角/? 
的正切）.即 

/r (工 0 ，夕 。 ） = tana , f y (: r 0 ，: y^o) = tan /?. 

4. 可微的必要条件若函数 /( x ,3；) 在其定义域内一点 
(• r 0 ，： y 。） 可微，则函数/在该点的偏导数 A (*3： () ，： y Q )，/ J X > ro ，_ y 。) 都存 
在，且 

d/!u 0 ^ 0 ) = /x(*^o^o)Ax -f f y < ixo , yo)^y 

或 dz = f x { x 0 , y^)dx + f y { x 0 ^ y Q ) dy . 

5. 可微的充分条件若函数 / Ua ) 的偏导数在 C / CCr 。，％); 
幻存在 ，且/；与/,在点 Cx 。，％) 连续，则函数/在点 Or 。，》） 可微. 

6 . 设函数 /(: r ， 30 在^/((々，：^。） ； 幻存在偏导数，（ 1 ， 30 € 

? 7 (( 了0，》0 ); 汐），则3 ^=x 0 -\-d } (x—x 0 ) yV=yo+Oz(y—yo) j 0<0 { , 

仏<1，使得 

yX'r ， jy) — f (^o ? ) = f _ 工 。）+ fy(xo 5 7 )iy 一 ^o)* 

7. 曲面 2 = /( x ，_ y ) 在点尸 0 Cr 0 ，： y 0 ，/ (工 0 ，： y 0 )) 存在不平行于之 
轴的切平面 7 T 的充要条件是，函数/在点尸。0。，^。）可微. 

若函数 /0，：y) 在（1。，30可微，则曲面$ = /O, y) 在点 
尸(工。，3；。，^)的切平面方程和法线方程分别为 

之一之 0 =/“T 0 ，： y 0 ) ( 工 一 工 0 ) + fy(jo 0f y Q )(y — y 0 ) , 

jo — x q y — ^ — z 0 

■ ■ - - - •■ _ _. ■ —- _ __ iiii 

fx (^ o ^ yo ) fy (^ ojyo ) — 1 
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疑难解析 


1. 说明函数 /( x ，： y ) 在点尸。(工。,>)连续与在点尸。(為，>)的 

偏导数之间的关系. 

答函数/ 0 , 30 在点尸。（工。， 3 ^)连续，则 2 = / O ，： y 0 在点 


尸。(工。， y 。） 的偏导数不一定存在，例如 f ( x , y ) = v ^ 2 + y 在点 
(0,0) 连续，但是 


( 0 , 0 ) 


lim / U ,0)-/(0,0 ) _ lh u \ x \ 

<r—0 OC 0 x—^0 -37 


也不存在，这是因为 / Cr ， W 连续不能保证 


dz 
dx 

不存在.同理， 

^ I (0,0) 

左、右导数存在且相等. 

反之，函数 / Gc ， 30 在点 PoCr 。，：^。） 的偏导数存在也不能确定 
函数 /( Xd ) 在点 ACr 。，》） 连续.例如 


dz 

3 y 


工 y 

f{x,y) = 4 : 2 + y 

、0, 


x 2 + y z ^ Qy 
jo z y 1 — Q 


在点 （ o , o ) 存在偏导数 ^ 


( 0 , 0 ) 


o , 3 / 

3 y 


0,但在点 （0,0) 不连 


COtO) 


续.这是因为 AOro ，： V 。） 只反映函数 /( x ，： y 。） 在点尸 Jx 。，） 作为 : T 
的函数在工。是连续的， // a :。，％) 只反映函数 / Uo ，： y ) 作为3；的函 
数在 yo 是连续的.而 /( d 。) 在: c 。 连续与 /(. z 。，^) 在 3 ，。连续并无 
必然联系，并且 / Cr ,： y ) 在点尸。(: ro ,_ y 。） 连续要求函数/(^)在经 
过点 PoCr 。，：^。） 的任何方向上连续，这是偏导数存在不能保证的. 


但是函数 /( x ，： y ) 在 （工 0 ,3/ 0 ) 可微时，由 定义 / A ^ T^y 
— 0,保证 f ( x ， y ) 在点 尸 。(工。，: V 。） 连续. 

2. 说明函数 / Crj ) 在点戶。(: r 。, ％)可微与偏导数存在之间 
的关系. 
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答若函数 / O ， _ y ) 在点尸。(^0»>)可微，则/( X ， jy ) 在点 
(• To ，％) 的偏导数必存在. 因为 f ( x ， y ) 在点 Cc Q ， y 。) 偏导数存在是 
/(• r ，>0 在点尸。 ( x 。，：^。） 可微的必要条件，且 

df\u o , yo) — f x (j! ： 0 yy 0 )dx + 

但反过来不一定成立，例如，/' 0，： y ) = '/ T ^ yf ，在点（0, 0) 有 

_=_= o , 但 /( u ) 在点 （0,0) 不可微.因为若按上式，有 

d/| (0,0) = 0 * dj ： + 0 * = 0. 

而 △/ = f (0 4- AxyO + Ajy ) ~ /(0,0) = V \ Ax Ay \， 

当取 y 时，△/= \Aj:\ V (Ax) 2 (Ay ) 2 = V ^2" 丨心 | ， 故 

i-~ A /" — df _ v IArI 1 

lim - =lim— - ~~ - = - ^0 T 

p sfi | Ax | VY 

从而， △/ 与户为同阶无穷小，与可微性定义相矛盾.因此， / Cr ，_ y ) 
= n / T ^ I 在点（0,0)不可微. 

若函数 /(： r ，： y ) 在点尸。 Cr 。,％) 的某邻域内偏导数存在，且偏 
导数在点尸。 Cr 。，％) 连续，则函数在点尸。 (: r 。， y 。） 可微.但偏导数 
在点/"。(〜，^^连续不是函数可微的必要条件. 

二元函数 / Oc ,： y ) 在点尸。 Or 。，％) 的可微、连续、极限与偏导数 
存在之间有如下关系. 


偏导数连续二^ 


可微 




极限存在 


方法、技巧与典型例题分析 


在计算函数在其一点的偏导数或区域上的偏导函数时，可以 

利用一元函数的求导法则，只要牢记只有一个变量在变，而把其余 

变量视作常数就行•也可以利用全微分的形式不变性求偏导数，即 

求出全微分时同时得到几个偏导数•这样不仅简捷方便，而且在计 
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算中还不必区别自变量与中间变量，避免出错. 

若函数在个别孤立点有定义但不知偏导数是否存在，更不知 
偏导函数在该点是否连续，则必须依定义来讨论函数在该点的偏 
导数 • 


例1设函数 


f(^r 9 y) 


( x 2 + : y 2 )sin 


y 


2 + y ^0, 


U )， 〆 + y = 0 ， 

讨论/( 1 , 30 在点（ 0 , 0 ) : ( 1 )偏导数是否存在 ； （ 2 )偏导数是否连 
续； （3) 是否可微. 

解 （1) 由定义知 

/ J C 0, O ) = lim 心 ’ Q _ )—/(0,0 ) = lim ^ s , in ( l / x 2 )^ 


/ y (0,0 )=lim 逆 ㈤ 二八 0 , 0 ) 勻 im ㈣ 1 " 2 ) 

y—^o ►o 


0, 


所以 /( x ，： y ) 在点 （0,0) 偏导数存在. 


(2) 因为当 P+y 參 0 时, / Or ， y ) 偏导数存在，故 


r * 


df 
■ ■ ■ ■■ 

dx 


df 

3 y 


lx 


to , 


2> 


sin 


+ y 


— y 


: cos 




2 


+ y # o, 


+ y 


0, 


sm 




y 


+ ： y: 


cos 


y 


z 


y 矣 o ， 


0, 


■ f * y 


o . 


胃 # # ， & _ $ # & & ( 0 ， 0 ) 不连续. 


(3) A ^[( Ax ) 2 +( A 3 ；) 2 ]sin — 十 (知 )2 ， 

li m ^ ~ [人 (0,0) △工 + / y (0$0) Ajy ] 一 


/(Ar ) 2 + (A^) 


lim 户 sin 


P 


0, 


所以 fix ，: y ) 在点 （0,0) 可微，且全微分 d ^=0. 


本例说明在二元函数的不连续点函数仍可能可微，偏导数连 
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续是可微的充分条件，而不是充要条件. 
例 2 证明: / r ( x ，6) = ^[/ Cr ，6)] 


证依定义知 

f 人X ⑹= 


lim 

■ Ar—O 


/(x + Au) — /O,30 


而 


d 


石 [/(: r ，6)] 


=lim 


/( 


X 



△工 Jy^b 


Ax 


因为 3 ； 与△: r 无关，所以 


lim 

■ Aj^*0 


/(工 + Ax,y) — /(x ，： y) 


Ax 


y = b 


lim 

Ax—**0 


lim 

Ax-* 0 


/(^ + — / O ，）) 

Ax 

f i 工 + △: c ， 6) — f (x 

Aj: ， 


y~b 


即 


f x ix^b) — 基 [/( 工， 6 )]. 


例 3 (1) fCx ^ y ) 




— 

工 : v 」 工 2 +y 判， 


工 +：y 


⑴， 工 2 +， 2 = 0, 

求 / r (0,0)，/ x O ,0) ( x ^ O ) ( y ¥^0 )； 




工 2 +y 关 o , 


(2) f ( x ^ y ) =s ^ 2 ~\^ y 29 


0， f + y = 0 ， 

求 fxix . y ') jfy ( x , y ) ， A (0,0) ，/ ^(0,0) # 

解由于点 （0,0) 是分段函数分界点，故需依定义求解. 


(1) ACO.O^lim 江 9 +△ 工 ， ？)-/(") 


Aar-^O 


Ax 


0, 


当 X 关0时， A (: T ，0) = lim 泣+仏 0 )-/(0,0) 

Zlr 


Ar -^0 


0； 


/(0+Aj ：， })—/(0,3p 

Ax 

(2) 当 x 2 + y 关 0 时，应用求导公式，得 


当 y ^ O 时，人 (0，： y ) = lim 


: y 
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f y {x,y) 


tx 2 + y 2 )y — xy - 2x 


y 


3 


OC y 


(工 2 + y) z 

(: r 2 + y 2 )x — xy ^ 2y 工 


(x 2 + 3； z ) 


2 




z 


(x 2 + y) 


(工 2 + y) 


当： r 2 +y = 0 时，依定义得 


人（0,0) 


lim /(0 + Ax >Q ) -/(Q ,, 0) = 


Ajt-^O 


Ax 


//0,0) = lim 八 .9, 0 —+ 今 ㈣ 


Ay**0 Ny 

例 4 求下列函数的偏 导数： 

X 


0 , 


(1) s = arcsin 


/^ 2 +y 


(2) z = arctan 


x—y 


(3) ^r= (1 +JTjy )、 

(5) w = ne_); 
解 （ 1) 


(4)z = lnCr+A 2 +y) 


(6) u 


y 


Z X 


JO y z 


dz 

3jz 





x 


V x 2 y 2 


i 


^/oc l 


y 


x 1 j -/x Zj ry , 


c/p+y) 2 


1)1 


x 2 +y ， 


dz 

dy 



1 - 


X 


\ 


y 


(— jcy)/ v x 2 + y 


c /x 2 + y) 


z 




\y\(j： z + y 2 Y 


(2) ^ = 1 

<jJC 


Hi 

■ 

( 工 +yi 

z- 

( 工 一 3/) 十 O + >0 

y 

{^~yi 


(x — y ) 2 

jr Z — 


y 


2 


dz 

3y 


1 


1 


工十 ： y 




(x — 30 + (J ： + ： y) 


x 


— y) 


t 


工 —y 

(3) 对 Z=(l+X3 ； r 两边取对数，得 

\nz ― : rln(l + xy) y 

两边分别对 x 求导，得士 • 塞等 ln ( l + a)+i y 


2 

2 

X — 

卜 y 


z 


1 +xy 


，故 
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dz 

dx 

dz 

3y 




(1 + xy) 


ln(l + xy) + 




1 + xy 


x(l + :^) x — 1 • jc = 工 2 (1 + 


(4) 


dz 

dx 


x-H 工 2 +) 2 

dz 

d y~ x 


1 + 


2*r 


vV+y 


/?+y 




V X 2 + y z 


y 


2 x z ~\r y z 


\/ x 1 + y ix + + y) 


(5) 


du 

__ ■ 

dx — 

: e 一)， 

du 
~- 

= xze 

sin COS (: yz) 

• z = xz 2 ^ sxn 


du 

- = 

dz 

= 工 e sin &) + x^e 5in( ^ ) cos(y 


Z=Z 

= : re sin ㈤ [1 4 

- yze cosiyz) cos 


cos(3^) ， 




( 6 ) 


du 

dx 


y i 

9 

X Z 


du I Z 
— ~ ，---- - - 

dy x y 2 


du 


+ 


X 


dz y z 

例 S 利用对称性，求下列函数的偏 导数： 


2 


(1) z = x y y x ； 


(2) u = ln(x y y £ z x ) , : c> 0 , 3 / >0 ，之 >0 ; 


(3) 


z 


z 


(x 2 + y)e ^； 




(4) 


z = xy 


Zxy 


3 


x 2 +y 

解函数的对称性是指函数的任意两个自变量交换位置后函 
数不变的性质，如之=: r 2 arctan (x/y) + y z aTctan (y/x) 就是如此. 

对称性可以使计算变得简便.有些函数虽然不是对称函数，但利用 
轮换对称或对换，也能得到对称性的效果. 

(1) 等式两边取对数，得 

Inz = ylnx + xlny^ 


两边再对: r 求导，得+ • 
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3 z 

dx — Z 


y_ 

X 




^ c y y x 


y 


X 


f ln3 / 


依对称性得 


3 y 




x 


y 


-\- lnx 


( 2 ) 直接求导，得 


dz 

dx 


/+y 

2 xe 


(x 


2 



丄 ； 

y ) e ~^ 


2 * 3 ： • xy — ( x z + y 2 )y 


: r 4 — v 4 + 2x 3 V x2+ ^ 2 
- ^ - e o . 


工 : y 


依对称性得 


dz jy 4 — + 2 xy z ^ 2 +y 

d ^ = e ^ 


但在变换 


(3) u~\n ix y y z z x ) = y\nx + x\ny + xlnz 不是三元对称函数， 
x y z 、 

i i I 下，函数不变，称为三元轮换对称函数（在 

L y z x 

多元函数积分学中常见）.可对任一变量的结果进行字母（变量）的 
轮换得到需要的结果. 


^对 x 直接求导，得 


= — + lnz * 
ax 


x 


利用变换轮换变量，得 


du 

3 y 


X 


z . 1 du 

- h Inxy —= 

x dz z 


In), 


(4) z 不是 x 和 3 ； 的对称函数，但由 


z = xy 


2 xy 


3 


2 


■2 


■2 


X 

x y ~ 


y 


工卞， - j - y 

可知，当 x ，： y 互换后所得函数与原来函数只相差一个负号，即 
(/( j ：，： y )) = _/( jy ，_ r ). 故 


|[/(工，30]=-|; 


f ( oc . y )'] — — ^•[/( > y ，* r )]. 


因为 


dz 

dx 


y 


2y(X 2 + y) — 2o 3 • 2_y 


Or 2 +y ) 2 
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2y z {x z — y ) 

^ 十 （p + y ) 2 ’ 


所以 


例 6 


3 z , 2W — y) 

办— 十 （ x 2 + y) 2 • 

设 u = sin^: + 9?(sinj：+cosjv) ，其中史为可导函数，且当 


x = 0 时 ，w = sin 2 j y ，求 

解先求的表达式.因为工 = 0 时 ，w = sin 2 ： y ， 即 

u = ^p(cosy) = sln 2 y = 1 — cos 2 jy , 


所以 


<p(t) = l — ， 2 ， 


<p(s\nx + cosjy) = 1 — (siax + cos^) 

从而 

u = 

=sinx + 1 — (sinjc + cosy ) 2 ， 

于是 

du 

dx 

=cosx — 2(sinx + cos^Ocosjt ， 


du 

dy 


2(sinx + cosy)slny. 


例 7 求下列函数的偏 导数 : 


(1) u — x yz ； (2) u= — 

y 

解先求全微分，再求偏导数 . 


y/z 


攀 


(1) 两边取对数，得 ln« = wln:r ， 再求微分，得 


v 之 

du = — dx + zlnxdy + ylnxdz^ 




即 


du 


x y 


z 


yz 


X 


dx + zlnxdy + ylnxdz 


得 


3 u 

dx 


x y 


z 

X 


dy 


X 




zlnx 


du 


x yz y\nx. 


(2) 两边取对数，得 


\nu = —In — 

之 y 

两边求微分，得 


—(lnx — Inv) , 
z 
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du 


u 


2 心+丄 
zx z 


In 


x 


y~T y 




^ln 4. 


: v 


即 


du = 

:( 王 ) 

yiz 

r ^ dx + - 

X 

In — 1 

dy — ^ 2 ln dz 


1 ) J 


^xz z 

^ 1 

之 y J 


得 


du 

dx 



y/z y 

du 
-- 

(X ] 

, y/^ 

1 

fin " -l] 

^ J 

xz 

3y 

[ y J 


Z 

i 3^ 


du 

dz 


X 


y 


yh 


之 2 


In 


x 


y 


例 8 计算下列偏导数 


(1) z=x 2 +(y — l)tan 求之 〆 工， 1); 


丌 


7T 


… cosO — 2》）+ 

(2) z = - , , t ，求之） 

cosCx +3 7 ) 

解 （1) 先求偏导函数，再求偏导数值. 


，4 


z x = 2x + (: y 2 — l)sec 2 



y 


y 



y -1 


sec 


2 


Y^oy 



x 


y 


则 


z x ( xA ) = 

(2) 先求一元函数 / U ，： y ) 和 /,(7 t ，3；)， 得 


/( 丌， : y) 


/ 〆 丌， 30 


X 


cos(7c — 2y^> _ cos2^ 

C0S(7T + y) COS 3 ； ’ 

— 2 sin 2 ycos 3 / + cos 2^ sin 3 / 

cos 2 jy 


则 z ， (丌，丌 /4) =— 2 v2 . 

计算函数的全微分，可以用先求各个偏导数后组合的方法，也 
可以由一阶微分的形式不变性直接求出. 

例 9 求下列函数的全 微分： 

(1) z~x\n{xy) ^ (2) z ： = ： ycos(:r—2 ： y) 在点 （ 兀，穴 /4); 

(3) « = : re 只 + e- r +y 在点 （1，2，1). 
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dz = ln(exy)djo -\- —dy. 


( 2 ) = ysmix~2y ), 轰 


cos Cx — 2^) + 2 t ysin(x 一 2j0 , 


dz 

dx 


丌 


K 


，f ) 


dz 


丌 


IT 


ITi 


) 


故 cM 卜 i) = j(do: + 2d^). 


(3) 羞 = e y ' + l > 尝 = a:ye yz -e -% 

dz = e^dj ： + Cxze yz + Ddj + (xye yz — e -z )d 2 ：, 

故 心 fa.2.1) — e z dx + (e 2 + l)d3 ； + (2e 2 — e _1 )d2：. 

当求空间曲面的切平面与法线方程时，若曲面由显式方程给 
出，则只需求出各个偏导数，然后依公式代人即可 . 

例 10 求椭球面 x 2 + 2y 2 ~hz 2 ^l 上平行于平面 3 ； + 2z = 
0 的切平面方程 . 

解令 w = j ： 2 + 2 y + 2： 2 —1，则差 = 2: r ， 轰 = 4： y ，~ = 22：， 故平 

面法向量 n— {2xAy<,2z). 

而已知平面法向量为 {1, — 1 ， 2 },由平行关系得 

2x 4y 2z^ 1 1 

1 -1 2 2 ^ 4 

代入椭球面方程得 

[z/2) z + 2( - z/4) 2 + z 2 = 1. 


解得 


z 




±2 



11， 

所求切平面方程为 



f 






• 270 • 





即 x — jy + 2$ = 士 %/11/2- 

例11在曲面上求一点，使得在这点的法线垂直于平 
面 : r +2： y +2： + 9 = 0, 求法线方程. 

解令 M = _ T 3；~2, 则 = = — 1. 于是平面法向量 

n= { 夕， 1， — 1 }• 

而已知平面法向量为{1，3，1}，与《平行.由 





所求点为尸（一3，一1，3)，法线方程为 



工+ 3 夕+1 z 一 3 

_ _ _ U _ 

1 — 3 — 1 ■ 

例12设 / Or,_y) 在域 D 内有一阶连续偏导数，且 恒有人 = 
人= 0, 证明： /是 Z) 内常数函数. 

证由题设知，£>内可微，则 

d/ = Adr + f y dy = Q=>f = c (常数）， 

故 V (*r，：y) 6"!)，/(2,30=<：(常数）. 

例13 证明： 若在域 D 上， /(x，：y) (对每一个固定的 3/) 对 .r 
连续，且对:V的偏导数有界，则 /Cr，30 在 D 上连续. 

证任取 （ x 0 ，_y 0 ) 6D， 由/(工，)'）对 j : 连续知 ，V e >0,3 汐〉 
0,当 \ x - Xq | 时，有 

1/( 工，: yo) — /O 0 ，：yo) I < e/2. 

又由拉格朗日中值定理知 

l/(D) — /( 了 。，^/。） | = I// ( 工，芒 )(：y — ： y。） | < A/|：y — _y 0 1 ， 

其中 f 位于 y 与 W 之间， \ f y \< M . 

取次 =min 卜， 2(A/ £ +1) I ，当 \ x ~ x 0 \< S \ |：y—j。I 时，有 
1/0，））一 /(x 0 »^o) I 

< \ f(x,y) — f(x,y 0 ) I + \f(x,y Q ) — /(^ 0 ^o) I 

< M\y — y 0 \ + e /2 < €. 
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即/(^，:^在点^^:^连续.由 U 。，％) 的任意性知， /( X ， 30 在 D 
内连续. 

例14证明：若 / rO ，^) 与 / yOd ) 在矩形域乃有界，则函数 
/( Xd ) 在 Z ) 内一致有界， 

证因为 A ( x ，： y ) 与 /,(: r ，： y ) 在 D 有界，即 v Cx , y )€ D , 
3 M >0, 有 |人(工，：^)|<似与|/；(工，30|<从_ 因而 V PiCx !,^), 
尸 2 (而， 52 ) 6 仏有 Q ( joz^yih V e > 0 , 使得 

1/( 尸 1) — /( 尸 2) 丨= — f ^ z ^ yz )[ 

^ l/(:i ，： yi) — /(:2 ，： yi) I + 1/( 工 2,30— /( 工 2 ，： V2) 1 

=1/ “ 芒 ， 30 1 Ui — ^21 + \fy{x zy Tj) \\y x — y 2 \ 

< MI — x z I M \ y x — y z I ^ 2 M IF x — P z \ < e ， 

其中芒在:^，工 2 之间 ，7 在: ^ ，: y 2 之间.取占 = e /(2 M )>0, 于是 ，V e 
>0,3 3= eA 2 M )>0, 使得 V Pi ， P 2 eD ： lA — PsICl 有上面的 
不等式成立，即 /(» r ，夕)在 D 内一致连续. 

第四节复合函数微分法与方向导数 


主要内容 


一 、复合函数微分法 

设函数 x = ， y =0( 5 , O 定义在你平面的区域 D 上，函 

数2：=/(工，>)定义在別: y 平面的区域 A 上，且 

{ ( 工 >3^) I ^ ~ ft) = 中 (s ， t 、 ， （ s ， t、 6 D} d Dy ， 

则函数 z = F ( sa )= fl < p ( sa ), ipCs , t )'],( s,OeD 是以 z ^ fdx . y ) 
为外函数，为内函数的复合函数. 

1. 定理若函数工=?<5,0，：^ = 0(5，£)在点（ 5 彳）〔£)可微，； 2 ： 

=/(工，））在点 Cx , y ) = I >(5， f ) ，必 G ， t )] 可微，则复合函数之= 
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/[?>0， ? ）4(5，£)]在点( 5 ,0可微，它关于5与〖 的偏导数分别为 

dz — dz dx dz dy dz dz dx dz dy 


2 •若 z = /(： r ，3/) 可微，则 d ^： = + 

若 Z~fl<p(s,t) ， 0(5, 广） ] 可微，贝 ！ J 

dz = 笔 ds + 笔 dt 

os at 


dz 3x . dz dy 

■■■ i — ■■ 

dx d$ dy ds j 


ds + 


dx 


(dx 


dx , \ 


a 户 + 尹 


. etc 

+ 石 


dz dx dz dy 

+ a 

f ds + f 


dt 


因而又有 ck = ^ir + _ d 3；， 即多元函数的一阶微分形式不变性. 


二、方向导数与梯度 


1. 设函数 /( D ， Z ) 在点尸。(工。，>，之。）的某邻域 f /( 尸。） CR 3 
内有定义 •/ 为从点 P 。 出发的射线*尸0,3；，^)为/上且含于^7(尸 () ) 
内的任一点，以 f 表示尸与 P 。 间的距离.若极限 


lim niln /<^ o ) 

广 ►()+ P 



存在，则称此极限为函数/在点尸。沿方向/的方向导数，记作 


3f 

dl 


p 


0 


fi ( Po ) > //(工0 ，: Vo , 之 o ). 


2. 若函数 / 在点/"。(〜，，^^可微肩/在点 P 。 沿任一方 
向/的方向导数都存在，且 


//(尸 0 ) = /〆 尸 0 )cosof 十 //尸。) cos # + /,( P 0 ) cos 7, 

其中 cosa ， cosA ， cos 7 是方向/的方向余弦. 

3_若函数 f(x ， y ， z) 在氣 尸。 Cr ， 3 /, 幻存在对各自变量的偏导 
数，则称向量(八0\)，/,0 5 。），/；(/%))为函数/在点尸。的梯度， 
记作 


grad / = (/ X ( P 0 ) ffy ( Po ') fL ( Po )) f 
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向量 grad/ 的模（长度）为 



疑难解析 


1- 怎样用复合函数求导法则求导数？ 

答 多元复合函数的求导，关键是分析复合关系，即应搞清楚 



有几个复合层次，几个中间变量，中间变量又是几元 
函数 * 为了清晰明了地表示这些关系，最好画出“树 


图 10, 11 

可. 


形图”，例如 z = xy -\- xF ( u )，u = jyAr ，则其树形图如 
图10_11所示。然后利用树形图，按链式法则求导即 


注意 若中间变量是一元函数，则求得的导数称为全导数，否 
则称为偏导数. 


2_ —兀函数 fix ，^;)在点 P 。(: r 。， j 。） 沿任一方向/的方向导数 
存在、可微、连续之间有什么关系？ 

答 二元函数 / ( x ， y ) 在点 ( x 。， : V 。）可微是/在点 

尸。(: r 。，％) 沿任一方向/的方向导数存在的充分条件，而不是必要 
条件 • 例如 


y (工 = i lf 0 < y — oo<x<+oo, 

_ lo , 其它 

在点 （ o , o ) 不连续也不可微.但在从原点出发的任何 射线上 都存在 
包含原点的充分小一段，使得/=0,故在原点沿任何方向/的方 

向导数都存在，且为 | = 0 . 可见， / 0r ， 30 在点 Or 。，） 可微和 

( 0 . 0 ) 

连续都不是方向导数存在的必要条件. 

若 / 0r ， 30 在点户。(： 1 ：。， 3 ^)沿任何方向丨的方向导数存在，则 
在点户。(1。，^。）处偏导数存在. 
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3. 函数 / G ：，： yO 在点尸。 ( x 。，％) 的梯度与在该点的方向导数 
有何关系？ 

答因为梯度@抑(1/=(/；(户。），/,(尸。）），而分量/〆尸。）， 
/,(P。） 是/沿 i 轴和 _y 轴方向的方向导数.梯度的模 | grad /’| = 

7人(尸。) 2 +/；(尸。) 2 也与/沿 I 轴和 j 轴方向的方向导数有关. 
若记 lo ~ ( cosa ， cosjff , cos 7) ，则 

f [ CP Q ) = grad / ( P 0 ) • / 0 = I grad /1 cos 沒. 

其中沒是梯度向量 grad / (尸 0 )与 （ o 的夹角，当沒= 0时 ， cos 沒=1, 
/ 〆 尸。) 取最大值，最大值为 Igrad / (尸。）|，因此，/在 点尸。 可微时， 
/在点 P 。 的梯度方向是/增长最快的方向；沿这一方向的变化率 

就是梯度的模.而/与梯度向量方向相反时，方向导数取得最小 
值，最小值为一 ! grad /( P 0 ) | . 

方法、技巧与典型例题分析 


一、 多元复合函数求导与全微分 

多元复合函数求导，首先要弄清复合关系，然后要正确运用链 
式法则. 

例1 求下列函数的全 导数： 

(1) z=uv J rsint f u=e t fV — cost t ^ dz/dt' f 


( 2 ) 2： = arcsin(^ ： — 3 O ，工 = 3亡，3； = 4 / 3 ，求 dz/dt ； 

(3) 2： =/( 工，3 /) ， x=^+sinf，> = 〆 ，）， 求 dz/dt, 

解此例中间变量都是 f 的一元函数，所以是求全导数. 
(1) 复合关系如图 10. 12( a ) 所示，故 


dz — dz du dz dv dz 
ck du dt 3v dt dt 


=cost • 


e' — e'sinf + sin 夂 


(2) 复合关系如图 10. 12( b ) 所示，故 

dz dz dx dz dy 
dt dx dt dy dt 
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3_ 12t 2 

V 1 —( 工 —yY V" 1 — (x - y) z 


3(1 — 4^ 2 ) 

__ 

Vl — \x — y) 2 

(3) 复合关系如图 10. 12(b) 所示，故 


d 之 

dt 


df dx j 
石石十 


df dy 
3y dt 


/ ： rO ， :v)(l — cosO + / y Cr ，： yW(0, 


z 




t 


图 10_ 12 

例 2 设函数 /Or ，： y) 存在一阶连续偏导数，且 /(1 ， 1) = 1 ， 
/’i(l ， l)=a ， /’ 2 (1 ， 1) = 6 •又 #:r)=/{x ， /[jz: ， /(:r ， x)]}, 求 9^(1) 

和 〆 （ 1). 

解 9?(1)=/{1»/[1 ， /(1 ， 1)]} =/{1 ， /(1 ， 1) } =/(1 ， 1) = 1. 

由 <p ' (x) f x {x y f\_x ^ f {x j x^~\) 

+ f 2 {x,f[_x, f{x jx)~\){f fix jX)~\ 

+ / f 2 [ 工， /(i,jc)][/' 1 (: r ， :c) + / f 2 (jc,j：)]}, 

故 MlA) +/zdlMt/SCUl) +/ f 2 (l ， l)] 

• Lf 1(1，1) +/"’2(1，1)]} 

=a + b\_a + 6(a + 办 ）] =a ab ab z + b l . 


例 3 


(1) z = u 2 v — v 2 u f u—xcosy,v = jcsin^, 


求 


dz dz 
3x，dy 


(2) z=e u sinv t u = scy= 


(0\ - — Jn vC 2 +x/ 2 , arctan(«/i/) ^ ^ 

e ，小 w 

解 （ 1) 复合关系如图 la 13(a) 所示，故 
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dz 

dx 


dz du ' 9z 9v 

i2uv —— v 2 )cosy + (u 2 — 2vu)slny 

3 x 2 cosjysin ^ ( cos ^ — sinjy ) ， 


dz dz du . dz dv 

■- 

dy du dy dv dy 

= (2uv 一 v z )( 一 jrsin^y) 4 - (u 2 一 2vu)xcosy 
= — 2 ^ 3 sin 3 ； cosy(siny + cosy) + x 3 (cos 3 jy + sin 3 y). 



(a) 




u 


x> 


(b) 


图 10. 13 

(2) 复合关系如图 10. 13( a ) 所示，故 

dz dz du . dz dv tl . . 

— = ^ o — h — — = ve sim; + e cost/ 
dr au ax dv ax 

=e 巧 ’[jysin(x + 3O + cos(x + 3O ]， 




dz du . 3s ： dv 
du dy dv dy 


= xQ a sinv + e*"cosi ； 


= e^^xsinijo + 3O + cos(x + >0]- 


(3) 设： r=ln ，^ y = arctan ( w / z ;) ，则 z = 成为复合函 

数，复合关系如图 10. 13( b ) 所示，故 


dz dz dx dz dy 
du dx du dy du 


= ye xy ~j + x^ y ——- ~ - ~ 7—7 • — 

w 2 十汐 2 1 + {u/vY V 

_ A Jn V^7ir ct a‘/0 • U^TCt^nju /v) + tin /ur 不 TJ 2 

u 1 + v 1 


dz 

dv 


dz dx dz dy 

dx dv dy dv 
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V 


xe 




U 


U 


v 1 


1 + (u/v) 2 


e 


tn vCWarctanc^A) . varctan(u/v) — u\xi ^u 1 + V 


u 


V 


2 


对于抽象函数形式的复合函数 ，一 定要认真分析复合关系和步 
骤 . 为简单起见，一般以下标来标记中间变量的顺序关系，以免出错 . 

例 4 设 2 ： = F(M ， T ；， t^) yV = f(u y J：) yX=g(u ,w) ，求差，盖 . 

解复合关系如图 10. 14 所示，故 


Z 



V 



U 


UU 


9z_3Fdu { dF( df . dfdg 


du 3u du dv 


{ du dxdu 


图 10. u 


_dF dFdf idFafdg 

du 3v du dvdxdu 


dz 


dv 


df dg 
dx dw 


+ 


3F 

dw 


dF df dg J dF 

dv dx dw dw 


例 5 设 u=f(j ： 9 y 9 z)^<p(x\e y ,z) = 0 ，jy = sin ： r ， 其中/和 


沪都有一阶连续偏导数，且差 =0, 求塞 . 


解 


因为£=|+鷂 + ft 装 

方程解出 . 对 <p(x\e^z) = 0 求导，得 


，而_要由隐函数 


9 V 


• 2x+9V • e 51 • >’+ 灼 , 恙 


0, 


即得 


d ^： 2Jo<f\ f +e y 9% f cosj ： 
dx 


故 


d “ 

do: 


f + cosx f 

ox dy 


灼’ 

Zx<p^ + df 


例 6 求下列函数的偏导数 


(1) ，求_，_; 

(2) “ = /(工，3^，：20，；2： = 9(3^)4 = 0 (工， 30 ，其中 /， p 有一阶连 

续偏导数，^可导，求尝 


_ 
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_^du du Bu 

(3) “ = /(工，：0/，巧2：)，求石，石，石； 

(4) z = f {x jU jv ) ^ u~uix — 

解 用乘积及复合导数求导法则求解 • 


V 


w )* 




(C) 



(d) 


图 10. 15 


(1) 复合关系如图 10. 15( a ) 所示，故 


9 z 

9 y 


x 3 fi • x + 工 3 7V 


# 


X 


/// + x 1 /. 


dz 



3x 2 / + x 3 // • y + x 3 / 2 


2. 

x 2 


Zx z f 


X 


3 


yA f 


X 


yf ^ 


(2) 复合关系如图 10. 15( b ) 所示，故 



du 

3/ , 


—— ■ 

dx 

*— 1 — —\— 

T 

du 一 

_^ 4 

^1\ 

f dz 

d y 一 



[dy 


# 





dz Bt 
dy 


g + s ㈨ 


十科 ’ 


« 


(3) 复合关系如图 10. 15( c ) 所示，故 


du 

di 


/V + fz y + fz r y z ^ 


du 

3 y 


fix + fz xz. 


du 




(4) 复合关系如图 10. 15( d ) 所示，故 







dz _ df 
dx dx 


df df du df ( 3v 也 

dx du dx dv , dx du 3xj J 


dz df du . dfidv . Bv du 、 


例 7 证明 


.3 


( 1 ) 


arctan 


x — y 


是方程的一 个解; 


(2) 2：=工3/ + *^(“）， w = 之 ， F ( w ) 可导，满足方程 x 





z~\~xy 


(3) 7 、 ，/00可导，满足方程 

/ ix — y ) x dx 

证 只要求出偏导数代人验证即可， 


dz { \dz 

3 工 y dy 


( 1 ) 


dx 


1 + 


r — y 

x — 3 / 




3 工‘（工 一 y) — (工 

ix — yY 


y ) 


dz 

ay 


2x 3 一 3 工 2 ： y+ ： y 3 

u -^) 2 +\ x 3 - y )^ 

x z — 3xy 2 + 2y z 
(: r — y) 2 + (x 3 — ： y 3 ) 2 , 


tan 之 


代入得 


9z . dz 

X 3i^ y Ty 


又有 sin 2^ 


2tan^ 

1 + tan 2 ^： 


2( 了 一 y ) ( sc 3 一 y 3 ) 

工 3 -?)】， 

_ Zix — y ) ( x 3 — ： y 3 ) 
(x — y ) 2 + ( x 3 — y 3 ) 


从而 


dz dz 

°° di +y Ty 


sin2 ^： ， 


即 z = arctan -之-是方程工穿 +y _ 

x — y dx dy 


( 2 ) 


dz 

dx 


X — 3 / dX 

^+ F («)+ x ^[ -含 


= sin 22： 的解 • 


dz 

3 y 


•T + X 


dF 

du 


x + 


dF 

du * 


代人得 X ^c + y fv 


l = + +F (“) — f 盖) +++ 芸 

= jcy^xF(u) - J rxy = z^rxy* 
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(3) | = 


: y • // • 2x 2ocyfJ 


代人得 


P(u) ~ 尸 (“）’ 
dz f(u) — yfj (— 2y) _ 

石 = fHu) = 

dz , 1 dz 



2y 2 fJ 

f(u) ^ fW 

2yfJ 


z dx y dy 


2yfJ , 1 1 

Piu) y f(u) f 2 (u) 


z 


y y/^ y 

这里，运用了关系式 f ( u )= z / y . 

例 8 设“满 足方程 _ + _ + _ = 0, 作变量代换 f = 


du 


z — 工，证明 ：在新 变量下，满足方程胃 


0, 


dx 


因为： r = 6 ，：y = 7 十 i = 7+ 芒，之=(+了 = (+$，所以吉=1， 


I 


dz 
丄，关 


du 

36 


1 . 于是 

du dx , du dy 


dx 


■ ^ „y - ^LC 

+ 石犮 + 


dz 


du du 

dx 3y 


9 u 
3z { 


* 


0*1 = 0 . 


1,1 

丁 ， 


例 9 设工 w v' 


z 


U V 


3 


+ e x ，求 dz. 


解 


d:r 


u 


2 


du 


d：y = 


d “ 


u 


v 

2 


2 


dv » 


di ; ， 


① 


② 


由式②解得 
代人式①得 


dz 


du 


u 


du = 


dj ： 


u 




u 


A 

dv 

V 4 

f — - 

u 2 

/ 

3 

V 

u 

— V 


③ 


V' 


dz ; ， 


dv. 


再将 d 〜 dx 代入式③，得 




ue 


x 


2u 


<^y 


U — V 


uv 


V 


3 


e 


jr 


V 


dv. 


m 
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例 10 若 V t>0 ， n 为整数，关系式 /Or ， oO=f/(x ， jO 恒成 
立，则称 / 是〃次齐次函数 . 证明^次齐次函数一定满足关系式 




nf 


证 令 w = ，以 =^ ，则誉 =x ， 尝对 / (tx^ty) —t n f (xjy) 


两边关于（求导，得 


du x df dv n _, 

石孓 + 瓦 ¥ = 扣 /u ，^’ 


即 

两边乘以？，得 


X 


df 

da 


y 


3/ 

dv 


nt n ~ l f{x^y). 


tx ^ + ty % 


nt n f{x y y ), 


即 


U ^iii ^ V ^dv ~ n ^ tx ^y^ = nf(u ， v )， 


更换字母，得 i l+y l=nf 、 x ， y). 

此公式可以推广到 m (m>2) 元函数情形 . 

二、方向导数与梯度 

求方向导数的关键是正确求出偏导数与 / 的方向向量，要正 


确使用公式 lo— (cosa t cos/?,cos/) 


A ： r [\y hx 
P ' P J P 


要明确 I 中的 


i 


不是变量， ^ 只是导数形式（为简便起见，可将 I 写成 g). 


31 

例 11 求下列函数的方向 导数 : 


(1) f(x,y)=x 2 — y 2 在点（ 1 ， 1) 沿与轴正向成 60 °角方向 

的方向导数； 

(2) f(x,y,z)=xy 2 -hyz 3 在点（ 1 ， 2 ， 1) 沿 / = ^ + 27 十 5* 的方 
向 导数； 


(3) /(x ， jy/ ， z)=ln(x+ vV + 之 2 ) 在点 /U1 ， 0 ， 1 ) 沿 A 指向点 
5(3 ，一 2, 2) 的方向导数 . 
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解 （1) 因为 “=60°，所以/。= ( 1/2, / T /2) • 


% 




( i , i ) 


(i,i) 


故 


故 


故 


3/ 

31 


2 


擊 


( 2 ) 1 0 


2 


2 


9 df 

^1.( 

2 v 




2 jy a. 


l ) 


— 2 


u , i ) 


2) = 1 — V^X, 


o 


/30 ^ /30 ' /30 


dx 


y 


^ Z ) 


4, 


df 

dy 


(2:r3 ； 十之 3 ) 




( 1 * 2 , 1 ) 


5, 


(i.2,D 


df 

dz 


f =4 


Vso 


( 1 , 2 , 1 ) 


+ 5 


3 yz 2 


2 


( 1 . 2 . 1 > 


參 


V 30 


+ 6 


5 


44 


(3) 45=(2，一 2, 1)， \ AB \= 3 J 0 


df 

dx 


V 30 /30 

2 2 1 


(1,0,1) X 


/y 


z 


a,0,1 


3 f 

ay 

df 

dz 


y 


a , o,d x 


vy 


z 


vV 




0, 


a * o,n 




% 


(1*0,1) X 


df 

3[ 


2 


vy 


JJV 


鲁 


/y 

o + 


^ ■ 


9 


(1,0,1) 


2 ， 


* 


例 12 设 /(a 3；) 在点尸。可微 ， A 


2 ^ 


，I = 


/2 


2 


9f(Po) 确定 /，使得 


dl 1 


^2 


df ( Pp ) 


5 /2 

解设 / o=(cos 沒， sinO , 则由题设得 
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dfiPo) 3f(P 0 ) 1 


dl x 


dx 



3/( 尸 o ) 1 


a/(P 0 ) 3/(F 0 ) 


di z 


dx 


2 


3 y /y 

Wo ) 1 


3 y ^2 


0 , 


解方程组，得 


df(Po) df(Po) 1 


于是 


dx dy 

df(P Q ) 3f(Po) 


dx 


cos6 -h 


2 

df(Po) 

3 y 


sind 


即 


构造方程 
即得 

故所求方向 


/2 

cosd + sin 汐 


(cos0 + sin 夕） 


=>cos^sin^ 


/2 

12 

25^ 


x 


l x + ¥ r 0=>Xi 


工 t 


cos ^="| ■或 j ， sin ^=~| ■或 3 




4 1 


或 h = 


5 

3、 


例13设 / Cr ，30 在点尸。（2,0)处沿6=(2，一 1) 方向的方向 
导数是1,沿/ 2 =(_2,0)方向的方向导数是_3,求/沿/=(3,2) 

方向的方向导数. 


解 因为 


2 


2 




( —1，0 ) ， L 


/Is^/Ta 


，所以，由题设按公式有 


[df(Po) 吖 ( 尸 。）1 


dL x 


dx 


< 


df(Po) 3f(P 0 ) 


3 L 


2 


dx 


2 


- 1) 



df(Po)l 

dy 

df(P 0 ) 


dy 


2 


(0) = — 3 ， 


1， 


解方程组，得 df(Po) 




dx 


3 y 


3 — v 2 , 


于是 


3/( 尸 0) 


3 


鲁 


/ l 3 


+ (3 — 7T) 


2 15 _ 2 v 2 


/ l 3 


/ l 3 
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例 14 (1) 求函数 — (《+菩1在点 M 沿 

a o / \ v 2 v 2 ^ 

椭圆在该点内法线方向上的方向 导数； 

a • b 

(2) 求函数 u=xyz 在点 A / X 3,4,5) 沿锥面 \/ jr 2 + jy 2 的法 
线方向的方向导数. 

解 （1) 求内法线的方向余弦，需先求曲线切线的斜率和内 


法线的斜率.因为椭圆的切线方程为 + 所以，过点尸 


a 


b 1 


的切线方程为 


x 


y 


vz 


a 


V2b 


0,于是 tana = 


b 


a 


4 内法线斜率 


a 


tan 夕=子*故 
o 


h 


— b 


a 


Va z -\- b 2 \ Za 2 ^ rb : 


而 


dx 


2x 

— 

* ■ 

y 2 dz 


2y 

P a 2 

p 

a ’ 3y 

p 

b z 


尸 


b 


得 


dz 

ll 


2 


b 


p 


a Va 2 + b 2 


a 


b 


\/ a 1 + b z 


£2 

ab 


W + 6 2 _ 


(2) 求出锥面的法向量 ii = 士 


x 


y 


x Zj ry 1 -J x Zj ry l 


1 


在点 


M 有 /!= 土 


3 4 


，— 1 


化 =± 


，故在点 M 有 
3 VT 2 


2 


10 


5 


而 


du 


dx 


du 


xz 


M 




1 


M 


du 

5 ,石 




M~ 12 . 


M 


于是 


du 

dn 




士 


M 


20 


/ 


10 


15 


12 


* 


/2 
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士 6 y ^~2 . 


例 15 在 xw 平面上存在温度场 T =4 x 2 + 9/. 

(1) 求在点尸（9,4)沿方向角为210°的方向/的温度变 化率; 


* 


(2) 在什么方向上，点 P 的温度变化率取得最大值？并求出最 


大值. 


解 （1) 依题意，求温度变化率就是求方向导数 


dT 

If 


^rr 


'fcosa + 

dX 


3 y 


( cos 210° - + sin 210° - 18^) 





72 


72 


36(1 + /3 ), 


(2) 梯度方向是变化率最大的方向. 


gradT 


djo\ r ^ dy 


72i + 72j\ 


此时 ， tana = l ， 方向角 45° ，温度变化率的最大值为 


Igradrj = /72 


2 


72 


72 


例 16 求函数 


,2 


2 



y 

b z 


：i 


在点 M (: r ，^ y ， 2 ：) 沿 r — xi-\-yj 


+ zk 方向的方向导数，并讨论在哪些点的方向导数等于梯度的大 
小，考虑：（1) a ，6 ，c 两两不相等； （2) a ~ b ^ C } (3) a — b ^ c . 


解 grad ^ 


2^ 2y 2z x 

V 


广 0 




/ P + y +《 2 , 


故 


Du 

~dr 


grad ^ • r 0 


.2 

1 


y 

v 


2 


(1) 当 a ，6， c 两两不相等时，等值面为椭球面 


•2 


2 


y 

t z 


=k (々为常数）•梯度方向为等值面的法线方向，由低值面指向高 
值面_ 在点（0,0, 士 c \ f ~ c ~ ) ， （ 0，±6 ，0 ) ，（士 a ^ f ~ a ，0，0 ) 等6 
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个点的法线方向与矢径 r 方向相同，有 


du 




| gradi/1. 


(2) 当 c 时，等值面为旋转椭球面.在等值面的两个顶 
点（0,0, \/~c ) 及等值面与 Z = 0 的平面的交线 x 2 + y 2 = Aa 2 ,z 


= 0 上，梯度方向与 r 方向相同，拿= Igradu | . 

(3) 当 a = 6 = t •时，等值面为球面.球面上每一点的外法线方 

向与矢径 r 方向相同，即球面上处处有$ = Igrachz 丨. 

例 17 函数 / Cr ，： y ) 在点尸（2,0)沿/ 1 = (2，一2)方向的方向 

导数是2 /!"，沿/ 2 =( — 2,0)方向的方向导数是 一 2.求/ 在点 P 
沿/=(3, 2) 方向的方向导数. 


解 


0 


2 


( 一 l ， 0)，,o = 


... 7 * 

/13 / I 3 


由 


dfiP) 

dfcp) 

l ai 2 


2 


(a — 6) = 2 v2 , 




— a = — 2 ， 


a 


b 




2 _ 


这里设 gracLP =( a ，6) ，故 grad /= (2, 一 2). 从而得 


% 


/ l 3 


2 + 


/ l 3 


鲁 


- 2 ) 


/13 


第五节泰勒公式与极值问题 


主要内容 


1. 如果函数 /( x ，3/) 在域 DCR 2 上有一阶偏导数，/\，/% 是 
的二元函数，若它们的偏导数也存在，则称之为 / Cr ， j ) 的二 
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阶偏导数. 

一般定义函数的《阶偏导数的偏导数（若存在）为《+1阶偏 
导数. 一般地，饥元函数的 n 阶偏导数可以有 m” 个. 

2. 如果函数 / U，：y) 的两个混合偏导数人,和/#在点 ex。，％) 
连续，则等式成立. 

此结论可以推广到 n 元函数情形. 


3. 如果函数 /Or, 30在域 D 匚 R 2 上可微， ck = gdr + gd3；， 

则称 dsr 的微分为2：的二阶微分 d 2 2：=d(d^). 

类似地，有 d^ = d(d*-^). 二阶及二阶以上微分统称为髙阶 
微分. 

4. 中值定理设二元函数/在凸区域 D 匚 R 2 上连续，在 D 
的所有内点都可微，则对 D 内任意两点 P ( a f d ) t Q(a + / i , d - hJk)e 
intD， 存在某0 (0<0<1)，使得 

/(a + h yb + 々）一 f { a ， b 、 

=fAa + Qh,b + dk)h + f y (a + dh，b + 0k)k. 

5 _ 泰勒定理若 / U，>0 在点（: r。，） 的邻域 t/CGr。，：^); 扪 
有直到 《 + 1 阶的连续偏导数，则对 t/((X。，％); 幻内任一点 
(x c + A，> + 々） 存在相应的( 0,1)，使得 

/(^o + ^ ^yo + 々） 


/'(•^o ， < y。) + ( 厶差 + 々 ^ j 


f (^ o ^ yo ) 


2! 


d 


d 


2 


h ^ c Jrk Wy ) ’(々，％) + 


攀 《 _ 




/( 工 o ，） o) 


in + 1) 


h 


d 


d 


di + k 3 y 


!+l 


/( x 0 + dh , y 0 + Ok ) 


6. 设函数 / 在点 PoCr。，：^。） 的某邻域 UCP。） 有定义，若对于 
任何点尸（工，30 6^7(尸。），不等式 /(P )</( P。） （或 f { P )> 


争 
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/( P 。）） 成立，则称函数 / 在点 P 。 取得极大值（或极小值）.点尸。 


称为/的极大值点（或极小值点）. 

7. 极值必要条件若函数/在点尸。 Cr 。，^) 存在偏导数，且 
在尸。取得极值，则有 

/x(^o^o) = 0, fy(jOojy Q ) = 0. 

若函数/在点户。满足以上两个等式，则称 p 。 为/的稳定点 
(或驻点、静止点）. 


若函数/存在二阶连续偏导数，则称矩阵 


H f ( P 0 ) 


H) 人 ,( 尸 0)_ 



-fyAPo) fyy(Po)^ 


f yx f yy ~ 



为函数/在尸。的黑塞 （ Hesse ) 矩阵. 

8. 极值充分条件设 /( hy ) 在点尸。（: r 。，％) 的某邻域 
U ( P 。） 内存在二阶连续偏导数，且 P 。 是/的稳定点，则当 H f ( P 0 ) 
是正定矩阵时，/在 P 。 取得极 小值； 当 HAP 。） 是负定矩阵时，/ 
在 A 取得极大值；当 H〆 尸。)是不定矩阵时，/在 P 。 无极值. 

极值必要条件与充分条件均可推广到 H 元函数情形. 


疑难解析 


1- 写出求 cm 类函数/的极值的步骤（若/在/上有 M 阶连 
续的导数，则称/为(:⑷类函数). 

答首先求出/的所有稳定点尸。 ； 然后求出/在 P 。 的黑塞 

矩阵，判定黑塞矩阵的 类型； 最后确定/ (尸 d 是极大值、极小值，或 
不是极值. 

若 Z =/( D )， 令 /- (尸 0 )= 儿/^(尸 0 )=5，/”（/" 0 )=^:，则 

rA bi 

Hj ( P 0 )= ，于是 

» x 5 - 

⑴若 X 〉0 ，/lC — 5 2 >0(即 // y .( 尸。）正定），则 /( 尸 。）为极小 
值； 
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(2) 若 Z<0，ZC_5 2 >0( 即///(尸。）负定），则/(尸。）为极大 


值； 


(3) 若5 2 <0(即 /// CP。） 不定），则 /(P。） 不是 极值; 

(4) 若 XC— 皮= 0,不能肯定/在点 P。 是否有极值. 


方法、技巧与典型例题分析 


―、高阶偏导数与全微分 

求高阶偏导数与全微分没有什么新的方法，一般用逐阶求导 
法.应注意微分形式不变性已不复存在，并注意求导时不要增项和 
丢项，以保证运算的正确， 

例1求下列函数的高阶 导数： 


故 


(1) s^elcos^y+isin)) ，求 


SFz d 2 z dFz 


(2) z = 工 ln(x ， j ) ，求 


dx 2 y dxdy 9 dy z 9 
3 s z d^z 


9x 2 dy ^ dxdy 2 9 


(3) 2 =去/(：1：，3；)+3^(:?: + 3；)，求 


d 2 z 

dxdy^ 


9 2 z 


(4) 2=/(e T sinj/，x 2 +y ) ，求 

dxdy 

解此例中的 /# 均有二阶连续偏导数. 

⑴ ^~e x [_cosy+ (x + l)sin：y] ，《 = 〆( — sinjy + xcosjy) ， 


dx 




e x [j:os;y + O + l)sinjy] + e^siny 


d 2 z 

dydx 


e^[cos 3 / + Or + 2)sinjy], 
[— siny 十（工 + l)cos^] 


d 2 z 
dxdy 9 


3? 


e x ( — cosy — xsiny) 


e x (cosy + xsiny). 


dz x d 2 z 1 (fz 

(2) 石碎 =? ㉟ 


x 


y 


，故 


» 
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(^z 


djr 2 dy 


0, 


d 3 z 


dxdy 2 


y 


(3) 因为 i 


X 


2 


f ixy ) J r—f (: c ， 3 /) 十 jy 沪 ; (x + ^ O ，所以 


dxdy 


x 


i 


f \ xy ) x +~ fixy ) J t — f r { xy ) • 


X 


~h<p f (x~\~y) +3^ 〃 ( 了十 : y) 
yf f ixy ) 十沪 / (x + y) ^y(p "(jt + 夕 ）. 


(4) 冗=/1^^11} + 2:*:/7，故 


dxdy 


/ u "e 2jr sinjycos3 ； + 2e J / 12 "(jysinjv + ： rcos3；) 


^ xyf zy ff ^ rf \ e ^ cosy , 


例 2 求变上限函数 / Ora ) 


C^y 


e~ f dt 的关系式 


0 


x 3' 




y [ 


2 


IL 

dxdy 


x dy z ^ 


解 


— Ujy) 2 

， 


ll 

dx 1 


= — 2 xy z ^ 


(. xy ) 


df ^ 

d^f 

^ y 2 


xe 


— (ory) 


2^ z 3 ye 


— (* ry ) 


工淨 f 9 3 

— L 


y ^ 


dxdy x dy 1 


2e 


一 < ^v) 


例 3 求下列函数指定阶的偏 导数: 


( 1 ) u = x 3 siny^y^sinx^^ 


d^u 


dx % dy z 5 


(2) M = arctan ^ 〜 


1 一 xy 一 xz 一 yz dxdydz f 


(3) 

解 (1) _ = 3*r 2 sinjy+ycosx, ^3 — 6xsin3 ； —3 ； 3 sin.r 


d 3 U 

dx 3 


6 sin ^ — y ^ cosx , 


dx i 


c^U 


dx^dy 


Qcosy — 3 y z cosxj 
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d s u 


Bx 3 3 y 2 




— Qsiny — S^cosx, 


c^u 


dx z dy 


6(cosy + cosx) # 


( 2 ) u = arctanx+arctanj; + arctans: + bk (e= 0 ， ±l )， 


所以 


dxdydz 



4 


(3) /^ } = e r siny , — e x sin( 3 ; + nit/2 ) ^ 

所以 /?J n) ( 0 , 0 )= e°sin (nn/2) = sin(nn/2). 

例 4 求下列函数的高阶全 微分： 

( 1 ) “ = ln(x j yv )， 求 d 4 “； ( 2 ) “=e - 崎，求 dv ; 

(3) «=/yv， 求 d" M ，并由此证明 

d n P n { x ^ y ^ z ) = nlP r Xdjc , dy , dz ). 

解 ( 1 ) w = xln:r+jylia3/+zln5 ：， 故 


d 4 “ = (xlnx) (4) dx 4 + ( 如）⑷ dy + (―)⑷ dz 4 


= 9 f d ^ 4 dy dz 4] 

I ? y z 3 j 

(2) 因为 d(ax+^y)=adx+6d3/ ， d 2 (ax + ^y) =0 ,故 

d n w =d ，，（ e 以诗 ）=f 传 [d(ax+^)]” = e 似矯 （ adz+klj;)". 

(3) d(xV^ r )=CrM^(^V) - d r (z r ) 


= ; y 7^ f^yy [ c k W ) d " (y W ): 

__ «! ( p + q ) l . . t M 7 T ， 

—r! (p+g)!^r^T P! q! r! d ? d , d : 

=nl dx p dy q dz r . 

而尸《 ( jt ， jy ， 5：) 是;？次齐次多项式，可表亦为形如 Ax p y q z r 的若干 
个单项式的和，其中 a 是常数， 

由 d w CrV^)= ”！ d/dyd〆 立即可得 

d n P n ( x ^ yjz ) = nlP „( dx ^ dyjdz ). 

例 5 求下列函数指定阶的全 微分： 

(1) u~f{ /:r 2 +y ) ,求 d 2 u ； 

(2) w = /( f ，7), f =^：： y ，7= ： c /： v ，* d 2 w ; 
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(3) u = f ix^yjz )，x = ，，: y = f，《 = / 3 , 求 d 2 u ; 

(4) w = /( 芒， 7 ，C)，^ = a x x + b x y + c x Zj rj = a 2 x + h 2 y + c 2 z , 
C = a 3 :r + 6 3 3 / + c 3 2 ：， 求 d n u. 

解 ( 1 ) du ^ f—^ yd f ^ 

/^T7 

is _ f "(xdx 十 jyd )) 2 f/ (ydjr — xdy) 2 

d U ~ J —— 十, "( x 2 + 3^ 2 )^ . 

(2) du= f r i(.ydx-{- xdy) f 2 /知 ，故 

: V 

d^u=r n (yd^dyr +尸 22 (上 d 工:/处 

+ 2f\ 2 ^^ Z ^ + 2f\djcdy-2f 2 ^ d "--f d ^. 

*3^ 

(3) dw= 十2#2 + Sf 2 /%)]/， 故 

d 2 u= (/ 〃 H+ + 以 4 尸 33 +4r/" 12 + et z fu 
+1 2t 3 f" 2i + 2f 2 + ^>tf 3 )d?. 

(4) d^u 


(a^jo-^b^y + Cydz)^^-^- (a 2 dx-\-b 2 dy-\-c 2 d 


3 
^~■ 


十 （ a 3 cix + 6 3 d：y + c 3 d2 ：)^； 




nho 


3 , d 

以 i 7 十义 


d 


d 








/ d , d , d 


d ^： 


争 


/(f ， 7 ，a 


二、泰勒公式 


函数的泰勒公式可以用求偏导数的方法直接依公式求出，这 
是比较麻 烦的； 也可以利用一元函数泰勒公式或幂级数的展开式 
来求，这比较方便和简捷•更重要的是要学会如何利用泰勒公式解 
决实际问题. 


例6 在点4(1，1，1)的邻域内依泰勒公式将下列函数展开 
至二 次项： 
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f(x,y^z) = x 


3 




3 



解 ^c = ^ xZ ~^ yZ 


dx z 

d z f 

dxdy 


6 工， 


— 3z » 


df 
■■ — 

3y 

ll 

办 2 一 

d 2 f 

dydz 


3y 2 — 3 了之， 


6) 


3x ， 


之 3 一 3x^2：, 


dz 

If 

dz 2 

d 2 f 


2 




3 xy 


3zdx 




6z ； 


— 3 y 


求出在点 （1，1，1) 的值，得 


/( I ，1，1) = 0, 


d 丄 =3 丄 = 3 丄 

3x dy dz 


0, 


= d2 f —淨 f 二 ， 

doc 2 dy z dz 2 ’ dxdy dydz dzdx ’ 

故 f ix = — 1 ) 2 +( 3 ；—* l ) 2 +( 2 ： — l ) 2 — ( x — 1 )( 3 /— 1 ) 

—— （x ——1 )(之 ——1 ) —— (y ——1 )(之 —— l)]+o( /> 2 ). 

事实上，高于三阶的偏导函数都等于零，故本例中， 0 (，）= 0 . 
例 7 求下列函数在指定点的二阶泰勒 公式： 

(1) /(o：，：yO = 2 ： r 2 — 巧一 y — 6:c —3 ： y+5 , 在点 P(l ，一 2); 

(2) /(x ，： y) = sirLrsin 3 /， 在点 P(n/i,n/A). 

解 （1) / x (^ P )— (4 x —6) U = 0, 

f y ( P ) = ( — oc — 2 y _ 3) j p = 0, 

/打(尸 ）= 4， /”(尸）=—1， /”( p )=-2， 

而所有三阶偏导数都为零.所以，所求二阶泰勒公式为 

= 5 + 2( 工 一 I) 2 — (x — l)(：y + 2) — (：v + 2) 2 - 


(2 ) 因为 /( 尸 ）= + ， f x (P)=cosxsiny | P 


f y (P) — sinxcos^y 



AAP ) 


= — sinxsin ^ ] P 






fxyiP) — cosxcosy j 尸 =- 

所以，所求二阶泰勒公式为 


fyyiP) =— sinxsinjy 



f(x,y) = 
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O 


+ 




TT 


f 7 C 

丄 

Tt 

jr —— 

A 

1 

J _ 了 

A 

[ 3 ^ A 

4 1 

i 

l ^ / ^ 

{ 4 




其中 


p 



丌 


X 


7 T 


3^ 


例 8 依据麦克劳林公式将下列函数展开至四次项 


fix^y) = vl — 工 : 


y 


解因为 （ l+x) I/2 =l + 


X 


-^ 2 +— x 


，所以 


/( x ，3；) = [1 + (― ? 


y )] i/2 〜 l - 


2 


( sr z + y 2 )-^( x 2 + y 2 )\ 


例 9 若 k| 《 l ， |3 ；1《1，求下列函数的近似 公式 : 


( 1 ) 

解 


( 1 ) 


CQSX 


(2) arctan 


l + jo^ry 


cos ， … i - x+y 

利用一元函数的麦克劳林公式求解 . 


( 3 ) (l+xY^l^yr 


cosx 

cosy 




cosj:( 1 —sin 2 jy) 


1/2 


/ 


1 — 吞十 


_ _ _ 


1 +- isin 2 3；^ - 




1 一 


X 


2 \ 


1 + 音 si 


sm ^ 


1- 


x 


1 — 




2 \ 


— 7( 工 2 — y 2 )* 


⑵ ^ctan = arctan 


7 T X 

7 十 arctan ——: 
4 l+y 


Tt 


{ x i 

1 

f JO i 

、 l+ 3 ^i 

3 

i l-^yi 


+ 


_ ■ _ 




— 夕 +y 


2 )^~+ x ~ xy . 


) 


(3) (l + >r 广 （ 1+3；)" 1 = (l + m*r + ." ) (1+”jy+•_ 

々 1 ^\~?nx-\-ny. 

例 io 求下列函数的麦克劳林 级数： 

(1 ) /Xj: ，）） = (1+_r 广 （1 +_y)" ; (2) f (x y y) =e :r cosy ; 

n - 


( 3 ) /(:r ， 3 ； )=sin(x 2 +y); ( 4 ) f(x ， y) 




(i + JcY y di 


0 


番 
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解利用一元函数的麦克劳林级数求解_ 

⑴ a + xra + jO ” 


n{n — 1) 


/ 十… 




1 十 （mx + w ： y ) 十 


{m — \)x ZJ r2mnxy J rn{n — \)y 2 ^\ 




(2) e x cosjy 


r ⑴ r °° 

[2 

匕 0 * — 0 


(- ir 


x m y 2n 


(2/2)! 


22 ( — lY m\(2n)l J 


0 « = 0 


I <+ m， 1夕丨 <+ °°， 


(3) sin(x 2 + y ) 


S (- 1 )” 


2^+1 


2«+1 


/i 二 0 


s 


«=0 i = 0 


x 2 h yU 2^\- h ) 


k ! (2n + 1 — 々）！ 


— 0 




(4) (l + jWy ，） 

义 1 +, 2 ： yln(l + 工 ） + Wn(l + 工） ] 2 /2 ! 
^l+t 2 y{ x—x z /2) =\ J rt 2 xy — t z x l y/2, 

故 /u，w ^r(l+^- ^ = l + \y{^-- 


' 、 

p y~ 


例 11 设圆心为尸（工，: y) ，半径为 i°， 
f ( P ) = f (jc ^ y ) 为圆内 

接正三角形的三个顶点，且 A = i + = 

y 依的正整数幂把函数 

r F(p) = [/(^i) + /(A) + /(A)] 


图 10, 16 


展开，准确到〆 _ 


解如图10_ 16可知 
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P l {x + pjy ) , P 2 (x — p /2 ,y + p /2) 


P^ix — p /2 — V ^3~ p /2) j 


^(^)- j [/( J d 1 )+/( P 2 )+/( P 3 )] 




fin+P 


d 丄+色 ll 

dx 2 dx 1 


/( 尸） + 


L\ d l 

dx 


V~Yp df p z d 2 f 3 p 2 3 ^f 

2 石十 TP 十 — 8 ay 


3 p 1 d l f 


4 3 x 3 y 


f ( P ) — 


pdf 

2 dx 




dx 


9 


3 p 2 d 2 f , VT p l d 2 f 


By 2 


dxdy 


/( P)+f 


3 2 f , a 2 /i 


3r 2 " dy 2 j 

求函数 fix , y )= x / y 在点 （1，1) 邻域的带皮亚诺余 
项的泰勒公式. 


例12 


解 将函数变形后利用一元函数泰勒公式求解. 


x 


y 


1 + (了 一 1 ) 
1 + (^ — 1) 


[1 + U — 1)] 


1 + ( 3 ； — 1 ) 


n 


[1 + u — i)][2 ( ~ 1^() — 1)” + — m 


"! 


0 




1 + ( 工一 1 ) — (y — 1 ) — {x — l)(y — 1 ) 


+ (J — I ) 2 


• • « 


+ ( - iy~ l (x - \ )( y - I )， 1 — 1 


+ ( — l) rt (: y — l) rt 十 o(〆 ）， 


其中 


P 


/( 工一 1) 2 + (: v — 1) 2 _ 


三、无条件极值与最值 

无条件极值又称为无约束极值 ，一 般只要求出偏导数，确定稳 
定点，通过判别黑塞矩阵正定、负定或不定， g 卩可确定函数的极大 
值、极小值或判定函数有无极值.最值问题要考虑闭区域和开区域 
情形 • 闭区域情形不仅要求出区域内极值，还要讨论边界上的最 
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值，通过比较确定闭区域上的 最值； 开区域情形只要比较区域内极 
值的大小就行. 

例 13 求函数/(工，〉） = 2(：y — ： r 2 ) 2 —x 7 /7 —_y 2 的极值，并证 
明在过点（0,0)的直线上，点（0,0)是直线上函数的极小值点. 


解因为 


fx = — 8^:(^ — X 2 )—X Q — Oy 
fy = A(y — ^ 2 ) — 2y — 0^ 


解得 4 = 0, 3 ^ = 0 和 x z — — 2^2 = 8. 

由 / x /= — 8： y +24 x 2 — 6工 5 ，/〃 o = _8 jt ，/’、= 2 ， 得 


/ 224 16\ 

〜(— 2 ’ 8) = ( 16 2 ]^-224>0，A = 192>0. 


所以，点（一 2,8) 为极小值点，极小值 /(_2,8) = _352/7. 

对点（0,0)，黑塞矩阵无法判别，与周围点比较知，点（ 0 ,0)不 
是极值点. 


在直线 jye 是工上 ， f { 工 ， kx) = :c 2 0 2 —4A：r + 2:r 2 —jt s /7) •若是 
关 0, 则当 i 充分小时，有 /Cr ，々 x)>0; 若是 = 0 ， /( 工 ,0)= 工 4 (2 — 

x 3 /7 )， 则当： c 充分小时，也有 /( o :,0)>0. 故得出 ，在 直线 y = kx 
上，函数在点 （0,0) 有极小值. 

例 14 求下列函数的 极值： 

( 1 ) z==<,jc z -\-y 2 )e~ (xZ+yZ) ； ( 2 ) 2 ； = ； 

(3) z~e 2jr (x+y 2 -\-2y). 


解 （1) ^ = 一 工 2 — y 2 ) e ~ u2+y2) , 


dz 






= 2y(l — x 1 — y 2 )e 


-U 2 + y 2 ) 


令石= 0 ,石= 0 ,求得稳定点为点 （ o , o ) 及 x 2 +y = 1 上的点.因 
为，在点（0,0)，有 


dFz 

dx z 


= 2， 


3 y 2 


C = 2y 


兔 

9x3y 


= 5 = 0, 


由 ZC — 妒= 4>0,4>0知， K 0,0) = 0 为极小值 • 
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令 p + y =， ，则 z = te ' 由于之 —(1— ，），故 i = + ) 
为驻点 • 又由于 z / f = (f — 2) e — ’， a "(1) = — e — ] <0,故 z 


z 


2 丄 — +7 ) 


(•x +y )e 


在 r 2 + y = l 取得极大值 e — 1 


( 2 ) 


( .令 

fj — e y ^ x & iny ( l -{~ Jos [ ny )==0 , 


令 


解得 


x n 




JJ =e 3，+xsin ^( 1 + jtcosjO 
(—l) n+1 ^f~2 j 3； rt = /?7t+7c/4> w = 0, 士 1 ，士 2, 


在点（: r „，： y rt ) ，有 




n 


(- ir 




e Jn rj 


n 


V 2 


B 


n 


e W il %， C n = (— 1) 


»+i 


2 eW ' 


而 


A n Cn _ Bl 


2 e 2 w in v〈o 


故 / Cxj ) 无极值 • 


令 


(3) ^ 


// = e & ( + 2：/ + 4 ：y +1) ^=0 ， x 。= 1 / 2 ， 


令 


/；= e 2 "(2^+2)—0, 

在点 （1/2，一1)， 有 


1^0 = —1 


A = 4 e 2x (jr 


3^ 


2 


2：y + 1) 1 (i/2,-1) = 2e 〉 0, 


B = ^{y + l )| a /2 ,-D = 0， C = 2 e u \ 

AC - B z = Ae z >0. 


( 1 / 2 , — 1 ) 


2e ， 


而 

故 /(: r ， jyO 在 （1/2，一1) 取得极小值， /(1/2，一 l ) = — e /2 


例 15 求多项式尸(工）=工 2 十 a:r + 使得积分 


P 2 ( x ) d , 


-i 


取得最小值. 


解 记 /( a ，6) 






P 2 ( x)dx 


{ x 2 + ax 1 + APdi ， 则 


df 


n 


da 


( x 2 + ax + b)xdx 


n 


ax 


2 


dx 


a , 




0 


df 


2 




( x 2 + ax + b)dx 


ri 


—1 




{ x 2 + b)djo 


Ab 


0 
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令 £ =0 备 0 , 解得 


a 




Q ， b = 一 Y 4 


又 A 


淨 f 4 


B 


淨 f 


0, 


C = g =4, 而 AC-B 


da c 3 ， 一 ~ dadb—q " db l 

16/3>0 ，A = 4/3>0, 故 /(0，一1/3) 是最小值，尸 ( x )= x 2 —1/3, 

例 16 证 明：当 任一锐角三角形内一 
点到三顶点连线成等角时，该点到三顶点 
距离之和为最小. 

证如图 10. 17所示，设三角形三顶 
点为 O (0,0)， A ( a ，0)，^(6， c ). M(x，y) 为 

三角形内任意点，则距离之和可表示为 



图 1CK 17 


f{x,y) = + y + \/(jr — a) 2 — 


y i 


V {x — b) 2 + (：y — c) 2 . 


设与： T 轴正向夹角分别为仏，仏』3,则 


X 


X 


a 


X 


x 1 


y 


JC 


— b 


a ) 2 + y 


^{x — b) 2 (y — c) 2 
cosdi H ~ cosd 2 + cos6 3 = 0 f 


fj 


y 


y 


vx 


2 



y 


y 


y(x — a ) 2 + 3^ 2 


c 


\/(x — b ) 2 + {y — c ) 2 
=sin^ + sin^ 2 + sin^ 3 = 0, 

fcOS^i+COS^ 2 = — cos 汐 3 ， 

故 i • n ^ 

{sina l ^rsin0 z — sinO 3 . 

将两式平方后相加，得 cos (&— 氏）=_1/2,于是 


Qi _ d \ 




n ^4 r\ 




攀 
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所以 0 2 — d l = d^ — d 2 


2 丌 


时，函数 / Ora ) 取得最小值. 


例 17 求函数 f{x^y^>=x Zj r 2x 2 y + y 2 在圆域 D= { (x,y) \ 
x 2 + /< l } 上的最大值与最小值. 


解 


/V=2x(l + 2 ： y) = 0, 


yv =2 U 2 +))= o , 




x 




0， i // y ,- i // y ， 

y—Oj 一 1 / 2 ，一 1 / 2 * 

函数在 o 内有三个驻点 p, ( o , o ), p 2 ( i // y ，一 i /2) ， 
尸 3 ( _ 1/ j _ 1/2) ，且 f (P i ) = 0^/(P 2 ) = 1/4 y/(P 3 ) = 1/4, 


在边界 x 2 +y 2 = \ 上， / 变为一元函数 

A = 1 + 2(1 - y)：y = 1 + 2：y — 2 / ， 一 1 < 夕 < 1. 

由 TV =2 — 6/ io 解得 3；= 士 l // r _ 因此 /】（一：[)=1，/,(；!) 


= l ，/ i ( 1// T ) =1 + 4 V ^3~/9 s / } ( —1/ v ^3~) ~1 —4 v ^/9 •从 


而可知，在 D 的边界上， / 的最大值为乂（1//了 ）= 1+ 4 / T /9, 


/ 的最小值为 /“一1/0=1 — 4 /了/9, 


再与乃内的极值比较可知，/的最小值与最大值分别为 


min D /U ， 3 ； )=/(0,0) = 0, 


max f ( x , y ) = /(\f yT ) =1 + 4 / T / 9 . 

例 18 设渠道的横截面为等腰梯形，截- ri 

面积为等腰梯形的底与高各为多少时，渠 \ ! a '' 

道的湿周（两腰与底之和）为最小？ ( \ 、“ 

解 如图 10. 18所示，设等腰梯形下底_ x 
长为 I 高为 A ， 湿周为 L ， 腰与底边延长线夹 图 10.18 

角为0 (0<没<兀/2)，则 


L=x-\~2h/ sin ^, A~ (.2x-\-2hco\.6^h/2=>x=A/h — hco\d ， 


则 


Uh , d )=^+^^ sd) 

n smu 


■ 
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于是 



dh 


A 

T 2 


2 — cos(9 令 


sin<9 


0, 



Asin 2 ^ — h{2 — cos 沒） cos0 令 


dd 


sin 2 6 


0 




h 

6 




^ ■■ 


tt/3 


由此得惟一稳定点 （ \^4//y ， 7c/3). 而问题必有最小值，所以 


L(/i ， 仍在点 （ v0v/y ， 7u/3) 取得最小值 . 从而可知，等腰梯形当 

底 /icoW=2 /^/ 概，髙 /7774^7 时，渠道的湿 

周为最小 . 

例19某厂的一种产品同时在两个城市销售，售价分别为仏 
和仍，需求函数分别为 


9 


24 — 0_ 2 户 1 ， q 2 = 10 - 0. 05/) 2 , 


总成本函数为 C-35 + 40( gi + ?2 ). 问 ：厂方 如何确定两个市场的 
售价，才能使其获得的总利润最大？最大总利润为多少？ 

解先建立总收人函数尺和总利润函数 L. 


L 


PiQz + Pzq 2 = 24/ >i — 0, 2/ >i + 10/> 2 — 0, 05/>2» 

—C = 32pi — 0, 2p\ + 12p z — 0, Obpl — 1395, 


求得 


人声 / =32—0. 4 户 1 


令 


0, 


LpJ = 12 — 0 . 1/> 2 


令 


|^>1 = 80 


:0, 


(^ 2 = 120 , 


由此得惟一稳定点（ 80 ， 120)• 而问题必有最大值，所以确定售价分 
别为 />! = 80^ 2 = 120 时，获得的总利润最大，最大总利润为 R = 


605- 


例 20 证 明：若 xja 为实数，且 ^+3 ； 


2 


Z — 


3 ,则 eVkl 


<!• 


证设 f(jo,y)=e :r y z \z \ = e^; 2 (3 ——y ) ， /(U ) 的定义 
域以 e^+y = 3 为边界.所以 
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/V=eV(3—2e'-y) 




0, 


jo -— 0 ， 


//=2 eV (3- e "-2 y ) 




0, 


土 1 


故 / 0r，30 有两个稳定点 （0，1) 与 （0，一1). 

又由 fJ '= eV (3-4 e J ~ y ), f = 2 ^y ( 3 - 2 e 1 - 2 ), 

f yy " = 2 e : ( 3 — e "" — 6： y 2 ) ， 得 

/,/(0, 士 1) = 一2， 士 1) = + 2，人/(0，±1) = —8， 

故 ZC — 5 2 >0,而 A <0, 知（0，1)与（0，一 1) 均为极大值点，极大 
值/(0,士 1) = 1. 而在边界 f + y = 3 上/(0,3 ? ) =0. 从而可知， 
/(0，±1) = 1 为最大值，即 eVUI < l . 

例 21 证 明：当 0<x<l,0<_y< + ⑺时，有 

f ( x ， y ) = yx y (l — x ) <C e — 1 . 

证求 /(: c ， 30 在 0O < l ， 0 < jy < + oo 上的最大值. 

在区域边界上， / Cr ， 30 显然恒等于零，而在区域内， /(. r ，_ y )> 
0,故 / Cr ，_ y ) 的最大值在区域内，最大值即极值. 


令 

fx ^yx y ~ l (y—xy—x)~0 f 




y(l—x) 


ify =x^(l—x)(l *-h3/ln ： r)=0, X —e ’ 

满足上述条件的点为极值点，即最大值点，有 

f(sr^y) — yx y {\ — jo) — jre 一 1 〈 e — \ 

从而知 /( 工，））在域 0<_x<l ， 0< ： y< + 00 上的最大值小于 e 乂 
例 22 设函数 = = /Or,jO 在 f/((Ao ，。）， 幻内二阶偏导数连 
续，且 /7( 工 0 ,30 = 0 ，人 /( 々，： ^)>0. 证明 ：3 "()' 0; 们，使得 V _>， 
(y Qi d) f 3 /(D) 关于： T 有一个极小值 片 （: V) ， 且 g (y) = 

y ( 工 0,3^0)* 

证由题设条件知 ，3 &>0, 使得在 Gr 。，％ ) 的方形&邻域 
内，有 /«"Or ，： ^)>0 . 又由题设条件知， /Cr ，％ ) 在 （ : r 。，％) 取得极 
小值 /Or ot ： y 。）， 故彐 &(&>&>()) ，使得在 （ : r 0 ， >) 的方形&邻域 

内，当: r <: r 。 时，//(工，3；。）<0 ; 当 ^> x 0 时， / VU ，3^)>0_ 所以 
3 3>0，&>谷>0，使得当 > ^(；(3^，幻时， 
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fj (jo 0 + 占 2 ，： y) > o ， /: (:o — 各 2 ， y 、 < o. 

因为 V ydJ ( y 。，*?) ，/0，夕）关于 jc 在 Dr 。一 Ado + A ] 上连 
续，且上述不等式成立，从而由连续函数的介值定理知，3芒 e 

[尤。一5 1 ，:?:。+ 谷]，使得// (^,^) = 0. 

因为 /„"( 夂 3 ；)> 0 .故 f ( x , y ) 

关于 x 有极小值 f (^ yy )= g (, y ). 

而/("^，:^关于了的极小值是 / Cr 。 ，> ) =贫 ( jyo )• 

设貧(％ + Ar ) = f ( x \ y 0 ^ Ay ) ( | △: y | <幻 ， 由题设条件知， 
/ Or ，： y ) 在点 （ x 。，％) 可微，故 

f ( x '\ y 0 + △，） 一 /( x 0 ,^ 0 ) 

= /VOo ，％ ) ( 工 " 一工 0) + / ； / Or 。 ， ： y。） △: y + o(p) 


fy ( xq ,^)^ + o(p) {p — / ix" — x) z + Ly 


0 ). 


从而 〆 （>) 


lim 

lim 

Ay '*。 


g(yo + A ^) — g ( y 0 ) 

A：y 

/( 工 "，: Vo + △}) — / O 0 ，： y 0 ) 


f y ^^0 



△: y 

lim 字 

Ay -^0 


fj (工 O ，％). 


例 23 设 e = / Cr ，3/) 在有界闭域 Z ) 上有二阶连续偏导数，且 

. d 2 Z _ d 2 Z 


dx 


0，^：,尹 0 ,证明 A 的最值只能在 D 的边界上取得. 


dy 2 ” dxdy 

证 由题设知， f (： r ， y ) 在 D 上连续，故 z = /( x ，3；) 在 D 上必 
取得最值. 

用反证法.设==/0,3^)在 D 内点 （ x 。，％) 取得最值，由题设 

. 3 ^z 


条件知 ，/0 r ，： y ) 在£>内可微，故 Cr 。，^。） 必为极值点.由 


0， 叉。 尹0令: T ~? 了^<0,于是 — B z 


d 2 z 


\ 2 


dx 
3^ zd 2 z 


dy 2 


dx 2 dy 2 


<0. 此式 


^ d y r - ’ ax 2 办 2 、-…〜…一 ^ dxdy 
在点 （ x <>，： y ;。） 也应成立，从而在点 Or 。,％) 无极值，引出矛盾.这样， 
5 r = / Cz ，： y ) 在 D 内无极值点，所以最值只能在 Z ) 的边界取得. 
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第十一章隐函数定理及其应用 


第一节隐函数与隐函数组 


主要内容 

1. 设 匚 R ， 函数 F ： XXY^R 对于方程 F (. x , y ) = 0, 
若3 ICX 与 JCY ， 使得 V /，恒有惟一确定的: ye «/， 满足 
FU ，： y )-=0, 则称方程确定了一个定义在 J 上、值域含于 J 的隐函 
数 y =/ Cr ). 恒等式 F ( x ,/ Cr )) EO , x^I 成立. 

2 . 惟一性定理若函数 F 满足下列三个 条件： 

• 在以尸。 ( x 。,％) 为内点的某一区域 DCIR 2 上连续， 

• 尸(工。，>)= 0(通常称为初始条件）， 

•在 D 内存在连续偏导数 F y ( x ,： y ) ,且 F y ix 0 , yo ^ O , 

则在 LKPdCLD 内，方程 F ( x ,^) = 0 惟一地确定一个定义在某区 
域(為一 0 ?，： 1 ：。+ 0 ：)内的函数 ：y = /Or )， 使得 

• / (x 0 ) ~^ 6 (Xo — «，工。+ 00 时，6 U ( Z 5 。） 且 

F ， fix ') )=0, 

• /( or ) 在(: c 。一 a ， Xo + a ) 内连续. 

3. 可微性定理设 FUo ) 满足惟一性定理中的三个条件， 
且匕 ( U ) 在 D 内连续，则由 F0r ,： y ) = 0 确定的隐函数3； = /(工) 

在其定义域 Or 。 一 〜工。+ «)内有连续导函数尸0) = — 
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4. 若函数 F 满足以下三个 条件： 

• 厂(1 1 ，工 2 ，".，工„， 3 /)在以点尸。 w,：d，."，x：:,y) 为内点的区 
域 DCIR" +1 上连续， 

• FCr ?， d ， …， 4,/)=。， 

• 偏导数 A,，/% ，…^ ，尸，在 Z) 内存在并连续，且 

1 I 树 

FjCr?，:^， … ，: ，y ) 尹0， 

则在? 7(/\) CI 内，方程 Ftz ^ x 2 ^-, x ^ y } = 0 惟一确定一个定义 
在(^(^^，…，:^的某邻域^/⑹。)^^"内的《元连续函数 

/(xi r 2 ， •■• > 工《 ) ，使得 

•当 （Xi ，: r ” …，: r n ) (Q。） 时， 

(:^ ，工 2,… ，工”，/(工 1 ，工 2,… ，工 《)) 6 U(Po) f 


且 F ( x l ，x 2 ，…， Xo / Xa ， jt 2 ，…， ) = 0， 

y 0 =f(x°i ，:4,… ，工 D; 

• 3^ = /(工1，>3：2广-，：1：„)在 U(Q。） 内有连续偏导数/^，八 2 ，…， 
/. ，且 

m 


A = 


F y ， 






F x 

n 

~F^' 
± ^ 


5. 设与 G ( x ， jy ， w ， t ;) 为定义在区域 VCIR 4 上的 

两个四元函数，若 3 平面区域 D,V (: r ，： y ) eD ， 有区间•/和 K 上 

惟 一一 对值与 一 起满足方程组 

F(x^u 9 v) = 0, G(x 9 y^u $ v) — 0 f 

则称方程组确定了两个定义在 DCIR 2 上.值域分别含于 J 和 K 
的隐函数组《 = /(工,：^)，幻=茗0：，30,恒等式 

Fix ^ y ^ f ( x ^ y ) y g ( xjy))=Qy G ( x ，》 ，/( x ，》 ） ^ g(x f y ))=0 


成立.行列式 


diF ， G 、 — 

d ( u 9 v ) 


F u 

G u 


^ 称为函数 F ， G 关于 变量心 t ； 的 


雅可比 ( Jacobi ) 行列式. 

6. 若函数满足以下三个 条件： 

• FOdww ) 与0(工，），“，^；)在以点/^々，义。，…，?^。）为内 
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点的区域 VCR 4 内连续， 

• 尸 （ x 0 ，： y 0 ， w 0 ， T； 0 ) = 0 ， G(:r 0 ，： yo ， “o ， ro) = 0 ， 

• 在 V 内，尸, G 有一阶连续偏导数，且,/ = 在点尸 0 

不等于零， 

则在 (7( Fo ) cy 内，方程组惟一确定定义在 < Q C ( X 。，：^) 的某邻域 
^/02。）内的二元隐函数《=/(工， 3 0 0 = ) ^ 0 '， 30 ，使得 

• w 0 = /(o: 0 ，：v。） ，1；。=贫（X。，）。），且当（: c，：y) GLKQo) 时， 

(x ， y ， /0 ，： y) ，茗 0 ，夕 )） G t/ ( 尸 0 )， 
F ( x , y , f ( x , y ), g ( x , y )) ^ 0, 
G ( jTjy , f ( x , y ), g ( j ： 9 y )) = 0, 

• /(^，30，足0：，3^)在/7(仏）内有一阶连续偏导数 


du 

dx 


丄 d(F,G) 
J dix^v) 


dv =_ 丄 3(F ， G) 
dx J d(u^x) 


生 = _ 丄 d ( F ， G ) 苎 = —丄 a ( F ， G ) 

3y J 9(y f v) 5 dy J d{u , 3 ；) - 

7 . 函数组 M = w (: r ，： y ) ， 1 ； = 1 ；(工， 3 /)及其一阶偏导数在某区域 
D CIR 2 上连续，点 尸。 (工。， j 。） 是 Z ) 的内点，且 u q — u ( j ： o ，: y 。） ， v 。 = 

v ( x ^ y ^^ lf y ] p 參 0 ,则在点尸。'（《。，1；。）的某邻域{7(尸 ( /)内存 

在惟一一组反函数 X = x ( u ^ v ) ，: v = ： y ( M ， 幻），使得 Xo ^ xCuqjVo ) ^yo 
= y ( uo ，以 0 )，且当 (/V ) 时，有 Cx ( u ， v )， y { u ， v )) 6 U ( P 0 ) 

及恒等式 


以三 u(x(ujv) 9 y(u ,t/)) , V 三 vOr(u ， v) ， y(u ， v)). 

反函数组在 t / ov ) 内存在一阶连续偏导数 


dx — du_ I 3(UjV) dx _ du j d(U ， V) 

du dy! dCx^y) ? dv 3yj 9(x^y) 


du 


dv 

dx 



3(u,v) 

3{x,y) 


3y _ du / 3(u jv) 
dv dy/ d{x,y) 
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互为反函数组的函数组与 x = jc{u ^v) jy — 
〆《，<!；)的雅可比行列式互为倒数，即 

3(u,v) # d(x,y ) = 

5(D) d(u jv) * 

疑难解析 


i . 怎样理解惟一性定理的条件？ 

答 a ) 条件是充分的但不是必要的.例如 y - x 3 - o 在点 
(0,0)不满足/^(工。，％)关 0( 事实上，^(0,0) = 0)，但它惟一确定 
连续函数 y = x . 

而 F ( x ，jy)= ( x 2 + y ) 2 — x 2 + y = 0,满足其它条件，仅因 
^(xo^ o)^O (匕（0,0) = 0)，而在尸（（0,0); 幻内 不存在惟一的 
隐函数. 


(2) 第三个条件是为了保证在 [；( 尸。）内 F 关于 y 严格单调而 
设立的，可减弱为在/7(尸。）关于 ： y 严格单调 

(3) 若将第三个条件改为 KCrd ) 连续，且^(1。，>)关0,则 
结 论为： 存在惟一的连续函数 x = g ( y ). 

惟一性定理是一个局部性定理，只在点 POT 。，％) 的某邻域内， 
FCr ，： y ) = 0 惟一确定函数 _y = / U ). 而在大范围内不一定惟一.例 
如， FO ，： y )=: c 2 — y = 0. 在 一° o < x < + oo 内，若只要求 y = f ( x ) 
连续，有四 个解 : ：y = > r ，： y =—: c ，： y = |:r I ， jy = — |_r |. 若要求 3 ； = /( j ：) 
可微，则有两个 解:: y ==: c ，3；=— t 若要求满足 /(1) = 1 且连续，有两 
个解: | j ：|. 若要求满足/(0) = 0,则仍有四个解. 


方法、 技巧与典型例题分析 


一 、隐函数及其偏导数 

讨论隐函数的存在主要是验证隐函数存在的条件是否满足， 
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对于有些问题，则可如疑难解析 1 所述去考虑.隐函数的导数，可 
在确定存在连续可微隐函数的前提下，应用复合函数求导法求出，• 
隐函数的高阶导数可用同样方法求得. 

例 1 设：1： = ：1：(7,2：)，3； = 3^(2；，尤），2： = 2：(工，30为由方程 


F ( x ，3/4) = 0 所确定的隐函数，证明:_尝差=一 1. 


证依可微性定理， 


dx 

3 y 


F y 9y_ F z dz 
F x ，dz F y ’ dx 


F ： 


，所以 


dx dy dz 
dy dz dx 




(-?! 


F z 

F y \ 


F 


x 


F 


1- 


z 


例 2 设 2 = z(x，30 由方程 y = z+x 2 z 3 所确定，求 “ = sins: 的 


偏导数 


da du 
dx 5 3y 


3F 


解令 FCra ) = s + j： 2 z 3 — 1，则会=1 + 3:^ 2 关0，故依惟 
性定理，对两边微分，有 


dy = dz 2xz 3 dx 3x 2 z z dz , 


故 


ck 


du = coszdz 


d^y — 2 xz 3 dx 
1 + Zx z z z 

coszd^y — 2x2： 5 coszdx 


1 + Zx 2 z z 


于是 


du 

T X 


2xz 3 cosz 
1 + 3x z z 2 y 


du 


COSJ2 ： 


1 + Zx 2 z z 


例 3 证明：设 z=2：(:r，jy) 由方程 F( 工 +zj y ， y 七 zj x ) = 0 所 


确定，且尸 (_) 具有连续偏导数，则 z ^ xy^rx ~+y 

证依隐函数求导公式，设 w = x + J 2 ：/^y + ，则 Fjr — 


_ F ti — (z/x z )F v zF v — x z F u y 
^ = — ^FJy + FJx = ^F/+ yF v 


3z _ - {z/y z )F u + F V _ zF u - y z F v 王 

d y F u /y + F v /x xF u + yF v * y 5 


• 309 • 





于是 


, dz . Sfe 
xy^-x-+y~ 


xy 


yzF v — x l yF u xzF u 
xF n + yF v xF 


xy 2 F v 


u 


yF v 




z{xF u + yF v ) — xy{xF u + yF,,) 

工 & + yF v 




X 


z 


例 4 在上半椭球面 ^ 1 37 

a 


2 




z 4 


Z. 


解设 F ( xyyjz ) 


x 


2 




2 


b c 

y 1 , z- 

¥ 


1 U >0) 上，求 


dz dz 
dx ’ 


1 = 0, F 


or D" c 

数存在 •方程 两边分别对: T ， J 求导，得 




C 


> 0，故隐函 


2x 2z dz 
a 2 c 2 dx 


0, 


2 y . 2zdz 
b 1 c 1 dy 


0, 


解得 


dz 

■ ■ — —— 

dx 

例 5 设 W = /( X ，：2； 


C X 


dz 


C 3, 

I I PH,, 

b 2 z 


a z 

，而 zOa ) 是由方程 z 


x 


+ ： yp ( z ) 所确 


定的函数，求 di /. 


解 


先对 M =/0， Z ) 求偏导数，得 


du 

dx 




z' 丨 f* z' 

/]+/2 石， 


dz 


再令 F (： r ，： y ，5：)=： c +3^( z )— 求条，穿，得 

dx dy 


F x 


故 


dz 

dx 


Fy = <piz), F z = y<p f (z) ~ l, 

<p(z) 


y<p f (z) — 1 ’ dy 


y(p ; {z) — 1 ’ 


从而 du= I fi + f 2 


dz \ 


di) 


dx f 2 —d 


A - 


h 


y9 f M — 1 


dx 






y<p f (z) — l 


d ) 


例 6 证明：由方程 ：y = ： rp (；2：)+#(；£：) 所确定函数 


(工，），） 


满足方程 


dz 

石 j 


d 2 z dzdz d l z (dz 

dx z dx 3y dxdy \ dx 


2 d\ 


办 2 


0 
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证先对方程求一阶偏导数，有 


?iz) + X〆 ⑴差 + ^ 


㈣ x 




0, 


1 «+#/())• 


再对上式求偏导，得 


, dz 


+ Uf + 


ax 


+ (x<p r <p f ) 


dx z 

d^Z 

dxdy 


? 


f dz 

dy 


9z dz 


+ (xf + 妒 ) + { x < p f +00 




0, 


① 




0, 


(: r〆’ + 0 〃） 


( & 

l d y 


2 


+ (x<p ' + 0 ’） 


d 2 z 

dy 2 


0, 


② 


③ 


① X 


ir — ② ><2 ig + ( Hgr , 得 


ix<p ’ + 〆 ） 


因为 工 < P ’ 十 (p '关0,故 


■ 

( 


{ d y i 


2 


3 2 Z 一 dz dz d 2 z 
dx 2 dx dy dxdy 


dz\ 

2 d 2 zi 

〖办 J 

dy 2 ^ 


0. 


( dz ^ 

1 d y ] 


3 Z Z — dz dz d Z Z 
dx 2 dx 9y dxdy 



9z 

dx 


3 ^z 

dy 2 


0. 


例 7 设方程 Jo 2 ^\~ y z + z 2 = Az 确定 z 为： c ， y 的函数，求 


d 2 z 


d 2 z 

dxdy 


dx 


2 


和 


解对方程两边关于 X 求偏导，得 


即 


2工+ 2之 

dz 

& = 


dz 

di 


4 


dz 

dx 


X 


l-z 

对式④两边关于: T 求偏导，得 


④ 


⑤ 


2 + 2 


\ dz 
dx 


2 



d^z 


a^z 

dx 1 


即 


沪之 1 + (ife / 3r ) 


9r 2 


2 ~ z 


⑥ 
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将式⑤代入式⑥，得 


d 2 z (2 — zY + 工 


2 


dx 


2 


(2 - z) 


3 


又对题给方程关于^求偏导，得 


即 


2y + 2z 


dz 


9y 


4 笋， 

3 y 



y 


3y 


2 — z 


⑧ 


对式⑦两边关于 y 求偏导，得 


9z dz 
2 9 xd^i 


d z z 
9x3y 


d 2 z 

Bxdy 


即 


d 2 Z dz/dx • dz/dy 


dxdy 


2 — z 


⑨ 


将式⑤、式⑧代入式⑨，得 


d z z 工 /(2 — z) • y(2 — z) 




dx3y 


2 - Z 


(2 








例 8 设函数有二阶连续偏导数，证明 ：方程 


F 


工 _ 工 0 y—yo 

z — z 0 ' z — z 0 1 


0 所确定的隐函数 z = zCr ， 30 满足下列 方程: 


(X ~^o)^ + (y- y 0 ) f y 


Z 




d 2 Z 9 2 Z 

3^ dp 


d 2 z 
dxdy 


证 


dz 

dx 


(z — z 0 )F u 


(x — x 0 )F h + (y — y 0 )F v 


⑩ 


3z 

dy 


(z- z 0 )F v 


( 工一 jo 0 )F u + (y — 


⑪ 


将 O — j：。）X ⑩ +( 3 ; — 3/。）X ⑪，得 


(j ： — X 0 ) ~ + (y — y 0 ) ~ = Z — Z 0 . 


⑫ 


式⑫两边关于： T 或 y 求导，得 
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将上述两式相乘，即得 


d z z 

■ ™ 

y 

— 3^0 d 2 z 

dx 2 


X 

—JT 0 3ydz ， 

d z z _ 


X 

— 工 o d 2 z 

3y 2 

( 


y 

— 3y3z m 

■ 

d 2 z 

d z z 


d 2 z \ 2 

dx 1 

dy 2 


\dxdy) 


例9 设函数具有一阶连续偏导数，证明 ：方程 
<p(cx — az^cy — bz)—0 所确定的函数 ;r = /( x ，： v ) 满足 


dz . f dz 

a ^^ b Ty 


dx 


C. 


证 设 u = cx —— aZfV = cy ——& s :， 贝 !j 


dz 

dx 

dz 

3y 


% 

9 z 

% 

% 




c% 


%i— a) + %(— b) a% + b% 


c % 


叽 • 0 + 佟 • c 


<p u (— a) + <p v {— b) ~ a% + b<p: 


故 


dz L 9z 
cl ~r~ 十亡 

3 y 


dx 


c{a<p u + b%) 
a<p u + b<p v 


c m 


二、隐函数组及其偏导数 
例10讨论方程组 


0, 


F(j ：， ^y ， M ， w) = u 2 -\r v 2 — x 2 - y = 

G(x — u v 一 x 2 y = 0 

确定的隐函数组 ，： y ) 与 i = t ；(* r ，： y ) 及其在点尸（2，1，1，2) 
的偏导数. 

解因为 iV (尸 


a(F ， G) 

dCu^v) 


2 4 
1 1 




2 # 0 _ 


故方程组确定了一个隐函数组 w = MCr ， jy ) ^v — v { x ^ y ). 
对方程组两边分别关于: r ， y 求导，得 
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解得 


' 令 

2 uuJ + 2 vvJ — 2 x ，： 一 0, 

令 

2 uUy + ZvvJ — 1 — 0， 

令 

uj + vj 一 Zx : 0 ， 

My "f- Vy + 1 '• - 0 ， 


u 


JC 


x {\ — 2 v ) 

U — V 


V 


JC 


x ( 2 u — 1) 

U 一 V 


t _ 1 + 2 v 

y 2(u — V )， 

f _ — 2u — 1 
y 2 (u — v ) • 


例 ii 设 /( x ，3^)= xyz 3 , 且又满足 

x 2 ~h y 2 z 2 一 3 xyz = 0, @ 

( 1 ) 设 z 是由方程⑬确定的隐函数，求 a ( i ， i ， i ); 

(2) 设> 是由方程⑬确定的隐函数，求 / r ( l ， l , l ). 

解 （1) 因为 z =2：(： c ， jy ) ，所以 /( j ：，）， 之） =/( x ，： y ，2：( T ，： y ))， 
依复合函数求导法则，有 


人= y ^ 3 + xy 1 


3z 2 _ = y 2 ^ 2 


z Zx 


生 1 

dx 


« 


又对方程⑬两边关于: c 求偏导，得 


^ dz n n dz 

2^ + 2z~-3yz^-3xz~^0, 


从而知 


于是 


dz 

dx 

dz 

dx 


3 yz — Zx 
2 z — 3 xy 


^fx 


z z 

y ^ 


z^r 3 x 


3 yz — 2 x ' 
2 - — 3 xy 




-1， / x ( l ， l ， l ) = -2. 


(2) 此时， /(： r ，： v ，； 2 ：)=/(： r ， y ( x ，5：) ，之），有 


f x = y 2 z 3 + xz 3 * 2 y 


dx 




y + 2 x 


dx 


将方程⑬两边关于: r 求偏导，得 


2 x 


2 y ^ —— 3 yc ——3 工 2 _ 


0, 
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从而知 


于是 


dy — 3yz - Zx 

dx 2y — 3 工之 

dy 

\ ( ia , i ) 


=>/x 




y-\-2jo 


3yz — 2x 

2 y — 3 xz 


1，八（1，1，1) = — 1, 


注意题 （1)，（2) 条件不同，方程⑬关于 x 的偏导数也不同, 
例12求下列方程组确定的隐函数组的 导数： 


( 1 ) 


( 2 ) 


u = f{ux J v J ty > ) y 

v = g(u — x^v 2 y ), 
jr = e H -\-usinv , 


求 


du 3v 
dx ^ dx J 


求 


y=e — ucosvj 

设 u = u ( xjy ) jv = v ( x ^ y )* 
(1) 方程两边关于 x 求偏导，得 


du du dv dv 

II I ■ ■ ■ 

dx ， dy’ 3 工， dy* 


解 


i 

^ _ f ( du ， I 丄 。 f Bv 


解得 


土 = — (2yvg 2 — 1) — f 2 f gi 

ar (xfi — l)(2yvg z f — 1) — / 2 W ’ 


__ gV ( 工 /V + ufi — i)_ 

3r (xfi — l)(2yvg z f — 1) — f z f 

(2) 方程两边求微分，得 


即 

解得 


fe^du + sinvdu + Mcos^di ； = cLc ， 
(e M du — cost ； d^ + wsinudi = d 


(e tt + sinz^)dw + wcosz^di; = dx ^ 
(e w — cost；)dw + Msint;dt/ = dy 9 


du 


sim;dx — cost/dy 
e w (sint; — cost;) + 1 ’ 


从而 


dv = 


(cost ； — e u )dx + (sinv + ^ H )dy 
u\^e u {sinv — cost;) + 1] 


du sint; 

-- - _ 

dx e u (sinv — cosiy) + 1 
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du 


cosv 


dy e u (sinv — cost;) + 1 


du 


cosv 


e 


u 


dx u\^e u (sinv — cost;) + 1 


do 


sint; + e tt 


dy w[e“ （ sint; - cost;) + l]' 

注意因为所求不同，所以题 （ 1) 只对 i 求偏导，题 （ 2 ) 是求 
微分 . 两者是有区别的 . 

例 13 设函数 M = w(x ，： y ) 由方程 u~f(x^y,za)^g(yjz,t) 


0 ， A(2：，O = 0 定义，求 


du du 
dx 9 dy* 


解法 1 先分析函数关系，分清哪个是因变量，哪个是中间变 
量，哪个是自变量 . 

由 君 (: V ，之，0 = 0，/1(之，?）= 0解得， /， z 为： y 的函数，代入 w = 
/(• r 得 w = « (: r ，： y ) ，再分别对 x 和 > 求导，得 


Bu 

dx 


df 

djO, 


du 

dy 


df df dz df dt 

I I 

dy dz dj/ dt d/ 


再由以 3/ ，之 ，0 = 0 ，々 0，/) = 0 对 y 求导，得 


3g 


dg dz , dg dt 
dz dy 3t dy 

dh dt 


0, 


W 1 -l* — — ■ W 1 w 

j ~ 十 1 ~ = 0 ， 


解得 


dz 

dy 


dz 

dz dy ' dt dy 

聖逆 / 3(g, 八 ) d£ 
3y 3t/ 3(z，0 ’ dy 


dg dh 
dy dt 


3(gjh) 
9(zyt) * 


将代人即得 


dy 


du 


3f , 3/ d^; df dt 

■ 4_ ■ in I ■ 

dy dz dy dt dy 


dif ， g ， h 、 l dig ， h) 

d{y ， z，0 I d(Zjt) * 


f f{xyyjZjt)—u = 0 ^ 

解法 2 由方程组 —g ■(: y ， z ， f) = 0 ， 解得 w,;e，f 为： c，jy 的 

、 h{z ， t) =0 

函数，利用隐函数求导，得 
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(df . df dz t df dt du 

dy dz dy dt dy 3y 

拖丄 dg 也 dg 9t 9u 

I I 

dy dz dy dt dy dy 


0 , 


0, 


3h Bz 3h dt du 

^¥y + ^Ty + 0 Ty 


0, 


把 _ ， • ， _ 当做未知数，利用克拉 默法则 可解出 g 
例 14 


设 y=f(x 9 t),t 是方程 F(x,y,0 
函数， / ， F 都有一阶连续偏导数，证 明： 


0 确定的 z ， 3 /的 


dy 

di 


df dF 

dx dt 


df dF 

3t dx 


dfdF , BF 0 

dt dy 3t 


证方程组 


y=f{x ， f). 


F(x ， 3；^) = 0 

y=y(x) y 


确定隐函数组 


t = t{x). 


方程两边关于 X 求导，得 


dy 

dx 




df^dfdt 

■ ■ ■ ■ 夺 -- 

dx dt dx f 


BF , 3Fd^ . 3F dt 

dx 9ydx~ dt dx 


即 ^ 


f dy df dt 
dx dt dx 


df 

dx 


= 0 , 


3Fdy , 3F dt 
[dydx dt dx 


9F 

ar - 


解方程组，在条件 


1 

3F 

3y 


df 




at 


9F 

It 


f + f f #。 


下，得 


dy 

dj： 




% 


Bf 

dt 


dF 

3y 


dF 

It 


dfdF 

dx dt 


dfdF 

dt dx 


dF , dfdF 
1 ■* ^ —■ 11 

djf 3t dy 


* 
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例 IS 验证方程组 

"sc 2 —— ycos(uv) + 之 2 = 0 ， 

^ x 2 -j- y 2 — sin(uv) + 2z 2 = 2» 

.xy 一 sinucosv -j- z — 0 

在 P o (^o ^ jyo f^o ， io) = (l ， l，0 ，丌 /2 ， 0) 

的邻域满足隐函数组惟一性定理条件，在点 Ot /2,0) 的邻域存在惟 
一一 组有连续偏导数的函数组 

x-x(u^v) ^y = y(u^v) ^z — zCujv ) , 


并求_，■在点尸的值 * 

尸 1 (x，：v， 之，以，以)=工 2 — ycos(uv) +: 2 ， 

证设— sin(Mi;) + 2ir 2 — 2, 可知 

F 3 (x 9 y f z 9 u f v) =xy — sim/cosx;+ 之， 

(1) A ， f 2 ， f 3 的所有偏导数在点 p 。 的邻域连续 i 

(2) 心（尸 0 ) = F 2 ( P 0 )= F 3 ( P 0 ) = 0 ; 


(3) J 


d(F' ， F 2 ， F 3 ) 

d(x y y y z) 


p 


0 


Zx — cos(uv) 2x 
2x 2y 4z 

y ^ 1 


6^0. 


p 


0 


故由定理知，方程组确定惟一的有连续偏导数的隐函数组 

X = x(u,v) J y — y(u s v) , 之 = z(u^v). 

对原方程组中每个方程分别关于求偏导数，则（对〃的） 


2x ^ 一 cos(wi;) ^ 

au OU 


yvsin(uv) + 2z 


dz 

du 


0, 


2x^ + 2^^ 

oil all 

3x , dy 

y i h ^ — 


vcosuv + Az 


dz 

du 


0, 


cosucosv + 


dz 

du 


0 , 


将 i ， 窒， I 当未知数，用克拉默法则求得 
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3x 


■ yvsin(uv) 一 cos(uv) 2z 
vcos(uv) 


cosucosv 


2 y 


X 


4z 




du 

尸 0 

2x 

— cos (⑽） 

2z 




lx 

2 y 

4z 




y 

X 

1 

尸 0 

类似可求得 

dx 

dv 

丌 

^ = 12 - 




0, 


dv 


例 16 设 x = ei + u 3 ，：y = e "— z ; 3 ，求反函数的偏导数 ^ 
解 本题可看做对方程组 


F l (x,y,u J v) = x 
F 2 (x^y^Ujv) = y 


v 


3 




= 0, 

e u — T； 3 = 0 


所确定的隐函数组 u = W Cr ，3；)， t ; = t ;( x ，3/) 求偏导数.由于 


d(F l ,F 2 ) 

d(u 


处处不为零，故对方程组两边关于 X 求偏导数，有 


1 = eY/ + 3u 2 uJ , 
0 = € l uJ — Zv z vJ , 


解方程组，得 


e w =(e“ +v +9wVW 


故 


例 17 设 x=ucos 


Bv 

_ 

3x e 
v 

— ， :v= 

u 


e 


解 方程组 X = ucos 


… +9 W 

= usin 

求 


u 

) 

- Msin 


I _l ■■ ■■■■ I I h 

dy J dx’ dy 
v 


u 


确定隐函数组 u 


u ( x ^ y ) ^v = v ( x y y ). 对方程两边关于工求导，得 


0 


du 

V 

A / , 

^-COS 

dx 

u 

十叫一 sm 

du - 

V 

丨 v ■ 

^-sin 

ax 

u 

十 ucos —— 

u 


v 

U 


\ 

n dv du] 

/ 2 1 



r J 


dv du 
U di~ V dx 


u 


z 


m 
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即 


cos 


sm 


v 

u 

V 

u 



V . V 

— sm — 

u u 

V V 

— cos — 
u u 


\ du 
dx 


.V dv 
sin —— 
u ax 


1 ， 


du , V dv 

di +COS ^dx 


0, 


因为 


cos 


sm 


u 


v_ 

u 



V - V 

— sm — 
u u 

V V 

—— cos — 
u u 


sm 


v 


u 


cos 


V 

u 


1 ， 


用克拉默法则解得 


du 

dx 


dv 

3x 


cos 


sm 


V 

u 


V 


u 



1 - 

- sm - 
1 


V 

0 

cos —— 


U 

V . 

V . 

—sm 

1 

U 

U 

V 

V ^ 

— cos 

— 0 

U 

U 


u 


cos 


V 

u 


V V 

— cos —— 
u u 


sin 


v 

u 


M 


类似地，方程两边关于 y 求导，得 


du 

3y 


sm 


v 

u 


dv 


V . V t V 

—— sin —— 十 cos —— 
u u u 


例 18 设 z = /(： r ，： y ) ，作变量代换 x = uv,y^ ( w 2 —1 2 )/2, 将 


方程 


dz 

dx 


刊| 


2 


1 用 Z 关于新变量的导数表示. 


解设变换公式的逆变换 u = u(jo^y ^= 存在，则 


dz 


dz du dz dv 


dz 

3y 


dz du . dz dv 

i I I I Ml i ■■ I ■ 

chi dy 9v dy’ 


对逆变换组分别关于 X 和 y 求导，得 


1 


0 




du . 

dv 


du 

dv 

dx 

J 

1 = 


dy v, 

du 

du 

0 = 

du . 

dv 

—U — 

ax 


= X~v + 

3y 

dy U ' 


由克拉默法则解得 




320 


♦ 




du 

dx 

du 

3y 


u 2 + v 2 9 


u 2 + v 2 f 


dv 

dx 

dv 

3 y 


u 2 + v 2J 


u 2 + V 2f 


代入得 

dz 

- =: 

dx 


2 



dz . 
du^ 


、 

dv j 


dz 

dy 


dz 

u 2 +V z \^^l 


dz 
du j 


从而原方程变换为 


dz_ 

、如 1 





z 


第二节几何应用与条件极值 


主要内容 


一 、几何应用 

1. 平面曲线方程 FU ,3^) = 0 在点尸。(: c 。,：^) 的邻域内满足 
隐函数定理条件，在尸。附近确定隐函数则曲线在点 P 。 
有 

切线方程： F x ( x 0 fyo ) ( x — jr 0 )-\- F y ( xofyo ^( y — yo ^ — O f 
法线方程： F x ix 0 ，: y 。） x 0 ) — F y ( x 0 ^ yo ) ( y — yo ^ = 0* 

、 （ F(D ， z) = 0, 

2. 空间曲线方程在点尸。(工。，>4。）的邻 

\ Ct j j ) ** 0 

域满足隐函数组定理的条件，则在点尺附近确定隐函数组工=- 
?< z )，： y =40)， 于是曲线在点尸。有 


切线 方程: 


工 —Jo : y—y 。 


9 CF y G) 

U ， G)| 

飞 F ， G) | 



尸 0 d(z^x) 

P Q dix.y) 

尸 0 
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法平面 方程: 


a(F ， G) , x L d(F ， G) 

, 0 a_xo)+ ^^y 


(y~yo) 


d(F ， G) 

30 ,夕） 


(z — Zo ) = 0. 


3. 曲面方程 FCr，y，z) = 0 在尸。(工。，3/。，心）的邻域满足隐函 
数定理条件，在 P。 附近确定隐函数 z = /U，：yO, 使得当^0 = 
/(x Q ，y。） 时，曲面在点 P。 有 


切平面 方程： F z { x 0 yyo ^ 0 ) (^― x 0 ) + F y ( x 0 ^ y 0 ^ Zo ) ( y — y 0 ) 

+ /^(工0，夕0，之0)(之—之 o ) =0， 


法线 方程: 


工一工 0 一 ^ — 之 0 

^xC^o^o^o) F y (x QJ y 0 ,z 0 ) F z (x 0 ,y 0 ,z 0 ) 


二、条件极值 


1. 附有约束条件的极值问题称为条件极值问题，其一般形式 
是：在 条件组 


,x 2 ， … ， x„) = 0， A = 1 ， 2 ， •••，，n (7?? <i n) 

的限制下，求目标函数，…， _ r„) 的极值. 

2. 一般条件的拉格朗日函数是 

，*^2， __* ，工 m ;\，**•，々《) 

rn 

=/(工!，：1： 2 ，…，工坊）+ 2 A ^ ( x ”: r ” ”•，： r w ) , 

^ — 1 

其中 A， a 2 ，…，总称为拉格朗日乘数. 

3. 求以上第1点所述的条件极值问题. 

若/和 只 （& = 1，2,…， m) 在域 Z ) 内有一阶连续偏导数， 
P。 (: rf …是上述问题的极值点，雅可比矩阵 
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的秩为则存在 w 个常数 Af ，，…，，使得 （xf ，…， 
^ 0) ; A； 0) ， 4 °) ， …， C ) 为拉格朗曰函数的稳定点，即 （¥°) , 4。) ，…， 
M D ) ， Af ，…，/ C ) 为下面 n - hm 个方程 的解： 


= 

fr x dx \ 

= 0 1 

L ^n = 

- d f 1 y' 5 ^ . 
-私 + Ak dx„ ' 

= 0 ， 

L \ = 

= 灼（工 I ，工 2,… ，工 《) 

= 0, 

、 L \n = 

= ?mi 工 1 ，工 2,… O 

= 0, 


疑难解析 



1_拉格朗日乘数法在求条件极值时有什么意义？ 

答过去，我们都是用消元（减元）的方式来求解问题的，即把 
约束条件中的变量解出代人目标函数，减少目标函数中变量的个 
数，然后用求偏导数的办法来确定函数的稳定点.但是，从条件组 
中解出”个变量非常麻烦，而且不总能实现.所以，用消元法解条 
件极值问题不一定能成功. 


拉格朗日乘数法是一种升 元法. 在拉格朗日函数中变量增加 


了 m 个（即义卜々，“ 


怂） • 这是一种求解条件极值的有效方法.拉 


格朗日乘数法只给出了取条件极值的必要条件，因此，满足条件的 

点只是稳定点，不一定是条件极值点或最值点.导数不存在的点也 
可能是极值点. 


条件极值通常都用来解决最大值和最小值问题，所以在用拉 


格朗日乘数法求得稳定点后，一般只需通过比较函数值，即可确定 


是最大值还是最小值 • 当稳定点惟一时，可以根据问题的实际意义 
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来确定它是最大值点还是最小值点. 


方法、技巧与典型例题分析 


一 、隐函数的几何应用问题 

当所给曲线和曲面的方程是以隐函数或隐函数组形式出现 
时，求它们的切线或切平面时就要用隐函数或隐函数组的微分法. 
因此，要求我们首先审视它是否满足惟一性定理条件，是否存在隐 
函数或隐函数组；再看是否满足可微分定理，并求出偏导数；最后 
依公式求出方程. 


f X 1 


例 1已知曲线 


方程与法平面方程. 


y i 


4 4 2 


=1 ， 


求其在点尸（1，1，1)的切线 


V 


x — 2y-\-z = O f 


解设 d 


F(j ： tt y,^)= —+ + — ——1 ， 

4 4 2 求偏导数，得 

GCx J y f z)=x—2y- i rz f 

F x = 2x, F y = Zy f F z = z ； 




1 ， G y =- 2 , 

则曲线在点尸的切线的方向向量 


Gz 


s 


Fy F z 


F, F x 


F! F y 

> 


Gy G Z 


G z G x 

j 

G x G y 

> 



p 


丄 


— 2 



i 丄 

9 


丄 1 

o o 

% 


y 

C 


6 6 


■~ ,：M 


1 1 


1 - 2 

j 



J 9 


2 


故切线方程: 


x — 1 — y — 1 _ z — 1 

— 厂 = — 1 = 二[ 




0, 


法平面方程： 5 ix — 1) + (3； —1 ) — 3(^： 一1 ) 

即 5 工 — 3 之一 3 = 0 . 

例2求笛卡儿叶形线 2( x 3 + y)-9^ry=0 在点 （2,1) 的切线 
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方程与法线方程. 

解设 F ( jr ，： y ) = 2( x 3 +： v 3 ) — 9 x 3/，则 F x = % x 2 — 9 y f F y = 6 y 2 

— 9 j ： 在全平面连续，且 F J ：(2» l ) = 15, F > ( x , l ) = — 129^0. 故依公 
式知 


切线方程：15(工 一 2) — 12(^ — 1) = 0，即 5 j : — 4 jy —6 = 0， 
法线方程： 一 12 Cx — 2) — 15 (：y — 1) = 0，即 4 x +5 _y — 13 = 0, 

例3求曲线 r : \ x ^ y ~^ z ~ 23/ — 4 ’在点 (ij ，一 2 ) 的切线 

\x-\-y^rz — Q 

方程与法平面方程- 


解用推导公式的方法求解.方程两边对: T 求导，得 

2 JO -\- Zy ^-\ 


1 


dy , dz 
dx dx 


解方程组，得 


Z 一 X 


dv 

■ 

dx y — z - 1 y 


于是 


dy 

dx 


(ia ，一 2) 


dir 

6Z j - 

dx 

- 2 努 = 0, 

ax 

- 0, 


dz 

Hi ~ = 

1— y+x 

ax 

y-z-r 

dz 

1 

, dr | 

— . 

cia,- 2 ) 2 


即切线在点 （1，1，一2) 的切向量 s =( 1 ，_ 3/2， l /2) .故 


切线 方程: 


工 — 1 : y — 1 z -\-2 

2 _ -3 


法平面 方程： 2 x -3 y + z ^3^0. 

例 4 求球面 x 2 + y 2 -\- z 2 — 6 与抛物面 z = x 2 - hy 2 的交线在点 


(1，1，2)的切线方程. 


解设 


尸 ( jr ，： y ，2 r )= x 2 +y 十之 2 = 6, 

G ( x f y f z ) = x z -\- y z — z 9 


求偏导数，得 


F x = 2 xj P ' y — 2 y 9 F z = 2 z ； 
G = 2 x ， G y — 2 y , G z = — 


则求得切线在点 （1，1，2) 的方向向 
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F y FJ F z F x 
G y G z G z G x 
故切线在点 （1，1，2) 的切线方程为 

x — 1 — y — 1 — z — 2 
1 = 一 1 = 0 * 

例5 已知曲面 F ( x ，_ y ，2：) =0， GO ，^ y ， z ) = 0 ，求： 

(1) 此两方程能确定一条过点 PCr 。，^。^。） 的曲线的 条件； 

(2) 上述曲线在点尸有切线的 条件； 

(3) 上述切线平行于2轴的条件. 

解 （1) 当函数 F 和 G 在点尸邻域内有连续偏导数，且 
U ^， F y ， F t ) • 时，两方程能确定一条过点 尸的曲 

线.因此，此时 

， F y F t F x F x F x F y ] 

G y G z G z G x G x G y J 

的三个分量中至少有一个不为零，隐函数存在. 

(2) 在题 （1) 的条件下，切向量 s 存在，故曲线在点尸有切线. 

*1 匕 F *l & F : 1^, F y 

( 3 ) 当 r r =0, r ^ = 0 ， P P 关 0 时，切线向 

Cr r Kjj, Lr x Cr y 

量为 （ o , o , a ), 切线平行于 2 轴. 

例 6 求曲面？+/+^ = 4过直线/的切平面方程. 

I 1 4：r + 2 ：y + 3 之 = 6 ， 

\2jo y = 0. 

解设切点为尸。 ( j ：。，％，^：。） ， 曲面在点尸。的法向量 

n =( 2 xo , 2 y 0 y 2 z 0 ) , 

而过直线/的平面束方程为 

41 + 办 +3 之 一 6+A(2 ： r+3 / ) = 0 ， 

即 




(4 + 2^)x + (2 + ^)y + — 6 = 0, 

依题意，得联立方程组 
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4 + 2 A — 2 + A _ 3 一 

2工 0 — 2 yo 2 ^o ’ 

^ (4 + 2 又 ): r 0 + (2 + A) 3^0 + 3 之 0 — 6 = 0 ， 

.^1 + W + 4 = 4. 

解得 2^( j：o + + ^ o ) — 6, f = 3/4， A = —• 2. 

于是，切点为尸。(0,0,2)，切平面方程为 ; s = 2. 

例7在椭球面 P + 2 y + z 2 — 1上求一点，使得过该点的切 
平面与平面: r — y ~\"2 z = 0 平行. 

解设尸(工，3/，之）=工 2 + 23^ + 之 2=: =1，则 F x =2 x ^ F y = F z 

= 2:2：，则在点 Oo ，： Vt ?， z 。） 的法向量 n =( jr Q ,2 yo ^ z 0 ). 

又已知平面的法向量 Azdf — ld ), 由平行关系，得 


^0 



2 yp 

—1 



= A Xq = 


义， =— 



之0 = 2又 


秦 


于是，由 A 2 + 2( — V 2) 2 +(2 A ) 2 = 1 得;1 2 = 2/11，即 A = 土 y^TIL 
故所求点为（士 / z /\\ ,平 v ^ TTT /2, 士2 v ^ TII ). 

例8证明 ：所有 与曲面 2=^/( 2 j 相切的平面都相交于一 

\ X / 


证设尸(工，}，之）=工/ —之，则尸 ： r=/f 2 2尸 ( 2 , 

\工 I \工/ X 丨 X / 

F y - f [^：\ ，匕 =— 1•所以，在曲面上任一点的切平面 

^ / 

方程为 


^0 

Xo 


yo^ f i yo 


JOo 


x 0 


(x — ^o) + / ; f ~ (y — : y 。） 

\ 工。 / 


—(z — z 0 ) 


0. 


即 


3^o ^ 3^o 


/[ ^2 — 

^0 工 0 \ *^0 


X 


of 


yo 

l 工 o / 


yof 


工 + /' 


3^0 

X 0 


X 0 




z 


yof 


yo 

x 0 



^0 


之 0 


z 


0 


0. 
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显然，点 （0,0,0) 满足上述平面.所以曲面在任一点的切平面都相 
交于一点（例如原点）. 

例 9 诬明：曲面 /1+/了+#= ( a >0) 上任一点 
的切平面在各坐标轴上的截距之和等于常数 a . 


证— ，则 


F x 


F 


F 


x ^ 2 /y 

故在曲面上任一点尸。0*：。，3/。，2。）的法向量为 


2 / 


(1/ yxoA/ V yo A/ v^o). 


从而过点 P Q 的切平面方程为 


V^o 


O — 工 0) 


V^O 


(y — yo) 



41 


(z — z 0 ) — 0» 



化简，得 

所以，截距之和为 








/• - F - ~ 

d = ( V:。+ \ yo V ) = V /r ^ _ • ^ f~a = a % 

例 10 设具有一阶连续偏导数 ， a,6，c 为非零常数. 
证明 ：曲面 F ( ax + bz，by + cz 、= Q 的任一切平面都平行于某定直 
线 /. 


证只需证切平面的法向量与一常向量正交.令^ — ax-\~bz > 

!/ =知 + CZ， 则曲面 F 在任~点 尸(: T,：y) 的切平面的法向量为 

71 = ( F x ， F y ， F z ) = ( aF u , bF y ， bF u + cF v ) \ Pl 

显然 n • ( b/a yc/bj — 1) =0, 


即界与 s ={ b / a , c / b ,-\) 正交 • 也就是过曲面 F 上任一点的切平 


面与方向向量为 s 的直线平行. 
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x y z 

b/a c/b — 1* 


二、条件极值问题 

条件极值的求解问题一般是求函数的最大值与最小值问题， 


所以，我们通常只需求出稳定点，然后由实际问题来确定它所对应 
的函数值是否最值，是最大值还是最小值.为了易于求解，目标函 
数要取得尽量简单.例如，目标函数/=：0^可取作 g = + 


+ lnz,/= /( 工 _“ ） 2 + 0 /- 幻 2 可取作 g={ x - a y+{y-b)\ 详 

见例题. 

例11 将正数 a 分解为三个正数，使其的倒数之和为最小 • 

解 设三个正数为 x ,： y ， z ， 则问题即为求目标函数 

fix,y y z) = \/x + l/y + 1/z (x,yjz G CO,a)) 

在约束条件 J ：- hy + z = a 下的最小值. 

建立拉格朗日函数 

L(x^y f z ； A) = \f x + l/y + 1/z + X(x + j + z — a )， 

对各变量求偏导数，得 


L x =一 1/ x 2 十 A = 0, 

L y =— l/y + A = 0, 

< 

L z —— l / z 2 + A = 0, 
L x = xyz — a = 0. 

显然 = 解方程组，得 




- 2/3 


« 


因稳定点惟一，而实际问题必有最小值，故点 （&，&) 

为最小值点，最小值 /( yr , yv )=3 / w . 

例12 在过点（2，1，1/3)的所有平面中，求出与三坐标面围 
成立体体积最小的平面. 


解 设所求平面方程为王+子+三=1，则必有立+ 士 +备 = 

doc a b 6c 
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1 为约束条件.故问题即为函数 V ^ abc / Q 在条件土 +士 + f = 1 

a b 6C 

下的条件极值 • 因为 F = a 6 c /6 与 f ^\ na + lnb^-\nc 有相同的极值 
点，故取拉格朗日函数为 


L(a ， 6 ， c;A) = lna + ln6 + Inc + 

求偏导数，得方程组 


2 




a 






-1 


r 




2 A 

I 1 


0, 



r £2 = 2义， 

—^ ' b — A ， 

x = A /3* 





将代人第四式，得 A =3, 故 a = 6,6=3， c = l , 所求平面方程 


为管+ | + | = 1.最小值 V (6,3， l ) = (6 X 3 Xl )/6 = 3. 

例 13 有一座小山，设其底面为平面，底部所占区域 D 
= {0，： y ) U 2 +y — ，小山的高度函数为 hOc ， y 、= 75- x 2 

—y Zj rxy. 

(1) 设户。(*2：。，3/。）为 D 上一点 ，问 A (： c ，： y ) 在该点沿平面上什 
么方向的方向导数最大，写出最大方向导数&(_2：。，^。）的表达式. 

(2) 在 Z ) 的边界线 x z + y z ~ xy ^75 上找出使达到最 
大值的点，作为攀登该山的起点. 

解 （1) 因为，沿梯度 

gradA(x,3/) | (Xo , >o ) = ( 3^0 — 2x 0 )i + (x 0 — 2y 0 ) j 
方向的方向导数最大，最大值为梯度的模，故 


gix Q ,y {j )= V (3/0 — 2 工 0 ) 2 + O 


0 




2^ o ) 


V 5^0 + 5 yo — 8 x 0 3/ 0 . 
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(2) 令 /( ： r ， jy)= 发 2 (x ，： y) = 5x 2 + 5y —8:r ： y ， 约束条件为 x 2j r 

y _”=75, 建立拉格朗日函数 

L(xjy^A) = 5x 2 + 5y 2 — 8xy + A(jc 2 ~i~ y 2 — — 75) ， 

求偏导数，得 


丄 : = 

二 10x — 8^ 

+ A(j — 

2x) = 0, 

L y = 

=10》— 8 工 + A(x — 

2y) = 0, 

丄 X = 

= X 2 + y 2 — 

xy — 75 

= 0 ， 


x = 3 ； = 士 / 75 ， 
^ ^ x = — — i 5, 

、乂 = 2- 


得到四个稳定点尸 i (5, 一5)， P 2 (— 5,5)，尸 3 (5 /丁，5 VT ), 

PiC — 5 ^/~Z »— 5 ) .求得 

f(PO = /( 尸 2 ) = 450， /( p 3 ) = /( 尸 4 ) = 150, 

故选择点尸 1 (5，一5)或尸 2 ( — 5,5)为攀登的起点. 

例 14 在第一卦限内作椭球面_ +裘+ ^ = 1 的切平面，使 

得切平面与三坐标面所围四面体体积为最小，求切点坐标. 

解设切点为 PoCr 。,％，：^)， 则切平面方程为 


X 0 X 

a 1 



yoy 





=> 


X 



y 



z 


a 2 /x 0 1 b 2 /y 0 1 c 2 /z 0 


1， 


a 2 b 2 c 2 r 2 v 2 r 2 

则目标函数为 V = 约束条件& ~ = 1.建立拉格朗 

O^oyo z o o, b c 

日函数 


I 又 x ， ， z ; A) 


=xyz + A 


x 


2 


a 


2 



注意这里化为求最大值问题了.求偏导数，得 





331 






将第一、第二、第三式分别乘以工，>〜可解得 


^ , y 


z i 

c : 


— 3 工 f 
~2^ 


代人第四式，解得 : r#=_4A ， 从而解得 x 


a 


b 


3 


: y 


z 


3 


c 


/T 


由于稳定点惟一，实际问题又必有最小值，故所求点为 


p 


a 


c 


0 


/3 


3 


例 15 证明不等式其中 W >l ，： c>0 ，： v>0. 
证将不等式证明化为求最值问题 . 

设目标函数 fCx 9 y) = (/ + /)/2, 约束条件为 ix + y — c (c 〉 
0， x >0，： y >0) ，则拉格朗日函数为 

Jv(D;A) = O rt + y)/2 + A(x y — c). 

求偏导数，得 

L x — nx n ^ l /2 + A = 0, 

^ L y = ny n ~ l /2 + A = 0 ， => 工 =y = c/2. 

L x = x y — c = 0. 


因为 /U ， >0 在第一象限内有界闭线段 : r + 3/ = ^M>0 ，： y ； >0 上连 
续，故问题必有最大值和最 小值 . 比较点 U/2 ， c/2 ) 和两端点 
(0,c),Q,0) 上函数值，有 


/(c ， 0) = f(0 f c) = c n /2 ^ /( c/Zjc/Z) — ( c/2) % 
所以，函数 /Cr ， 3 ； ) 在点 （ c/2 ， c/2) 取得最小值，即 



例 16 求二次型 =ax 1J rby 2J rcz z + 2dyz + 2eza：^ 

2/^ 在球面 x 2 + ： y 2 +y=l 上的最大值和最小值 • 

解 球面 y+y+Pei 上的点可表示为 

x = cos^siny), y — sin 沒 siny ， z = cosy. 
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其中 0< 泛 <2 兀， 0« 穴，则 F(x ，： y ， z ) 化为 ，R g(d ， <p 、 在 D 

— {iO,(p) |O<0<2tt ， O«7c} 上连续，故存在最大值与最 
小值.建立拉格朗日函数 

L(x t y f ZfX) — F{x,y,z^> + A(1 — x z + jy 2 4- z z ). 

对 1 求偏导数，得方程组 

L x = 2 (ax + /y + ez) — 2Az = 0 ， 

< L y = 2ifx - {- by + dz) — ZXy — 0, 

L z — 2 (ex + 办 + cz) — 2^z = 0 f 
r {a — X)x fy ez = 0 f 
即 ^ fx + ( 々一 X)y + 办 = 0 ， 

.ex + dy + (c — A)z = 0. 

线性方程组有非零解的条件是方程的系数行列式等于零，即 


d — A f 

€ 


a 

f 

> 

€ 

f b-X 

d 

= 0 或 A = 

f 

b 

d 

e d 

c — A 



d 



有特征值; I . 

将 x — — 代人线性方程组，并以 x 0 »分别 

乘以方程组第一、第二、第三式后相加，得 

axl + byl + czl + Tdy^ + 2 % 之 0 + 2fx 0 y Q 
= Xixl + yl + z\). 

因为4+：^+4=1,即得 A = FOc 。，％，；^)， 函数值恰为 f ( a :, y , z ) 
在单位球面上的最大（小）值.即证明二次型 /( j ：,： y , z ) 在单位球面 
上的最大（小)值正好是其矩阵的特征值. 

反之，设 X 为矩阵4的一个特征值，设其对应特征向量 cr = 
(王，夕，5)，则 

(<2 — J)x + + e 芝 = 0 ， 

fx + (6 — A)5? ~f* dz = 0 ， 
ex dy + (c — ^)z — 0. 

以分别乘以第一、第二、第三式后相加，得 
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f ( x ^ y y z ) = A . 

证明 4 的任一特征值等于/(^，：^，幻在单位球面某点处的值. 

从而知，二次型在单位球面上的最大值与最小值确 
实存在，分别是其矩阵的最大特征值与最小特征值. 


例17求抛物线 y =： r 2 与直线: r _ y_2 = 0 间的最小距离 • 
解设 （ z ，： y ) 是 y ~ x z 上任意点，为 m — 2 = 0上任 

意点，则两点间距离 V Xx — uyiy — v ) 2 . 

因为 d 与，有相同的最值点，故拉格朗日函数为 


L(x,y,u,v i X l ， A 2 ) 

= (x — uY + (：V — vY X x (y — 

对人求偏导数，得 

'L x — 2{x — u) — = 0, 

L y = 2(y — v) ~ X x = 0^ 

L u — — 2(jo — u) + A 2 = 0, 
^ L v ~— 2(y — v) — X 2 = 0, 
L、= y — x 2 = 0, 


x 2 ) + X 2 i .11 — v — 2). 


x = 1 / 2 ， 

= 1/4， 

u = 11 / 8 , 
、v = — 5/8 - 



_ v —* 2 = 0 ， 


由于稳定点惟一，而问题必有最小值•故点 ( j ，|，¥，一 即为 

t Z 4 0 0 / 

最小值点，最小值 = - 

4 ^2 

例18求原点到曲线，，—’的最大距离和最小距离. 

\jo-\-y^rz=l 

解设尸 ( Zda ) 为曲线上任意点，则目标函数 dix 9 y 9 z ) = 

yp + y + z 2 , 约束条件为 p + ys : 和建立拉格朗 
日函数 


L(x,y,ZiX,ju) 

= 工 2 + y + 之 2 + X(x z + ： y 2 — z) + fx{x y z — 1). 

对 L 求偏导数，得 
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' L x = 2 x + 2 Ax + 户 = 0, 

L y =2y^r 2^y + " = 0 ， 

< = 2 之 一 A + 户 = 0 ， 

/^ = + y — ^ = o , 

,L m = ：r 十 3/ + 2 — 1 = 0, 


=>' 


工 =(—i — /y>/2 或 （一 i + /Y)/2, 

- ( — 1 — \ // ""^~)/2或（ 一 1 + ^/~3 )/2 » 


: y 


之= 2 + %/ T " 或 2 — / y \ 


A 




— 3 — 5 ^^3 / 3 或 一 3 + 5 /^/3， 
-7-11 /3"/3或 一 7 + 11 ZT /3, 


得两个稳定点•而问题必有最大值与最小值，经比较，得最大距离 


-1 




/y 


-乃 


2 


2 


，2 + v 3 


V 9 + 5/ T , 


最小距离 


d 


1 十 /y -1 + 


3 




/y 


V 9 — 


5 /y. 
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第十二章向量函数微分学 


第一节 n 维欧几里德空间与向量函数 


主要内容 


—、 n 维欧几里德空间 

1. 一个”（” >2) 个有序实数组，: r 2 ，…， xj 称为一个《 

维实向量（点），全体;2维实向量的集合称为《维实向量空间，记作 
IT = {x =(々，々，…，:^川:^^只，…1，2,…， 《}_ 

2. 在实向量空间上定义了加法、数乘和内积运算. 

对文 =( 工1，工2…，工《)，少=(：^1，：^，”_，：^)，两向量之和 X + } = 

( xi +^1 ，工2+}2,… tX n + jy fl ). 

数 a 与向量 Of 的数乘为 ax ={ ax l , ax 2 r - 


向量 X 与 J 的内积定义为/少 + x 2> y 2 +… 
内积有以下 性质： 


(1) x T x>0 , 当 jc = 0 时， Jt T Jt=0; (2) jc t _v=j; t jc ； 

(3) a ( Jt T _ y ) = ( ca:) T j = jc T ( aj)，a 为 实数； 

(4) ixy ) T z ~ x T z + y 1 z . 

3. 向量的长度（范数，模）定义为 


II x || == yx^x = x\-\- x\-\- ■■- + x 2 n . 

向量的长度有以下 性质： 
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(1) IUII >0,仅当 时， IUII =o; 

(2) II ax || = |o:| || x || 9 a 为 实数； 

(3) II jf +> li < II JC II + II >11 (三角不等式）； 

(4) II a : t ^ \\<\lx II llj^ll (柯西-施瓦兹不等 式）. 
4. R fl 中任意两点 x 与: v 的距离定义为 

p(x,y)=^ || a ： — J || 



— ^ l ) 2 + (^2 — : V 2) 2 + … 


-- {x„ — y n ) 2 . 


5. t/ (or; 3) 表示点 or = O m a 2 , …， a„) 的邻域，其中 
{Jt| || A：-a|| <^}CR” 表示以 a 为中心、 5 为半径的„维球形邻域， 
{ X ~{ x l ，X 2 …，*2：„) || Xi — «,• 1 <3，* = 1，2,…， ”} 表示? z 维方形 邻域. 

6. R” 中有类似平面点集中内点、界点、聚点、开集、闭集、凸 
集、区域、直径等概念. 

7. 设点列 {/%}CR n ， 则 {/>*} 为收敛点列的充要条 件是： V e> 


0,彐尺>0,当々 >K 时，V 有〆 

二、向置函数、极限与连续性 

1. 设 XCIR”，yCR”，/ 是； rxy 的一个子集，对每一个: te 
X ，都有惟一的少61%使得则称/是； c 到 y 的向量函 
数，记作 y， j ^ Kv - 

2. 两个向量函数/与 g 的复合函数是 

g 。 f ： x ^ Y~^Z (XCR" , f ( x ) dYCZR m , 2CR r ). 

3. 设 Z)CXCR"，ar 是 Z) 的聚点， /:X—R M . 若3 /eR m ，V 任 
意小 f/(/，e)CR M ， 总有 t/°(arJ)eR% 使得 /(C/°(cr; 沒）门乃) 
df/(/,*e), 则称在集合 D 上，当 X—cr 时，/以/为极限，记作 

x-^« 

xeo 

4. 设 DCIX 匚 R%aeD，/:X—R' 若 V e>0,3 5>0,使得 
/([/(or;》） 门1))0/(/(00 ，e) ，则称/在点 a (关于集合 D) 连续 • 
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Ja 果 f 在 d 上每一点连续，则称 f 为 d 上的连续函数. 

5. 设 / ，容：义 ― yCXCR'ycZRUJ—2Cir ; a : X— 
ex ， 6=/(fl)ey • 若 /j ， ar 在点《连续 , A 在办连续，则向量函数 
f+g^ccf Rh 。 g 均在点连续 . 

6. 若 DCR n 是有界闭集， / : J D — IT 是 D 上的连续函数，则 
/( D ) c : ir 也是有界闭集. 

7. 若 £)C：R” 是有界闭集， /:£>—IT 是 D 上的连续函数，则 
/⑺）的直径是可达的，即3 Pf'GD， 使得 

II f(P ') - II = max || f(x ! ) - fix") || . 

8 . 若乃 c : ir 是有界闭集， / 是 d 上的连续函数，则 / 在 d 上 
—致连续.即 V e >0,3 奴 e )>0, 只要 jrWGZ )， 且 II y — Jt〃H < 
沒，就有 II /( 〆 ）一/( 〆 '） || < e . 

9* 若 Ddir 是道路连通集，/是 D 上的连续函数，则 /CD) 
C1T 也是道路连 通集. 

方法、技巧与典型例题分析 

本节的问题是辨析概念，如何将一维区域中的概念拓广到；2 

维空间 •这 需要认真分析，回顾、利用单变量函数中的结论和证明. 
例 1 设 xc ： R m ,5 crir ， 证明： 

(1) (AdBy^A^nB 0 ； (2)MJb=adb. 

这里 ，是 z 的内点集，5。是 s 的内点集. 

证 （1) 因为4。〔儿丑。匚丑，所以3。门召。匚乂门仏而 A ° r \ 
5°为开集，故4°门5°=04。(15。)。=010石)。 . 

反之，由/05匚4，^1门5(=5，故（4 0召）。〔4。，04 0召）。匚 
丑。，得出 G4fl 万）。 Cl^rn^。. 

综上所述，得 

(2) 由于 £=((£ c )°) c , 故 

a\jb^ (w) c u ((5°)°) € = (CA c r n (5 c )°) c 
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= ((A c n ^ c )°) c = (aA U B) c )°) c = A \J B. 

例 2 设 {&} 为 R " 中的点列 ， a 6 R ” ， P * = a ， 证明: 
lim || P k || = || a || . 

k-*-cK> 

证由 = 知 ， V e >0,3 使得 V 々> W ， 恒有 

k-^OO 

II II < e .又由三角不等式 || Pk~a II ^ II Pk II ~ II « II ，所以 

I li P* II - ||fl|| I <e ， 即 lim|| 尸 *|| = 

例 3 设中的闭集，且 Fifl 尺 =0 .证 明： 存在开 
集 G 和 G 2 ，使得 G ! H G z = 0,而 G ^ F , ,G 2 3F 2 . 

证由题设，对 AT6F 〗 ，有 对 y eF z ^ pCy . F ,) 

〉 0 . 作邻域？7 0,占0与 C /(_ y ， D ， 其中 ^： = -^ p (x ^ F 2 ) , $2 = 

，再令 U U { x , d ,)> G z = U f / OsA ) .可知，(^，仏 

^ x € f \ yeF 2 

是开集，且 

用反证法.设 GAG # 〆 , 则有 oreGnG ，使得 ，: VoG 
F 2 ，且 aef / Uo ^ i ), aet /(^ o ^ 2 ). 不妨设 则 

/>U 0 ,F 2 X pix 0 ,y) < p(x 0 ,oc) + p(a t y 0 ) 

<^i + A <2 A = 2/ oU 0 , F 2 ). 

引出矛盾，故 = 

例4 设五匚 R m 是闭集， JtGR m ， 证明： 

(1) 3 _ y € 五，使得 〆 jc ，£)= 〆 ：!：，））； 

(2) 若 at ^ E ， 则 / jc ，£)>0. 

证 (1 ) 由距离的定义，3义6£ (« = 1，2,…），使得 

\ imp (. Xyy n ) = p ( xyE ). 

/I—►oo 

又 1%1<1少》-^丨+|；1：|=- / 00»：，>)+1太1，所以数列 |0 (uJ 有 
界，从而1 氕丨有界.于是存在子列使得 linih = JV •由于£是 

* it -*-oo A 

闭集，所以 E ， 则由 limp ( j，j ) = 0及 | ，凡 ) — p ( x y y ) \ ^ 

k—OO * k 

/°(}，3^)，得1^^0(太，）)=#0^，*)=> p ( Xjy )= p ( x , E ). 

M i—»oo * 
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(2) 因 x ^ y 9 由题 （1) 得 p ( XfE ) = p ^ x ^ y )^> 0 . 

例 5 设集列{九}为一非空闭集套，即4=)乂 2 二>…二)儿二》 

CO 

…，且满足 p ( A)A sup |x — jvl — 0 ( n — oo ), 证明 ：交集 门凡非 

x,yeA n „=i 

空且仅含惟一点: c . 

钲因为 A 非空，故可取 A,，W = 1，2, ….贝! 1 U ,} 为柯西 

基本收敛点列.事实上，因为 儿二 M „ + I ，所以 x„+ m G »m 

= 0，1，…，于是 

I < sup |jr — 3?l = p(A n ) — 0 (« — ⑺乂 
:，， 

由柯西审敛原理知，存在惟一的 jc ， 使得当 oo 时， x .而凡 

为闭集，故九，即 jcG G At ， 非空. 

工 =1 

oo 

若另有 一 ：ye n XyyeA n , ” = 1 ， 2 ,…，且 u — 3 ；|< 

p ( A n )-^0 oo ) ，即 y = x . 从而 jc 惟一 • 

例 6 设乂为一点集， / M — FT 为 n 元向量函数.证明： 
/在 Z 上连续等价于它的每个分量在 Z 上连续. 

证设 /= (/l ，/ 2 , •*•»/«) ,V Xo = ( x QA yJCo .2 * 6 At 

/ U ) 在 x 。 连续的充要条件是 lim /( jc ) = /( jc 。）， 而 li m /( A ：)=/ U 。） 

x—►jr 

0 4 〜 

等价于 lim /* U )=/* U >)， g 卩每个 />( x ) 在: c 。,* 连续 a = i ，2, …， 

JT _ X 

o 

•故 / 在乂上连续等价于它的每个分量在 z 上连续. 

例7设/是集合上的《元向量函数，证明 ：/在 
^连续 ㈡ 对中任何收敛于 JT 。 的点列 { jc *}， 都有 

lim /( jCi )=/( jc 0 ). 

A-^oo 

证设/=/\(々，々，•••，；），▽连续 ㈡ 

lim /( jf ) —/( jf 0 )^ lim //( jc ) =//( jf 0 ) ( x 0 = (工 0 , 1 ，工 0 , 2 ，…，工 0 ，"），/ = 

^ 0 :一:0 

1，2 ，… ， m ), 

由海涅 (Heine) 定理知，V任何收敛于 X 。的点列 { x *} 都有 
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limft<iXk)=fi(xo) (/=1 ， 2, … ， m)- 

故命题得证. 

例8设 /OO 在 IT 上连续，并满足 ： 

(1) jt 尝0 时， /0c)>0 ; (2) V 太 和^ >0，/(a)=r/U). 

证明：3 ^>0,6>0,使得 


证设有有界闭集 A = Ulkl = l }. 由于 /( x ) 在 A 上连续， 
则在 *5 上点 A 和 x 2 ，/( J ：) 有最大值 /( jfi )>0 和最小值 /( jc 2 )> 
0, 记 f(x 1 )=b,f(x 2 )=a. 于是， V x^R m \6 f x/ |x| 有 


例9设非空子集 XCIR"， 定义 JC 到 >4的距离 

f A (x) = in{p(x,y) = p(x,A ) , 

ye A 

证明 ： //幻是 R rt 上的一致连续函数. 

证 V j ： i ， jt 2 GR n ，V 有 

p(x l ， j) < p{x x 9 x 2 ) + P(x 2 ,y). 

故 < p(x x ,x 2 ) + P(x 2 ,y) O/ y ^ A), 

y^A 

从而 inf^u) < p(x x ,x 2 ) + in{p(ix 2 ,y), 

A y^A 

即 inipix^y) — inip(x 2J y) < p(x } ,x 2 ). 

y^A ye A 

类似地，有 

inip{x z ,y) — inipix^y) < p(x 2 ,x l ) = 

y^r A 

因此 I mip(x 2 ,y) — \n(p(x lf y) | < p(x 19 x 2 ). 

y^：A y^A 

所以， V e〉0,3》=e， 当 p ( x x ^ x 2 )< Z ^ 时，有 

\p(x 2J A) — pdx^A) I = I inf^(jc 2 ^) — inf^CjC) 9 y) | 

ye A ye A 


< / > U M JC 2 ) < e , 

即 〆<，>!) 在上一致连续 • 

例 10 设 / OO 在 DCR fl 内连续，证 明： /Or) 在 D 内一致连 
续 ㈡V 抝， lim /( x ) 存在 • 这里 3 D 表示 D 的全体边界点组成 
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的集合. 

证必要性因为 /(*) 在 D 上一致连续，则 V e >0,3 3>0, 

当工，少€/)，00，少）<沒时，有 \ f ( x )~ fCy ) i < e . 

设太。€31), 而乃为 开区域，故 jc 。 为 £) 的聚点，设 
jc 。 （当 „— oo ) 为任—趋向于知的序列，则对上述^>0,3 iV >0, 当 
«， m ># 时，有 从而 \ f ( x n ~ f ( x n )\< e . 依柯西收敛 

原理， lim / UJ 存在，由：《：„的任意性，依海涅定理， lim / U ) 存在. 

n，oo jr-*. -r 

0 

aeo 

充分性设 V 1。€30，1丨111/0)存在.定义 f ( x Q ) = lim /( jc ). 

于是， V €>0,3 00,当 太€£>，户(文，>0<3 时，有 |/( jc )—/( jt 0 ) 丨 
< e . 又对于: tiG 奶，若 〆 々山）<3,则对前式取 x ^ x x 的极限，得 
到 I / U ) — /( x 0 ) l < e . 

故 V Jc 6 D = jDUaD , 当 /5(>,工 0 )<占时，恒有 j / U )—/( at 0 )| 

<£• 因为/ 在乃 内连续，则/在 万连续 .从而/在 D 上也就是在 
D 上一致连续. 

例11设点集 AQR w ，/ : A -> R " 是《元向量值函数，证明下 
列命题 等价： 

(1) /在 A 上 连续； 

(2) 开集 5 QR m ， 则5关于/的原像 /(— 

/ U )= B } 是 R ” 中的开集. 

证设/在 A 上连续，则/是 A 上的连续函数.又 BdT 是 
开集，当厂时 ，V 1：。6/ (-1〉 （5),因为£是开集，所以3 e 
>0,使得 U ( f ( x 0 ) i £) CZB . 同时，由/的连续性，3沒 >0,使得 

/070：。，及））0/(/0：)。 ; 幻，此时，1：6卩(无，<5) ; /(欠）€?7(/(^))，£) 

匚 B ， 从而 C / U 。， 幻匚 / ( - n CB ). 即 y ^ CB ) 中每一点都是内点，故 
厂、扪是开集. 

反之，设/是『到 R ” 的映射，且对 R ” 中任何开集，广 KB ) 
是开集 . V 知€『，£>0，取1^*中开集5 = ^/(/(文。），£)，其原像 
• 342 • 





厂 KB ) 必为开 集. 因为心6/ ( — n ( B )， 故 JC 。 是 厂 i ( B ) 的内点，从 
而存在 $>0, 使得 UCxo^XZf-HB). 这等价于 /(t/Uo) ； S)CZB. 
故 / o / o 0 ； dy)czu (/ o 0 ); e ). 

第二节向量函数的微分 


主要内容 


1 . 设 Dczir 为开集，•如果存在某个线性变 
换 A (只依赖于 JC 。）， 使得 xeUUo)CZD 时，有 


/⑴一 /( 心） = A(x — x 0 ) + o ( J | jc — jc 0 || ) 


或 


lim 


X—JT, 


fix ) — f ( x 0 ) — A(x — x 0 ) 

\ X ~ x 0 \ 


0, 


则称向量函数 / 在点 Jt 。 可微（或可导） •若线 性变换 A 相联系的矩 
阵为4(;/7\«)，则称焱. （ x — 心）=4(0：— X 。）为/在点 jc 。 的微分， 
并称 A 为/在点 Of 。 的导数，记作 A /( JC 。） 或 /' ( x 0 ). 

如果/在 B 中任何点可微，则称/是 Z ) 上的可微函数. 


2 . 若向量函数/在 X 。可微，则/在 X 。连续. 

3. 若向量函数/在 JT 。 可微，则/的所有 m 个坐标函数/, 
G = l ，2, …， m ) 在 jc q 关于每个自变量心0=1，2,…，幻的一阶偏 

导数^ 都存在，由这些偏导数组成的矩阵便是/在 X 。 的导 

a 丄 j ^=^0 

数. 


4-设 DCIT 为开集，，则/在 X 。可微的充要 
条件 是：存 在一个 ( m 行 n 列的）矩阵函数它在 X 。连续 

(相当于它的《个列向量函数都在 X 。连续），并使得 

/ ⑴一 /O 0 ) = F{x) (x — x 0 ) ^ x D, 
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以下所设 DdR n 均为开集， 

5. 设 R m 是在可微的函数 k 为任意实数，则 
c / 和 /± g 在 X 。也可微，且有 

( cf ) f ( x 0 ) = (/ 土 gVU 。） =/ (x 0 ) 士 〆 U 0 ). 


6. 设 /: D—IT 在 x 0 eD 可微； ZyCFT 也是开集， /( D)C 

D ' IT 在 > = /( x 0 ) 可微.则复合函数 h = g 。 / i : D—IT 在 

Jt 0 可微，且 h f ( x 0 ) = ( g 。 h )' ix Q ') = g , Cy 0 ) f f ( xo ). 

7. 微分中值不等式设 DCR " 是凸开集， /: D — R ' 若 / 在 
D 可微，则对任何两点必存在点 ^a + e ( b ~ a ),0< e < 
1，使得 li / OO —/( a ) || <||/'④ || II b-a II . 


8. 对于 w 元实值函数 / : D — R , DCZIT 为开集，如果/在 Z ) 

Sf df df 


可导，则由 /Or) 


确定/的导函数 R 


3x; dx 2 ? 1 dx n 

是一个向量函数•若/还在 D ( 或 D 上某点）可微，则称/在 D 上 
二阶可微.定义 （/) T 的导数为/的二阶导数，记作 ru ). 


."00(= D 2 f(x)) 


r d 2 / 

d 2 f 

3 2 f 

也 » i 

dx\ 

3r 1 3r 2 

dx x dx 

d Z f 

d 2 f 

… d "f 

dx z dXx 

* 

dx\ 

m 

dx^dx 

• 

■ 

_ 

沪 / 

_ 

_ 

a 2 / 

* 

_ 

… 沪 f 

[_dx n dx x 

dx n dx 2 

u 乂 /j 


矩阵称为函数/的黑塞矩阵. 

9. 极值必要条件设 DCIR ” 为开集，实值函数 / : D — R 在 
可微，且取极值，则 

(1) A 必为/的稳定点，即有 

(2) 若/在 Jt 。 的邻域存在二阶偏导数，则当 /( jc 。） 为极小值 
时，黑塞矩阵 /" U 。） 为正定或正半定 ； 当 / U 。） 为极大值时，黑塞 
矩阵/〃(^)为负定或负半定. 

若/在々的黑塞矩阵 ru 。） 是不定的，则/在 X 。无极值. 
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10 . 极值充分条件实值函数 / : D 4 R 若在 UOc q ) C £) 存在 
二阶连续偏导数，且/0»:。）= 0，则当/"0|：。）为正定（或负定）时，/ 
在 jc 。 取严格极小值（或极大 值）； 当 /' Uo ) 为正半定（或负半定） 
时，/在 Jt 。 取极小值（或极大值）. 

疑难解析 

1. 数最函数的导数与向置函数的导数有何不同？ 

答数量函数的导函数是一个数量函数，数量函数在某一点 
的导数是一个数值•但是向量函数的导数仍是一个向量函数，向量 
函数在某一点的导数是一个数量矩阵.例如 

若向量函数 / : X -^ R 4 ( X = { ( xi ，: C 2 ) 丨 一 °°< X < + CO ，： C2 >0} 

匚 R 2 ) 为 /( JC ) = f ( x l , x 2 ) = (, x \ x \ XilrLT 2 ) T ， 则 

e Xl+jr2 

尸00= ，尸（1，1)= 

0 1 

」 nx 2 xjxu 

方法、技巧与典型例题分析 

向量函数与数量函数的导数与微分虽然在形式上有较大的差 
异，但其概念本质上是一致的•所以，我们仍然可以利用数量函数 
导数与微分的方法与技巧来解向量函数的题目. 

例1 设 必 =(〜)„»><„， a , 7 为常数， / U )= v 4 :c + cr ， cr 为常向量， 
求/⑴. 

解 fix-\-Ax ) — f ix ^= ACx -\~ Ax ^ +cr _ ( Ajc + or ) = AAjt +0* 
故依定义，有 fix ) = A =( a ij ) fnXn . 

例 2 求下列向量函数的雅可比 矩阵： 

(1) f ( x ^ y ) — ( x 2 + sin ^»2 j ： ) y ) T ! 
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(2) f(xyy) = (x l ^xy^y "); 

(3) /(x ， jy，：）= (xcosy^ye x ^sin(xz)) T * 

解求雅可比矩阵，即求 /U) ( 或 A). 

(1) DfU ， y ) 


〜 + S _ J (^+ sin ,) 


dx 


d , 

石 (㈣ 


(2) Df(x^y) — 


dx 
d 


(x 2 ) 


3_ 

3 y 

d 




3 y 

d 


(2xy) 


(x 2 ) 


厂 2oc cosjy 




2y 2：r J 


巧 ㈣ 石 ㈣ 


l£ (y2) fy {y2) 


2 x 0 


0 


x 

2 y 


(3) Df(x 9 y $ z) 


d 


—(xcos^) 

£(，） 


3 d 

— (xcos) ) —( : rcosy) 


!；(，) 


d ( 


_£(sinfe))|(smte))|(sin(x^)) 


cosy 


xsmy 




X 


e 


JT 


Lzcos(xz) 0 

例 3 求下列函数的导数和 微分： 


0 
0 

xcos(xz)j 


(1) /0 ，： y) = (:c 2 —y ， 2 ： oO T ，求 f (1,1) ， d/(l ， 1); 

(2) f (x, y) = Osin)，(x — y)\ 2_y 2 ) T ，求 fix, y), 


/( 0, 丌 /2); 


(3) f(x ， y ， z 》 = ( 太 2 + 3 / ， # 出）'求 /'(1 ， 0 ， 1) 和 01/(1 ， 0 ， 1 乂 


解 （ 1)/Cr ， 3；) 


Zx — 2y 
2y 2x 


， /，（1，1) 


r 2 -2 


A ， 




d /( l ，1) =A 


Ax 


上 y 


2 


Ax — Ay 
Ar +Ay 
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(2) f ioc , y ) 


sin> xcosy 

2(^ o — y ) —2(^ r — y ) 

0 4^ 

0 1 


f 


0, 


7 t 


(3) /’ ( x , y , z ) 


2x 


— 7 T 7 t 

L 0 2 k 
1 


0 


%… e … 


/，（1，0，1) 




2 1 01 


-0 e 2 0 」 




A , 


d/(l ， 0 ， l)=A 



匕 y 

Az. 



- 2△ 工 +△: y_ 


- e 2 A^ - 


伊 j 4 w = /( w ) 


U, 一 UiU^ 


， u = gix) 


u x u ^ 一 u 


9 


|" x ! COSJ ： 2 

x 2 sin,x 1 


其中 


X 




( 工 1 ，工 2) T (a »u 2 ^u z ) t jW= (rvi ， w 2 ) T ， 




dw x 

d ( w x ^ zv z ) 

求 

D(f 。 g ) 

(1,0) T > 3 j 0\ 

(1,0) T ’ 9( Xi ，工 2) 


( 1 , 0 ) 


解由复合函数导数公式，得 


IX/ 。 g)(x) 




2 u x — u : 
u z — 2u 


u 2 

Wi 


COSJC 2 

X 2 COSXi 

2 J 0 ie Xz 


x ^ in ^ 

sinxi 


x\e 


X, 


而当时，（⑷，心，心 / sd ， 0 ， 1 ) 7 ，* 


D(f 。 g) 


(1,0) 


2-10 
LI 0 1 


1 0 . 

0 sinl 

L2 1 


「2 — sinl 


L3 


dU)i 


d(jV x ,W 2 ) 


2 — sinl 

3x^ 

(i,o) T 

2, d{x x ,x 2 ) 

T 

3 1 


2 + 3sinl 


例 S 求下列向量函数在指定点的导数: 


« 
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(1) /Cx ， jy) = (arctanjr ， eO ) ，求 /’ （ l ， 0); 

(2) /(工小：）= ( xW + z 2 ) T ， 求 /’（1，1，1) 


(3) — (sin(jr 2 —y 2 ) ， ln0 2 + 夕 2 ) ， 1/ vx 2 +y 2 ) T ，求 


/( l ,1,1)- 


解先求 /U) ， 再求具体值 . 


(1) DfOc ， y) 


1 十 x: 


0 


ye ^ xe 


_，（1，0) 


0 


0 ej 


( 2 ) Df(x.y^z) 


r 2 a:y 


x 


2 


0 


~2y 


0 

— 2z 




/( l ,1,1) 


(3) Df(x^y^z) 


f 2 


( y + 之 2 ) 2 cy +^ 2 ) 2 

1 01 


0 - 


~2xcos (x 2 — y 2 ) — 2^COs(j： 2 — y 2 ) 


0 


2x 


x 2j ry 


2 


0 


x —— z' 


0 


: y 


z 


/'(1，1，1) 


「2 




2 


cy +^ 2 ) 3/2 

0 


cy+^ 2 ) 3/2 


0 


1 


0 




/ 


例 6 设向量函数 / ： R 2 ^R 2 的坐标分量函数 

x = coswsim；, 

{y = siriucosv y 

向量函数发 : R 2 —R 2 的坐标分量函数 u=s-\~t jv — s — t. 求 D(f 。 g). 


解 / ° g 


cos (s-\-t)sln(s 一 t) 
sin (s+ f )cos (5 —' t ) 
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1 

~dx 

dx~ 


dx 

dx~ 

1 

du 

du 

1 

Ys 

¥ 


du 

dv 


ds 

dt 

D(/ 0 _V) = 



_ - 







3y 

3y 

■- 


3y 



dv 



-ds 

dt_ 


du 

3v_ 


_ds 

dt^ 

f 

~ —— slnusinv 

coswcosz; 1 


ri 


_ COSUCOSV - 

一 sinwsini;」Ll 

. 

1 」 


-— COS(W + P) 

— cos{u — v) * 


COS25 

cos2，_ 

- cos (u-\-v) 

cos(w — v) - 


• cos2^ 

cos2t~ 


例 7 设 DdR n 为开域， /:/>— R ” 为可微函数， 证明: 


(1) 若在 D 上 / Oc ) 恒为零矩阵，则 / U ) 为常向量函数； 

(2) 若在 D 上 /( x)=c (常数阵），则 f = cx + e , x ^ D ,€^ 


R m . 

证当 D 为凸开集，/在 D 可微时， V a,beD3 卜 a + dib 


_ fl )，0< Xl ， 使得 

11 / ⑻ - /(a) II < II r (f) || II*- a II. 

(1) 若 /' U ) 三0,则 ||/( f ) II =0,由上式得 || /(*)-/(«) || 
= 0,即 /( fl )=/( 办).由的任意性， / U ) 为常向量函数. 

(2) 若 /' o ：) e C ，则 || /(^) || =d a 为常数）.于是 

II f ( b )~ f ( a ) II <d II b-a II , 

显然 / OO 是 JC 的线性函数.设 /( JC )=« r +6 则由本节例1知 

fix + Ajc) — / ⑴ = c(x + Ax) + e — (ex + c) 


— cAx + 0 =>/ f ( x ) — c . 

例 8 设 /(xi > x 2 ) — xx — xz ^ gix ) — ( siimcosx ) js ( x l , jc 2 ) 


= ( xl ，2 x z , x 2 -\- O t jt ( xi ， x 2 , x 3 ) = ixiX 2 ^3 t Xi + x 2 + X 3 ). 求 （1) 
(/。犮）'；（2)(容。 / V ;(3) (友。0，；（4) 

解 (1) (/ ° =sinx - cos:r ， （/ 。 g)’=cos:r + sim 

T'" 

( 2 ) ( 容 。 /) = ( sinOi — 工 2 )， cos(x 1 —jo z )) y 


(g o fy = 


- COS ( X ! —工 2 ) 

-— sin (: r! — x 2 ) 


— COS(Xi — x 2 ) * 

sin(xi — x 2 ) - 


(3) (s 。 t) = (xlx 2 2 xl j 2(xi +x 2 +x 3 ) ^ xi+x 2 + 工 3 十工 4 ) 丁， 
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(s 。 ty 




2xjX 2 ^3 2x\xlx^ 


2 


1 


(4) “ ° s) = (2xJx 2 (:r 2 + 4 ) ， ： rJ + 3x 2 + 4 ) T ， 


2 


(t ° s) r 




Ax x x 2 (x 2 + 4) 4x;x 2 + 8 工 


2 x l 


3 


例 9 设 DGIT 为凸有界闭域， /( x ) 在 D 上有一阶连续偏导 
数•证 明： /( JC ) 在 D 上满足李卜希兹条件.即 3 人 > 0，v x ^ x . eD , 
有 l / Ot )—/( xdlgLlx — JC 0 |. 

证由条件知 ，3 M >0, 使得 

\f,Xx)\ <M ， V JC e I = l ， 2n. 


因为 D 是凸区域，依泰勒公式 ， V x , x 0 ^ D ,3 jc # 使得 


fix ) — f ( x 0 ) I = 




(x* )(x t — x 0w ) 



^ — I < MnpiXjX ^). 


其中{二^:”工 ”…，：^)，:^。^^^":。,”…，：^，，,），， L = 则 

|/ U ) - f ( x 0 ) I < L | jc - JC 0 |. 

例 10 设 /， g : R M — R " 是可微函数，用复合函数求导法则证 
明向量内积的求导 公式： 

D ( f ( x ) • gU )) = r < ix ) Dg ( x ) + g T ( x ) Df (. x ) 

证设 F ： R 2 n ^ R , 


F(«) = F (“ i ，…， “"“…，…， 〜）=U 琴…， 

t \ 

G:R m — R 21 ， 

u = ^(x) == (/iOOr"/„(x) ， AOO ， ". ， &(jr ))， 

则 CF 。 G )( x )= f ( x ) • g ( x ). 因为 F 的 2 w 个偏导数连续，所以 F 

可微.又 G 的每个分量可微，所以 G 也可微•从而由复合函数求导 
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法则与分块矩阵乘法法则，得 
D{f{x) * g(x))^ Z)(F 。 G)(x) = DF(a)DG(x) 

{ JDf(x) 

Dg(x) 

= ，…， w 2 JD/(x) + (“ 】，…， 心 ）D 发 (jc) 

= g T (. x ) Df ( x ) - f - f T Cx ) Dg ( x ), 

例 11 设 / 是定义在区域 DQR” 上的向量值函数， / 在 
D 可微，证明：/在 jt a 处沿任何方向/的向量导数存在，且 

D ( f ( x 0 )= Df ( xo )( e i ) ( e { 为向量/的单位向量）， 

证因为/在々可微，所以/的分量 /,. 在 at 。 可微.故/在 

h 沿任何方向 f 的方向导数存在，且 ^^ = gr a d/U。） •幻. 

由此知，/在 A：。 沿任何方向/的方向导数存在，且 D,/(X。） 二 
Df(x 0 ) (e t ). 

例12 /是定义在 DGir 上的向量值函数，;^6/)，若^4^ 

oXj 

(/ = 1，2广_，7« ; _； = 1，2广_，《)在々的某邻域存在，且在 jc 。 连续, 
证明： /在X。可微. 

证因为 / U) 的每个分量/,00都是数量值函数，由于数量 

值函数 ，在 A 可微的充要条件是/ ; 在心的邻域内存在偏导数 
dfXx ) ^ 

(•/ =1，2,…， 《) ，且所有偏导数都在 jc 。 连续.所以由题设 

知， / U ) 的所有分量 /, U) (纟=1，2,〜，讲）都在；》：。可微.从而，由 
向量值函数可微的充要条件知, /U) 在点 jtr。 可微， 

例13设『是凸域， /( jOePOSR)， 且满足 f ( x )> 
/Oc。）+D /( x 0 ) (x~x 0 ) (V x t x 0 eD), 证明： /(jt ) 的黑塞矩阵 
H/JC) 是正半定的. 

证 V G D , x 6 R m 为任一向量，当 f 充分小时，点 x 0 + 
t(x~x 0 )eV. 由泰勒公式，得 

/* ( 太 。 ） + t{x — x 0 ) 


籲 
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f(x 0 ) + Df(x 0 )t(x — x 0 ) 

+ (x — X 0 ) T /// (x 0 ) (x — X 。） + o (/ 2 1 X — 


由题设条件可以得出 


t 1 


^~(x — x 0 ) T H f (x 0 )(x — x 0 ) o(t z \x — 1 2 ) > 0 , 

Cd 


消去 r 2 , 令0,得 

(x — x 0 ) r H f (x 0 )(x — x 0 ) > 0 , 

即知 H / U 。) 是正半定的.由于 JC 。 的任意性，所以 / u ) 的黑塞矩阵 
在 D 上是正半定的. 

例14证 明：设 hjoeirj 是连接 x 。， 外的线段， d 是包含 
5的区域， / : D — R m 连续，在 SOctMjy 。 可除外）上可微，则存在&， 
f 2 , …， fAS ， 使得 


/(Jo) — /( 太。） = 


狀(6) 

L 办 ; 


tn、X n 


(^o - ^ o ) 


成立，该式称为向量值函数的拉格朗日公式. 

证设 /( JC ) = (/ i ，/；!，*••，/,』），/, ( A ：) =/, ( JC ! ，: r 2 ， …， JT ,,) 是数 
M 值函数 _ 在 /, (了）中，固定了 2 ， .r 3 ，…， A ，则 


/八工 i ，: r 2 , …，工„) — /, ( Xo ， i ，工2,…，= 


3 f t (^ A 

3 x x 





事实上，此时/,为一元函数，由一元函数的拉格朗日公式即可得 
到结果.同样可以得到 /,( x ) 关于各个变量 A 的拉格朗日公式.令 

f , = dl ，乞，2, …， U ，（工0，1,工0,2,…，工 tK ”） = J 。， 


取/ =1，2^“，7/2;)=1，2，_”，/1，即得”元向量值函数的拉格朗日 
公式 


f ( yo ) — f ( x 0 ) = 


砍 (（) 

dxj 


( 少 0 


m X /I 


太 0 ), 


例15讨论二次函数 /( x ) = jjc T ^4 x + fr T x + c 的极值.其中 X 


6 IT 为变量，4为矩阵4为 nXl 向量， r 为实数. 





解因为 f ( jc ) = jc t A + ^ t 2=0,故 / O ) 的稳定点为 Xo ~ 
— 设4可逆）.再求得/的黑塞矩阵 f ( x )= A . 所以 
当4为正定时， / Oc 。） 为极小值. 

当4为负定时， / O 。） 为极大值. 

由极值点的惟一性知 ，/ Oo ) 为/的最大值或最小值，有 
/(» ^-(A-^yACA^b) - +C 


― -^-b 1 A~ l b — b T A~ l b + c =— -^-b T Ab + c, 

例 16 求下列函数的黑塞矩阵，依例 15 求该函数的极值点. 

(1) fix ) — x \ — 2x^2 + 2 ^ 2 +-^3 _ 工2工3+工 1 + 3工2—工 3 ; 

(2) f Cx ) =—工至 + 4工1工2 — 2 xl^{~Axl — 6工2工3 + 6工1工3* 

解先写成 fix )^^- x T Ax-^bx + c 形式，再求出稳定点，然 
后讨论确定其是否极值点. 


(1) /( x ) = "^ jc t Ajt +6 jc ， 其中 



— 2 — 2 0 n 


rr 


'7 4 2 " 

A = 

— 2 4 — 1 

- 0 - 1 2 - 

， b = 

3 

丄 

’ A ~ l = \ 

4 4 2 

-2 2 4 , 



因为 |2|=2>0, 


2 -2 

— 2 4 


4>0, 


2 

— 2 




0 

4 — 


0 — 1 


6 > 0 , 


所以4正定 ， jto = ( — 17/6, 一 7/3,一 2/3) T 是极小 值点, 


(2) /( x ) = ~^jc Ar +6 jc ， 其中 


_ 
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2 4 6 ' 


"0" 

A = 

4 ^ — 6 

, b = 

0 


„ 6 — 6 8 - 


„0_ 


显然 


因为 


jc 0 = (0,0,0) T . 


I — 2 I = — 2〈0 ， 

_ 2 4 



= - 8 < 0 * 


4 —4 — 6 = — 136 < 0 , 
6-6 8 


所以 4 负定， Jf。 是极小值点. 


第三节隐函数定理与反函数定理 


主要内容 


1 •设 xciR n , yczR m ,n=xx ydR rt+m , f : n-^R m 对向量函 


数方程^^，30 = 0，文€叉,：^7，如果存在向量函数/ : ^/—707匚 
X)，使得/^<^，/00)=0，太€^7，则称函数/是由 F(JC,J) = 0 所确 


定的上的隐函数. 


F 关于 Jt 的偏导数记作 iV(x，30, 为 mX/z 矩阵； 关于 J 的偏 
导数记作 /V 0，少），为 ?nXm 矩阵. 

2. 隐函数定理设 x 匚 R ' ycir 都是开集 ， D = xxy 匚 
ir + a (开集）， ir . 如果尸满足以下 条件： 

•彐太。使得 F ( x 0 ， jo )=0， 

• F 在 D 上可微，且广连续， 

• detF/ (尤 0 ，少 0 )古0， 

则存在点 JC 。 的” 维邻域 U = UOc 0 )CLX 和点外的 m 维邻域 V = 
(7(少。）匚7,使得在点 （ jc 。， 少。）的 n+7n 维邻域 W^UXVCZO 内，由 
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尸 ( u ) =0 惟一确定隐函数满足 

• yo—fixo ) ； 

•当 jcdf / 时 ，（ jc ，/ U ))6 W , 且有 F ( jc ,/( jc ))=0; 

• /在 f / 内存在连续导数，且 

fix ) =~ IF ； ( x ^ y ) e W . 

3. 若在开集 DCR ” 上定义了向量函数 /: D — R ”， 如果 / 是 
——对应的映射，则 f ( x )= y 能确定一个定义在 /(£>) 上的函数 
厂 1 :/(£))— D , 称为函数/的反函数 ./ 与厂 1 有以下 关系： 

(/ 一 1 。 /)( jc )= jc , xeD-, (/ 。/ _1 )(^) = ^, yef(D). 

4. 反函数定理设是开集，函数 / : J D — R " 满足以下 
条件： 

• /在 D 上可微，且/连续， 

• 存在 使得 det / 0。)#0， 

则存在邻域 f / zf / UdCID , 使得 

• f 在 U 是 ——对应的映射，存在广 C 7, 其中 V = 

• / m 在 V 存在连续导数(^ 1 )、且 

= LfOO]' 1 ，Jt = /—W )，y ev. 

推论 若 f 在 D 上处处满足反函数定理条件，则 /( D ) 是一 
开集. 


方法、技巧与典型例题分析 

求向量函数的隐函数，首先是验证向量函数是否满足隐函数 
定理条件，然后利用定理中的公式计算隐函数确定函数的导数. 

例 1 设 nCR\F,G ： ^R. 若向量函数 H= (F,G) t 在点 
(zo » Wo) T 6 其中 Zo = (工。 ，_ Vo) T ， W 。= ( w 0 , t ； 0 ) T ) 的邻域内满足隐 
函数定理条件，且 detHj ( z 0 » w 0 ) 9^0»求方程在 
Z 。 某邻域内确定的隐函数 w =/( z ) 的导数. 
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解 f ( z ) = -[Hj ( z , w ) T l H z f ( z , w ). 


即 


f (z) 


du 

du 


_dF 


-1 一 

dx 

dy 


~dH 

~dv 


dv 

dv 


dG 

dG 


dx 

3y^ 


_9u 

dv _ 



dF 

dx 

dG 

dx 


3 F 

aG 


7 


3G 


dF 

do 


dG 

du 


dF 

du 


dF 

dx 

dG 

dx 


dF 

dy 

dG 

^ y . 


BCF^G) d(F,G) 


， v) 

3( F y G ) 

d ( u ^ x ) 


d(y,v) 

巩尸， G) 
3{u ,y) 

'u — 


例 2 




设 M = w(x，：y) 由方程组 ■(: y，s，O = 0, 

、 h(z =0 


/，g，A 都是 C m 类函数，且 J 
解将方程组写成 


齡邦，求 g. 


F(x,y^Zjt,u) = f(x,y,z^t) — “ = 0 , 


g(y ， z ， t) 
[ h ( z ^ t ) = 


0 , 


则 


d(F,gyk) 

diz ， t ， u) 


0 , 



dF 

dF 

aF 

dz 

dt 

du 




dz 

dt 

du 

dh 

ah 

3h 


~dt 

du 

3(g ， h 、 



df df 

■ ■ 

dz dt 


3 g 
dz dt 

dh 3k 
dz ck 


0 


0 


d { z y t ) 


—J ★ 0, 


故由隐函数定理、方程组确定是 工 隐函数 
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确定，其中 




du 

3 y 


d(F ， g ， h) 
djz^t ,y) 
d(F ， g ， h) 
d ( z 9 t ^ u ) 


J 


八 gf + 八 J 養 +" 2 


例 3 设由方程组 


u 


v zv ^ x y 


a 


+ V + 


u 


V' 



VO' 


VO 


x J 


y = b 2 . 


X 


3 


y 


c 


确定…为的隐函数，求_， ■，尝 . 


解方程组化为 


F (u ^xv y y) 


I 

^(j( u y v ^zv 9 jt ^ y) 


u 


u 


y 


a 


0, 


v 2 w z -r- x 2 y 




y 


11 ( w ， ， x , jy ) 


3 ' 

U ~i- V 


XV 


X 


3 


y 


o , 


则在 


d{u jV ^ZV) 


2 u 


3 u 


i 


2v 2iv 
3* iv 2 




6(v — u) (zv — v) (zv — u) ^ 0 


时，依隐函数定理确定为（: r ，3；) 的向量函数.对方程组关 
于工求偏导数，得 


3u dv dw 

石 + 石 + 石 + 1 




0, 


2 u 


3 u 


du 

dx 

du 

dx 


g + 2xv ^ -f 2x = 

dX dX 

Zv 2 — 4 - Zw 2 ^ + 3*r: 

dr dx 


0, 


0 , 
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V ^ ZV —— X 


/ 2 聖办 o 
/; 聖 af^a 

/s^^lsfe^dfe 





f du __ (v — jt) (zu — jt) 
dx (v — u) (w — u) ^ 


解得 


3v 

(u — x) {vj — X) 

di~ 

{u—v) (w — v) 

dw 

(u — x)(v — X) 

v dx 

(zv — u) {zv — v) 


例 4 求下列方程组所确定隐函数的 导数: 

( yu ^ xv ^ l , ^ ^ 

(1) ^ 求 

xu-\-yv = 0 j 


( 2 ) ^ 


uv-^vzv-^-Tuu^y y ^ 


解 


u^rv-^iv — x ^ 

du du du 
dx’ dy’ 3z* 

uvzv = z j 

CD 方程组关于工求偏导数，得 


du , . dv 

: y 十 z; + jr 


dx 




0, 


^=> 


u 


du . dv 
x — + y 


du 

dx 


yv 


X 


◊ 


dx 


dx 


0, 


方程组关于 y 求偏导数，得 


. du . dv 八 

u ^ y n — r ^ T " = 0, 

3y dy 
du dv 

X Yy^ V + y Yy = °^ 




3 v 

dy 


yv 


x 1 


(2) 方程组每个方程关于 x 求偏导数，得 




du Bv 3w 
dx dx 3x 


1 ， 


XU 


y 


XU 


y 


du du . dw . du . dlV , 3u 
^ 5 r u - - r v -r - \- zv - - h u -- h w 

^fmJO dOC (jOC 


dx 


0 


du . dv ' dw 
vvu r - V uzv -—— h uv — 

dX 


dx 


dx 


0, 


用克拉默法则解方程组，得 


參 
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1 


1 


0 u w v -\~ u 


Bu 

dx 


uvu 


uv 


(u —— v ) (u —— Uj ) 4 


w u 


ZV V 


vvu 


uzv 


uv 


张 ,” n — — _ _ _ 生— _1_ 

' 3y Cu — v ) Czv — w) 9z {u — lO (w _ w) * 

例 S 设在直角坐标系下，函数 Z = z ( x ，_ y ) 有二阶连续偏导 

数，并满足方程 g + 2 鳥 + g = 0. 

作变量代换 a = * r +： y = 工一: y ，因变量也换作 w = x 3； — z ， 试 
导出 w 关于〃， T ； 的偏导数所满足的方程. 


o 


解 


由变量代换得 : r = ¥，>； 


U — V 


，故确定 w 也是77的 


函数.对 2 = 关于工和: y 求一阶和二阶偏导数，得 


dz 

dx 

dz 

d y 


X — 


3w du dw dv 

du dx dv dx 

3w du dw dv 

du dy dv dy 


dw 

du 


dw 

石， 


dw dw 
du do ， 


d^z _ 

dx 2 

3 2 z 

dxdy 

d 2 z 

3 y 2 " 


d 2 zv 

du 2 


d 2 zv 

dudv 


d 2 U 

P ， 


d 2 rv 

du 2 


d z w 

i ， 


d 2 W 

du 2 


d 2 zv 

dtldv 


d 2t W 

~ dv ^ 


将上述结果代人题给方程即得 


d z xv 

du 2 


例 6 设 / = (/ 】， / 2 ) 7 , 文。 =(3,2,7) 7 ，）。= (0 ， 1 ) T ， 

/i(^i ，了 2 , 工 ” ） 1 ,) 2 ) = 2e 々 + x x y z — 4 工 2 + 3 ， 
fz(x l ,x 2 ,x l ,y l ,y 2 ) = y z cosy x — 6y Y + 2jo x — 

求由向量方程 / U ， j )=0 确定隐函数）=贫00在点 x 。 的导数. 
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解对 /= ( x，jO 关于❼ 求偏导数，得 


2 e 〜努 1 十+工〗，= 0, 


dx } 


1 dx x 


y z siny l + cos^i — 6 聲 1 + 2 = 0, 


解得 


办1 

dx x 

3y 2 

djc } 




类似可得 


^1 

ar 2 

办 2 


dx 


2」 


’ ，夕 0) 


ar 3 

3 yz 

djr^ 


dx x 


3x x 


dxi 


-W 


2 工 1 — y 2 cosy l 
y 2 (siny l + 6) — 4e 




(vv 


2e 








(y 2 smy l + 6) cos^j 


■ ^ 


4COS3；! 

4(^ 2 siny 1 + 6) 




I 5 


: V 


X, 


— (y z smy^ + 6) cos% 





^ 2e V 


1 

(W 


一 1 — 


了 1 


r 


— C^sin^i + 6) cos )、 

I 

例 7 设相 =(.3 ：， 3 ；，之 )" 1 ， />=0 ，沒，妗'求函数 

w = f(p)= : (rsin^cos^, rsin^sin^, rcosO) 


10 


的反函数的导数. 

解 依反函数定理知反函数存在，由公式 

(/ _l )’o) = [/’ （ p )] _1 

^sin^cos^ rcos6cos<p — rslnOsm<p 
=sindsin<p rcos0sin(p rs\n0cos<p 

I 

cosO — rsin^? 0 
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r 2 sin^ 


• 7 ^ . 

r 2 sin 2 ^cos9? r 2 sin 夕 sin 沪 —sm20 

Ci 

广 • 

—sin2^cos^? —sin2dcos<p — rsin 2 汐 


rsm^p 


sin ^ cos ^ sin ^ siny > 
cosdcosip cos 汐 sin 沪 


rcos<p 
cosd . 
sin 汐 


0 


sm ^ 


COS 0 


rsinO rsinO 


0 


(r 2 sin^ 0)* 


例 8 设工 = 工(^，^)，3^ = 3^(^，1；)在点（^，10的邻域内有连续 

(1) 证明： 方程组1 =尤(《,1；)，）= )(«， 1 ；)在点（： 1 ：， 30 某邻域内 
惟一确定反函数组 u = u { x ^ y ) jv = v { x ^ y ) ; 

(2) 求 w = w (: r ， j ) 关于 x，jy 的偏导数； 


(3) 证明 : 


d(x^y) 3(u jv) 


解 


d(.UjV) d(jOjy) 

(1 ) 将方程组写成 


1 - 


F(x y y y u — x — x(u ， v) = Q ， 
G(x ， y ， u ， v) ^ y — y(u,v) = 0, 


由 J 


3(F ， G) d(x 9 y) 


#0, 依反函数存在定理知，存在惟一的反 


d(x,y) d(u^v) 

函数组 u = u(x,y) 9 v = v(x^y)\ 

(2) 对下列恒等式两边对： r 求偏导数，即 


X — x[_u{x^y) ^v(x^y)']y 

y = yLu(x,y) 


dx da 
du dx 


3x 3v 
3u dx f 




0 


By du dy du 

du dx dv dx ， 


解得 


du 

dx 




3u 

dx 


3y 

du 
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类似可得 


9 u _ dx 生 = 丄空 

dy ~ J 3v’ dy J 

(3) 利用向量值函数的复合函数求导的矩阵形式，取” 


3 ( 16 ^ ， w 2 ) — difi ， fz) 
d(x l 9 X 2 ) — diu^Uz) d{x l ,X 2 ) 


由于&(工1，工2) (:’ = 1，2)，从而得 

djx.y) d(u ， v) = 9<jx,y) 
d{u^v) 9(x,y) 9{x y y) 
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第十三章重积分 


第一节二重积分的概念 


主要内容 

1. 设/为定义在矩形域乃=^ 1 ，6 1 ]\[> 2 ,6 2 ]上的函数，《/是 
— 个确定的数.若 V £>0,总3 3>0,使得对 D 上任何分割7\只 
要 || T |1 <1对属于分割 T 的所有积分和，都有 

12爪， %)厶工/^3^ — J j <C £» 

“J 

则称 f 在 D 上可积，数 J 称为 f 在 D 上的二重积分，记作 

ryi 广 

J = /(:r ， jyO(ird：v 或 /• 

j D 
D 

2. 设 / 为矩边域 Z ) 上的有界函数，: 

个矩形网分割，记 M^supl/O，})} ， M/ = inf {/(D)} ，分别称 

S (T) = D M f Atr , 和 s{T) = D m f Act, 

* -p 

i / 

为 / 关于分割： r 的上和与下和.具有 性质： 

(1) V 丁，总有 5(TXS(TX5(T)； 

I 

(2) V ^，了〜都有蚁了)‘^!^); 

(3) 对: T 加密后的分割 r ，有 5(T)<Kr),5(T)>5(r )； 

(4) 分别称 5 = sup{5(7") } 和 S = irif {MD} 为 / 在 £> 上的下 

T T 
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积分与上积分，有 lim S ( T)=Sf lim s ( T ) = s . 

II T || -0 il T || -0 

3. 有界函数 / 在矩形域 D 上可积 ㈡ / 在 D 上的上积分等于 
下积分，且5 = 5 = f /. 

J D 

4. 有界函数/在矩形域 D 上可积 ㈡V e >0,3 某使 

得 SCT) = s(T) = < e. 

i 

= Mi — m t 称为 / 在 a 上的振幅. 

5. 若/在矩 形域乃 上连续，则/在 D 上可积. 

6 . 设 <pi 为可积函数，£= { (: r ， _ y ) I ：y =外了 ） ， _r G 
[ c , d ^} CZD = la l , dJX [ a 2 yb 2 ^ ( Icyd ^ dla ^ bJ ). 若 f 为 D 上有 
界函数，且在 D \ E 上连续，则 / 在上可积. 

7. 设 /? CR 2 为有界闭域，/在 D 上有界函数，矩形域 be 
D ， 则称 

- (/0 ， y )， ix,y) 6 D 

f ( 工 ， 30 = A 卜 

10, Cr ,>0 G D\D 

为 / 在上的延拓函数. 

8_若/在延拓函数/在&上可积，则/在 D 上可积，且 



9. 设乃是平面有界点集（平面图形），函数 /Cr，30 在 D 上可 
积，则称 D 是可求面积的，且 D 的面积 △£» = f 1. 

J D 

10. 二重积分有与定积分类似的七条性质. 

疑难解析 

1- 二重积分与定积分有哪些异同？ 

答二重积分与定积分都是以积分和式的极限来定义的，要 

求区域（区间）是有界的，函数/在区域上有界.它们有相同的积 
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分性质. 

不同的是，定积分中积分区域是数轴上的区间，被积函数是一 
元函数；二重积分中积分区域是平面区域，被积函数是二元函数. 

2. 若/在 JD 内除有限条面积为零的曲线外连续，/是否在 D 
上可积？ 

答/在 D 上可积.利用积分的区域可加性，将 D 分割为有 
限个小 区域. 因为这些曲线面积为零，不影响小区域上的积分值， 

r* ^ p 

所以 /= 2 /，且/在乃上可积. 

J D 7^1 

方法、技巧与典型例题分析 


理解二重积分作为积分和的极限并认识 A 的意义，掌握在二 
重积分存在的条件下，利用对区域的特殊分法和点的特殊取法来 
计算积分值，是我们全面理解二重积分概念的必要条件，希望读者 
通过例题切实掌握. 

例1 证明： 若函数 /( x ，： y ) 在有界的区域 D 上连续，且 

/(:r ， jV)>0 , 则 /(j ：， jy)dxd^y > O. 

D 

证由题设条件知，0<饥</(：1：,30<尬，所以，/0,30在 
D 上的积分和 

n n m 

^ ^yyzAcr, = m = mD s ， 

i = 1 i = l £ = 1 

其 中仏是 D 的 面积. 而 D s > 0,故 

p(„y)d,dy = l r im2/^ ， 7 ， )A<t, ^ mD s > 0. 

D U 『 II 0 | = i 

例 2 证明： 若函数 / 在矩形域 D 上可积，则 / 在上有界. 
证 由定义，若 / Or ,_ y ) 在矩形域上可积，则 V £>0,3 口> 

0,v T e 乃，当 ||T|| <3 时，有 
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△乂 — J\< e, 

“j 

所以 j/(r ， jy) 丨 < M. 

若 fCr ， y ) 无界，则对了= {〜， a 2 ,•",〜}， 至少在某①上，有 


从而 | YJh 伽厶 ％-J — ㈤ ， 

引出矛盾， 


"Y* 

例3 把积分 JJadxdy 当做积分和的极限，用直线网 ： r = 

D 

iln、y = 3 ln (/ y = 1 ， 2 ，…， n ) 分割 D : 0<: r<l ， 0< y<l ， 并取被积 

函数在小正方形之右上顶点的值为/(&,%),计算积分值. 

解此时，积分和式为 


n 


n 


f lj ) ^ x iyj — 2 


• • 


n n n 


n 


4 


n rt 


"n(n + 1) 


n 


4 


n 



所以 




n 


JJ 

D 


xydxdy = lim /($，％)△■^△30 

rt—►oo . ^ 



例 4 用直线 + z •八 2,3 r=l + 2 jAi (/，）=0，1，…， / O 将域 

l < r <2， l <3<3 分为小矩形•作出函数 / Cr ，3；)=: r 2 + y 在域上 


的积分上和 S 与积分下和^当 72 — oo 时，求上和与下和的极限. 


解求上和时，取 /( f ，7,) 为小矩形右上顶点 的值； 求下和 
时，取/(^，7,)为小矩形左下顶点的值.故 


#| n 


^= 2S 





当 ”一 。 O 时， 111115 = 111115=^=13 

/I—►OO fl—^OO O O 

例 S 设 / Cr ， 30 为连续函数， 证明： 
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lim 


o nr 


f(x y y)djody = /(0,0)_ 




证由二重积分中值定理，有 


rv* 


f (x ^y)dxdy = /(:，"） 


dxdy — nr z • 7). 




: 


因为 d 7 ) 是域 ^ Z + y 2 ^r z 内一点，当 r-^0 时， /($ ， 7)—/(0,0), 
由连续性，得 


lim 


nr 


f (.z,y)dxdy = lim/ ( 芒， 7) = /(0,0 乂 




(Xi 


— 般地，若 /( 工， 30 在方形域 D 可积，在（ : r 。，^) 连续 
3^0 ) G GCI /)， 有 


对 


iim -tt 


f (x ^y)dxdy = f(x 0 ,y 0 )- 


G 


其中 diG) 为 G 的直径忑为 G 的面积 . 

例 6 证明：若函数 /(^，:^) 在有界闭区域 £> 上连 

续，且 〆 x ， 3/)>0, 则 3 使得 


f(jOjy)g(x,y)dxdy = /( 彡， 7 ) 


g{jo f g)dxdy. 


证由 f ( 工， y) 在 D 上连续，必有 m</(x ，： yXM ， 故 

V (x ， 3；) 6D ， 有 


mg(jo,y) < fix,y)g(x,y) < Mg(jOjy ) , 


从而，有 


m 


g(x^y)dxdy ^ f (x ^y)g(x ,y)dxdy ^ M 

VMJ ^ 

D 

因为 ^ 0, 设 g(x ， j/)dxdy = 0 ，则 

D 


g(x 9 y)da:dy m 


f{x,y)g(xjy)dxdy = /( 冬， 7) g(x,y)dxdy = 0, 


若 


jj 


貧 (x ， 3 ； )d:rdjy > 0 ,则 


參 


367 


鲁 





m ^ 


—p, - <M. 

gCx,y)dxdy 

_ n 


由连续函数的介值定理， 3 ( f ，7) ei )， 使得 


f(jo 9 y)g(x,y)dxdy 

— j -= /( 芒，7)， 

g(x 9 y)dxdy 

ftiC 


从而 f { x , y ) g { x y y)dxdy = /( f ，7) g ( x , y ) dxdy 4 

D D 

例 7 若函数 / Cr ，>) 在 Z ) 上连续，且对任何 zy CD ， 都有 

r^fm 

f (x ,y)dxdy — 0, 证明 ： V ( 工， : y) 6 D,f(x,y) = 0. 

丄 

iy 


证 用反证法.设在某尸。 Oo ，_ y 。） 6乃，/(工。，3^)尹0,不 
妨设/(〜，％)> 0,则依连续函数的局部保号性，存在 C /( F 0 ； r ), 

使得 v ( x , y ) e u ( p 0 ； r ) n 乃，有 /( u )>^|^> 0 , 于是 

f { x ^ y)dxdy ^ ° — 9 ^ dxdy = >0， 

ViJ u J 乙 

G G 

其中 G = W Q ; r )， D G 是 G 的面积.上式与题设矛盾，故 V ( x ， j ) 
必有 f (x , y ) = 0. 


例8函数 



Cr ， jO 为有理点， 
Cr ，>) 为无理点 


在 D [0，1;0，1] 上是否可积？ 

解不可积•因为对区域的任一分割，若在每一小区域上 
总取有理点（€，％)，则 


y^/(^ f AOj = d s = i. 

i=i <=i 

若在每一小区域上总取无理点（ $ ， 7 ,)，则 
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2,( 乏，叹) △ a =— 2^* 


D s ^- l . 


n 


从 而知把 ，雜 不雜 


例 9 估计 


dxdy 的值. 


100 + cos 2 j: + cos 2 V 

|xt + l>Klo ^ 

解 因为0 < cos 2 x < 1，0 < cos 2 ^ < l , D s = 200,故 


于是 


102 

100 

"sf 


^ fix . y ) 


< 


\^\ + \y\<l0 
n 2n 


100 + cos 2 j: + cos 2 3 ； 

djrdj 

100 + cos 2 工 + cos 2 3 ； 


< 


100 * 


< 2 . 


例 10 计算 HmJ ] 2 


n 


n 


，这里 [ x ] 是不超过 i 的 


最大整数. 


n 2n 


m ES 


2 

n 2 


n 


是函数 /( U ) 


[工， ： v ] 在方形域 D = [0,2;0,2] 上的一个积分 
和•将: r 轴上区间 n 等分轴上区间 2 n 等分，故 






取小区间右上顶点 


丄 
n ， n 


的函数 



图 13. 1 


值，即构造出下列和式.函数 / Cr,30 = Dt + 3；]. 

将 Z ) 分为 A , A , A , A , 其面积分别为1/2,3/2,3/2,1/2，各 
小区域内函数值分别为 0，1，2,3. 于是 


n 2n 


lim 2 S 


2 r2i + j 


n 


n 


JJ * Odxdy 


+ 


ldzdj + 


D, 


D 


2 


D 


3 


2 dxdy + 3 dxd ^ 

D 


4 



0+1 dxdy 十 2 

D n 


[fdjrd^ + 3 \\dxdjy 


D. 




4 


=1 • 4 + 2 • 4 + 3 




6 . 
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主要内容 


1•设/定义在矩形域 D = 0,6] X [>， d ] 上 ，当 i 取[>，6]上 
某定值时， / Cr ，_ y ) 是 [ c , J ] 上的一元函数，则积分（若存在） 

n 

IM — f(x,y)dyj x 6 [ 。，厶 ] 

J c 

是定义在!>，6]上的函数，称为含参变量 X 的积分. 

2. 若/在矩形域 X [ c ，4 上连续，则函数 / Or ) = 

f ( x , y)dy 在 [ a ，6] 上 连续. 

J c 

3. 设 / 在矩形域 D = laM X [ c ,^] 上可积，若 V -r 6 
OJL / Cro ) 在 [a ,6] 上可积，则含参变量积分 I ( x ) = 

d f ( x , y ) dy 在|>，6]上可积，且 

J C 


rb 


l { x)Ax 


f ( xjy)djody 


dx 


内』 


f { x , y ) dy . 


4. 若 / 在 D =[ a ，6] X [ c ，< i ] 上连续，贝 ! J 
f(xjy)dxdy = J dx| f(x^y)dy = 




/( D)d 




即累次积分与顺序无关. 

5. 平面点集 *0= { (: r ，_ y ) |： y ] ( i )， a <: r <6} 称为 

■ r - 型区域， £)= { ( jc ，30 ( y ')^ jr ^. jo 2 ( y ) 称为 jy - 型区 

域. 


6. 设 / 在: c - 型区域上连续，％ ( 工），: ^2( 工）在[“，6]上连续，则 
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G ( x ) 


j 


ry^ijc) 


f(x,y)dy 在 [a ， 6] 上连续，且 




Cx) 


f(j ： 9 y)djrdy 




dx f(x f y)dy. 

J d J (x) 


7. 用极坐标变换 ：r = rcos0，：y = rsin0 时，有 


nr 


f(x,y)dxdy 


jj 

D 


f (rcos^,rsin^)rdrd^ 


rB, 


o' 


dO 


r r 2 m 


r (rcosd ， rsin^)rdr, 


m 


其中 

或 

其中 


D f = {(r^)\ n (d)«r 2 (0) ， 

r, 「夂⑺ 


f {rcosO jrs\nd)rdrdO 




rdr 


Mr) 


f (rcos^ t rsin^)d(9, 


D f = {(r ， d) {r.idXr^rzm ， n<r<r 2 h 


8 •对一般的变量代换 u = u { x y y ) jv = v ( xjy ) ，若 孕匕^) ：^：。， 

o\x ^ yj 

则有逆变换 x—xiuyv) i y = yiu->v) ，且有那么有换元 
公式 ， 


f(x 9 y)dxdy 


f ( x ( ujv ) 9 


D 


y ( ujv )) 


3( U ) 
d(u^v) 


dudv , 


其中 D ，％ D 变换后对应的区域 . 


9. 设函数 / 及 人都在 矩形域 Z) = ， 6] X 上连续，则 


/o) 


f{x,y)dy 在 [a ， 6] 上可微，且 


dx. 


Cb 


/0 )dx 




Cd 


/^(^Cjy)dy. 


10. 设函数 / 及人都在矩形域 D= [a ， 6] X [c j] 上连续， 
为定义在 0,6] 上，其值域含于 [c ， d] 的两个可微函数，则函 


数 F(x) 


rv j ) 


： y 【（ : r) 


fix,y)dy 在 [a ， 6] 上可微，且 
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0> 

F' (x)= fj ix,y)dy + f {x,y 2 {x))y 2 ' {x) 

J y 2 (x) 

— f {x^y l {x))y i l (x). 

疑难解析 

1. 用累次积分来计算二重积分应注意什么问题？怎样解决这 
些问题？ 

答解题的关键是画出积分区域的草图，确定是 X- 型区域还 
是沪型区域. 

(1) 若积分区域既是型区域 又是: ^型区域，则两种积分顺 
序都可以.但一般选择里层积分限简单的或积分区域分块少的一 
种，以减少计算工作量. 

(2) 被积函数含有绝对值符号、最值符号或 “[]” 符号时，要将 
积分区域适当分块，以去掉这些符号，直接进行累次积分. 

(3) 被积函数是分片函数时，要分片求解. 

(4) 有些累次积分要化为重积分来求解. 

(5) 若被积函数是抽象函数，要依函数的特点来处理积分. 

2. 怎样选择是用直角坐标系还是用极坐标系计算二重 积分？ 
答主要从被积函数与积分区域来考虑. 

(1) 当积分区域为圆域、环形域、扇形域及极坐标曲线包围区 
域时，可选择极坐标系. 

当积分区域为多边形或直线与一般曲线围成图形时，可选择 
直角坐标系. 

有些图形分块后可能要用不同的坐标系. 

(2) 当被积函数形如 /( x 2 + y ) 或 /(： v / jt ) 时，可选择极坐标 

系. 

(3) 当积分区域为椭圆或被积函数形如 /f 吝 j 时，可选 

a 行 j 
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择广义极坐标系 ^ x = racosdjy = rbsinff. 此时 ， | J 丨 =rab. 


方法、技巧与典型例题分析 

除疑难解析中所讲的问题外，我们还知道累次积分可看做两 
次定积分，因此，定积分中的方法和技巧在二重积分中仍可使用. 
但是被积函数的奇偶性与积分区域的对称性表现得可能比定积分 
复杂些.读者应很好地加以辨析，应用得当可以简化积分计算. 

_、 二重积分的计算 

例 1计算下列二重 积分： 

丫 

(1) 由= 0 ，：y = 1 与 jc = 所围成； 

JJ 

D 

，广 2 

(2) 由 xy = 1，）=工与 ： r = 2所围成； 

「「 

(3) (x + : y ) 2 d ： cdjy ，/?由 |x | + 1^1 = 1 所围成； 

D 

fT ^ _ 2 

(4) 工 2 e' y dj ： dy,D 由 ：= 0，j =:与 j = 1 所围成 . 

%/u 

D 

解 先画草图，用不等式组确定区域（包括确定积分顺 序）； 

然后配置积分限，逐层积分. 

(1) 如图 13. 2所示 ， D 表示 为：: r 2 故 



图 13. 2 图 13, 3 
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n 


dx 




0 


ri 


JT 


x 2 ydy 






X' 


7 


x 


0 


2 r 


(2) 如图 13_3 所示，乃表示为 ： l / x <3< x ， l <: r <2, 故 


_2 isr 

=* da: 


.2 


'2 

i 1 

x 2 

X — 

1 



dx 


x A x : 


^ y 

(3) 如图 13. 4 所示， M 表 示为： O ^ x^l t — l ^ y^l — x ； D z 
表示为 ： 一 l < x <0，一 1 — x < y < l + x •故 


ri 




(x + y) 2 dxdy 


rr 


(x 4 - y) z dxdy 


dx 


n — j ： 




(x + y) z dx 


x— 1 


J 




0 


dx 


_1 — i2x — l) 3 ]dx + 7 [(2』+ l ) 3 十 l]d:r 


0 


'l + x 

—1 — JT 

0 


(x -h y) 2 dx 


r 


-1 


土 + 土 = 土 

r\ I r\ #-\ * 




图 13. 5 


(4) 如图 13. 5 所示，表示为 


2 


「y 


e— y d：y 


0 


x z dj ： 




0 


广 1 v 3 — 2 

^：e ^ dy 


j 


y z e- y - 2 


2 


y^ y dy 


1 - 


2 

e 


本题若先对 J 积分，则 


e 


y 


不能用有限形式积出.积分中还使 


* 


374 


黉 




用了分部积分法. 


例2 改变下列积分中累次积分的 顺序: 




( 1 ) 


dx 


广 2x 


(3) 


dx 


f(Xjy)dy y 


/(xjy)dy 


( 2 ) 


2 


dx 


0 


f(jr,y)dy 


n 


dx 




(3-J：)/2 


f(x,y)dyi 


(4) 


n 


j 


r 


dx 


-/ -T 


rr 


f(x,y)dy + 


r 4 


da: 


r 


rr 


-2 


f(x,y)dy 


解 先依据原积分限画出积分区域的草图，然后按新次序写 

出区域的不等式组表示（包括区域分块），配置积分限. 

(1) 如图 13.6 所示，积分区域分为 A 和 JDuA 表示为：0<3； 
< 2,3；/2 < x < yiD 2 表示为 ：2 < ^ < 4,^/2 < ^ < 2 •故 




f<ix,y)dx + 


2 


n 


y!t 


f(x,y)dx 


* 



JO 


图 13. 6 



图 13, 7 


(2) 如图 13. 7 所示，积分区域分为 A 和表示为 
/~y iD z 表示为：1<3；<4, s/~y < jt <2 •故 

Cx 2 



/= djr f{x,y)dy + dsc f{x,y)dy 
JO J J 1 J 1 




•1 c 

dy 

J 0 j 0 




f(x,y)dx 


「4 



J 


dx 


n 


j 


>Ty~ 


f (x^y)dx. 


(3) 如图 13* 8 所示 ， D 表示为， / y <： r <3 —2 j ， 故 

ri n -2 y 

I = j。 叫 —/O’jOdx. 


rr 
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图 13 


图 13- 


(4 ) 如图 13_9 所示 ， D 表示 为： 一 + 故 


n 


— 1 


r y + 


dy ^ f(x,y)dx, 


y 


例 3 计算下列积分 


n 


(1) 


( 2 ) 




dx 


0 


, nx , 
sm —ay 
/r- 2y 


「4 ^ 

dx 

2 


, nx , 

^ sin 万办 


sinxslny • max(xjy)dxdjy,D；0 < 工，夕 < 兀； 


D 

rr 


(3) 


xy jd^rd^ ： x 2 -^r y z ^ ci 2 t 


D 



解 （ 1) D 如图 13, 10 所示，显然先对 


j 求积较困难，需改变积分次序.因此 


n 




Cy 


2 


丌 X 


sm —djr 

y 2 ) 


7 t 


JVC OS 


孕 d 




j 


7r 


2 


ysin 


T 


fcosf 


图 13. 10 


= 4(2 十 n )/ n \ 

(2) 被积函数含 maxU ， _y )， 需利用直 
线 y = x 将 D 分为 A 和 Z) 2 , A 表示为 ： 0<jr<7T ， jc<j<7r ; A 表 
示为 故 


j 


dx 


0 

r« 


sinxsinjy • ydy + 






dx 

0 V 




sirursinjy _ xdy 

0 


sinx( — cos^ • y + siny) 




0 
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dx + 


xsinxC — cos_y) 


j 


0 


x 

dx 


0 






= 5 丌 /2. 


(3) 用直线: r =0 与将 D 分为四块，得 


dx 




^ydy 





dx 


.0 




ydy 


dx 


r* 




^ydy 


N o 


dx 






ydy 


4 


4 


8 


8 


8 



8 


2^ 


对含绝对值符号的积分，要根据函数的特点，将区域分块，去掉绝 
对值符号. 

例 4 计算下列二重 积分： 


( 1 ) 


O 2 — 2 -r + 3> + 2) dxdy f D ： x z + y z a 2 ； 


( 2 ) 




(工 + 30dxd ： y，D 由 ） 


y = Ajo 2 ,y ^ l 所围成. 


解考虑积分区域的对称性，化简积分. 
(1) 区域 D 关于: r 轴，^轴与原点对称，故 


2jodxdy = 0, 3^dxd^ = 0^ 

D 


x 2 dxdy + 2 


x z dxdy 



dxdy . 




则 


x 2 dxdy = — { x 2 + y 2 )dxdy 

D 




2 k 


de 


j 


4 


2 


2 丌 


* VTT • 


dxdy = 7 H 2 2 . 


从而 


I = na 4 /A + 2 兀 a 2 . 

(2) 积分区域关于轴对称，故 \\xdxdy =0. 


y 2 dxdy y 


.2 


參 


rdr 
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者 




r*/* 

ydxdy 


n 


y^y 


o 




/T 


d 工 


^fy n 


2 




y ( /y — -^^) d3 / = 2 


2 


v y 


ydy 




0 


例 5 计算下列二重 积分: 


rv* 


( 1 ) 


% 



1 — 工: 




2 


j 

1 + 




2 


djody, D ： x 2 + y < ? 


( 2 ) 


( x 2 + y 2 ) dxdy ^ D ： sfZx — ? < ) 《\^4 — x 2 . 


D 


解本例用直角坐标系计算是困难的，要变换为极坐标系来 
计算，并注意区域的封闭性. 

(1) D 表示为：0<0<2兀，0<广<“故 




作 2 買 Ca 

A 6 

0 




C 



1 — T 1 


1 


rdr (令 


t ) 


K 


fV 


0 



1 - 


1 + 


dt 


7 T 


fV 


ck 


丌 


o /!-- 


ra 


2 


V 


Q "yl - 


d ， 


tc arcsmf 


a 


0 


TC VI — t 


a 


0 


= 7t(arcsina + ^/\ — a 1 —— 1). 

(2) D 应添加条件 0<« r <2, 则变换后区域可表示为 ： 2 cos 0< 


广 2 jt 






0 


n 


2cos0 


奢 


rdr 




、笈 ! l 


(1 — cos 4 汐 ） d 汐 


0 


7T 

(I 


* 1 TC 


4*2 2 


tc (瓦里士公式）. 


例 6 计算 （ |工 一: y | + 2) dxdy , D ： x z + y < 1 ，x > 0 ，：y 


jj 

D 


> 0. 


攀 


解为了将绝对值符号去掉，用直线 ^ = X 将 D 分为 D lt y ^ 
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工和£) 2:3 0>工， 再化为极坐标计算.故 




{x — y)dxdy + (y — x)dxdy 


n* 


M2. 




0 




fV /2 


-2 


JJ 

D 2 


(cos 夕 —— sin9)dr 


2dxdy 


D 


0 




n 


V 4 


(sin 沒一 cos 没 ） dr + 2 


m/ 


0 




rdrdO 


D 


_ic/4 


(cos 汐一 sin 没 ) d 夕 


0 


+ 


7 T 


Mz 






V 4 


(sin^ — cosd^dd + 2 


丌 





4(/ y - D . 


例 7 计算 




dxdy y D ： x 2 + y < 2(x + y). 


jj 

D 


解 x 1 -\- y z ^2x-\~2y 

(x — 1) 2 + (jy — 1 ) 2 ^2. 

(1) 如图 13. 11 所示， £) 表示为 ：0< 

2(cos^H-sin^)»— 7 t/4^^^3tc/4* 


< 


，3買/2 




其/ 2 


「 2(cos0+sin5) 


r(cos^ + smd)rdr 


0 


3 


K 2 


— it/2 

l W 2 


(cos 汐 + sin 没 ） 4 d 汐 




-k/2 



y—x 


图 13. 11 


~ 7 T + 2sin2 汐 


cos4<9 


de 


6 — cos 20 - — sin 4^ 


3 冗 /2 
— 寒 IZ 


4 丌 - 


(2) 作坐标代换: r = l + rcos 0，3/= l + rsin(?m Z ) 表示为 ：0^ 
泛 <27 r ，0< r </ y ， 故 
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C2n 


dd 




rr 


(2 + rzosO + rsin^)rdr 




2 + ^rcosd + ~sin^ 


= 4 兀, 


注意许多题是可以一题多解的，为了节省篇幅，本书每题只 
给岀一种解法. 

下面给出一个非连续函数的积分.求非连续函数的积分，要依 
连续性划分积分区域，分析其间断线与曲线交点. 


A BCD 



例8计算 


L3 7 — J0 2 ^\dxdy, x 2 ^ y 


D 


<4. 


图 13. 12 


解如图 13. 12所示，按连续性划分积 
分区 域为： 

当工 2 <_>^1 2 + 1 时， [jy — x 2 ~]~Oi 

当 P + + Z 时 t — 15 


当 了 2 + 2<jy<:r 2 + 3 时， [_y — x 2 ] = 2 ; 

当 x 1 + Z ^ y ^ x 1 + 4时， [y — x 2 ] = 3* 


抛物线与直线3^ = 4的交点为 .4(1,4), fi ( /2 ,4), C ( / 3 , 
4)，1)(2,4),积分区域关于3^轴对称.于是 

/= 2 


■ 

r 7 2 j 

V +2 

"/3~ 

•4 ~ 


dr 

2 <^y + 

dx 



0 J 

X z +1 J 

nr * 

x 2 + l 」 



2 %/T 


广 1 


dx 


， : T 2 + 3 

" Jt 

'4 " 

2 + 
x^4*2 J 

dx 

l ^ 

A 夕」 


+ 2 yr 




ri 


d:r 


r* 


4 


+ 3 


dy 


V 2 






(3 — x 2 )dx 


2 V 2 


r jit 


1 


(2 — x 2 )dx 


+ 2 


(1 — x 2 )dx 


— ~(4 ~h 4 V ^3~ _ 3 ^2 ). 
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例 9 计算下列 积分: 


( 1 ) 


. 


D 


y 


sinixy)dxdyjD 由 2 x^y > 


0 ，x > 0 所围成; 


( 2 ) 


{x + ： y ) ln ( 1 + x / y ) 


D 


%/\ — X — 


dxd^sD 由 ： c = 0 ，_y = 0 ，x + ；y 




1 所围成; 


(3) 


e 


^^ dxdjy ， Z ) 由 ：r = 0,^ = 0 jx 十 ：y = 1 所围成 _ 


D 


解本例要依据函数特点，进行适当的变量代换后再计算. 


z 


7 C 


1 


a ) 作代换 


<^<2，: t 〉0,3^>0. 于是 


I 


rn 


usm ( uv ) 


m 


dudv 


du 


n 


n/2 


usin ( uv)dv 


ff /2 


— cos ( uv )~] 


du 


C 2) 作代换 J 0 + y=^Uj 


y_ 

X 


V 


，则 ： c 


u uv , T , 

尸 ， \J I 


l+T^j l+l 


W 


(1+^) 


，D 代为汀 ：0< m <1，0< z < + cxd ， 于是 


wsin(l H - v 


\u\ 


vl — u 


(1 + u ) 




其中 


广 + 


0 


dz ^ 


u 2 \ n(l + v ) 


du 




0 (1 + i ^) 2 \/1 — u 


j 


k+ °° ln(l + t /) 
0 (1 + v ) 2 


dv 


u 


0 y 1 — u 


du . 


/* 




+°° ln(l + t ；) 

o (1 +t0 2 


dv 


In(l + i ；) 
1+1/ 


0 




dv 


(1 H~ v) 


參 
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= 0 一 


1 



v 



u 


° — u 


du 


1 - u 



— 1 » 

(1 - tY 


& 


16 

15 


故 


* 


16 _ 16 
15 ~ 15* 


(3) 作代换 w = — x ， z ; = 3； + : r ， 贝 (I 


v — u 




2 


，|/1 


i /2 ，d 化为 zy，zy 由 z；=i ju — vju——v 所围成 • 




e u/v - 


dudv 




ri 






0 


v 


e Ii/v du 


v 


(e — e _1 ) T ； di ; = — (e — e — 】）. 




0 


二、二重积分证明题 

二重积分证明题的求证，常利用对积分区域的分块和区域的 
对称性或对被积函数的变量改变记号、利用被积函数的奇偶性以 
及改变积分顺序等方法进行.在证题前，对命题要有深刻的思考. 

例 10 设 /( x ) 在[0，1]上连续，且 /( X)(ir = A ， 证明： 


0 


dx 


0 


n 


fMf ( y)dy 


A 2 


x 


证用改变积分顺序与改变记号的方法，即 


n 


dx 




0 


f ( x ) f ( y)dy 


改变顺序 f 1 


X 


改变记号 


0 




y 


f ( x ) f ( y)dx 


0 


ri 


dx 


0 


f ( x ) f ( y ) dy , 


o 


故 


n 

dx 
J 0 j 

f ( j ：) fCy)dy + j 

k i 

dx 

0 ‘ 

f(^r)f(y)dy 

0 

•1 

ri 「 

.n 

n 

2 

dx 

0 


f{x)dx 
Jo _ 

= A 2 


于是 


dx f ( x ) f ( y)dy — — A 2 . 

0 J x L 


_ 
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例 11 设 /(X) 在 [ a ，6] 上连续，试用二重积分证明 


n 


f ( x)dx 


a 


< (6 — a ) 


n 


f 2 ( x ) dx . 


a 


证因为 


0< 


rb 


da : 


a 


rb 


[/O) — f(y)ydy 


a 




ib - a ) 


「b 


a 


Pix)dx - f - J 尸(: y )< J ： y ]— 2 


rb 


f { x)dx 


a 


rt 


所以 


z 


•b 


f ( x)dx ^ (6 — a ) f 2 ( x ) dx . 




a 


a 


当 /(: r )= K 常数）时等号成立. 

例 12 若/(^：)，发0)在[^2,6]上连续，证明 : 


n 


f ( x ) g ( x)dx 


a 


Z 


rb 


n 


^ P{jo)dx 




a 


g 2 ( x)dx 


a 


证因为[/(工)厂(工） 一 /(： v )《(： yOo , 所以在方形域 Z )； a < 

x^b.a^y^b 上，有 


0< JJ [/( 工 ) 茗 Or) — f(y)g(iy)ydjody 

D 

= [[ P(x)g 2 (x)dxdy -f [ [ f t (y)g z (y)dxdy 

J aj a J aj a 

— 2[ [ f (y)g(y)dj：dy 

J aj a 


2 




rb 


rb 


/^( x ^ Piy^dxdy — 2 / O ) 尽 Cr)dx 


aj 


a 


rb 


a 


2 


故 


rb 


f(,^)gdx)dx 


a 


2 




rb 


f 2 ( x)dx 


4 / 


a 




b 


Piy )^ y . 


a 


当 / Cr )= vk ( x ) 


vA ( x ) 


时，由上式得 


ro 


h { x)dx 


a 


rt 


a h{x) 


(b - a ) 2 (" U ) > 0乂 


例 13 证明 ： V n 6 N ， n > l , 有 


勢 
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rb 




rx 


(x — yY ~ z f ( y)dy 


a 


n —— 1 


(b — yy ^ l f ( y ) dy . 




a 


n 


a 


n 


d^l {x — yY ^ 2 f ( y)dx 


y 


改变顺序 


n 


f(y) 


a 


n —— 1 




a 


n —— 1 


(b — y ) n ~ l f ( y ) dy . 


(工 -jO” 


—1 


h 


dy 


y 


例 14 设/ > Or ) 是[〜6]上的可积函数，而 / U ) 与 g ( x ) 在 
[ a ，6] 上有相同的单调性，证明： 


rb 


( x)dx 


u 


rb 


rb 


a 


fi { x ) g ( x)dx ^ p ( jo ) da :\ p { x ) f { x ^ g { x ) dx . 


a 


ro 


a 


证设 / 


则 


A 


b 


rb 


a 


p { x ) dx \ p ( x ) f ( x ) g ( x)dx 


a 


n n 

p (^) f ( x ) dx \ p ( x ) g ( x)dx , 


a 




a 


rb n 

p ( y)dy p ( x ) f ( x ) g ( x)dx 


a 


a 




p ( x)f ( x)dx 


a 


_6 


PWg(y)dy 


a 


类似地，有 


ro 


作 b 


aj 


Hi 


p ( x)dx p ( y ) f ( y ) g ( y)dy 


a 


a 


rb 


p ( y ) f ( y)dy 


a 


、b 


p ( x ) g ( x)d 


X 


a 


① + ②，得 


rb 




rb 

p (^) p ( y)f ( y )£ g ( y ) — g ( x )^] dxdy . 

a 


② 


2 


^ n 


( j :) — /OO] [ 兒 (: r) 一 


aj a 


因为 pU )> 0 ，/ Or )， 兒 ( 3 ；) 单调，故 J > 0 , 即命题成立 
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D 


例 15 证明： f ( xy)dxdy = ln 2 /( w ) d “. Z ) 由 xy=\^xy 


广 2 


— 2 jy ^ x,y = ix 所围成， 

证因为函数和积分区域的特点，设 w = _ r _ y ， i ； = ： y /: c ， 则 D 化 
为 D f •• Ku <2 ， l < r <4 ， IJ i = l /2 v . 


f ( u )\ J\dudv 


三、其它二重积分问题 


p *- 


f ( u^du 




^4 


— dv = ln2 
v 




r 

f ( u ) du . 


例 16 


计算 lim 

x-^O*/ 


Txil 

dt 

O ^ 


fV e — 


解 


lim 

x-^O 


r 


-r/2 




jt/2 1 - 0 

rx/z 


o 


e 


— (/ 一 《) 


x l /4 


2 d ^ 


dw _ 


1 — e 


xVA 


改变顺序 


lim 

x—O 



m x/2 

du 

\- u ' un dt 


0 V 

0 


1 — e 


x z /4 


L ' 


lim 

x-*0 

y = t — x/2 


(-i 

(卜" 2)2d 

/| 

I 1 2 / 

xe 

\ 2 j 

'o J 

/ 

i 2 


V 


lim 


X' 


lim 

^-►0 

1 

— e 


ro 




e 




— x/2 




xe 


, 2 n 


■xV4 


e 


xV 4 


X 


2 


4 


] = 一音. 


例 17 设 Hr ) 




e〜 tt da ， 求 7( r ), 




解不能直接计算.设 D : [— r ， r ; — r ， r ]， 则 


/ Hr ) = [/( r )] 


rv 


% 


rr 


e 


2 


e 


y 




e 


-(x"+y 


4 


Mxdjy. 


分别作 D 的外切圆域 D 2 与内接圆域，因为 D . CLD ,^-^ 2 ^ 


0 ,故 


I 

e — V+’dxdy < P ( r ) < 


e 


一 ( jr 2 + /) 


dxdy , 


D, 




2 


设 : r =； c ? cos (?， 3 /=/ osir ^， 则 ="， 于是 
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e -or 2 +/)d x dy = e~ pZ pdp — tt( 1 — e _r2 )， 

u 0 tJ 0 







/2 ~ ， 


e ~ p2 pdp k (1 - e 


_2 〆 


由夹逼性知， lim / 2 0)=7 r ， lim /( r )= v ^ T ，即 


e _M du — 或 


U du 




例 18 求下列 极限: 


( 1 ) 


ri+a 

lim - 

0 a 1 


d ^: 

X 1 a 2 J 


(2) lim 

J — 1 


x 1 + a 2 dx ; 


*2 


(3) litn x 2 cosaxdx. 


a—^0 


解 （1) 因为 TT u zX ' 2 ， a ， l + a 都是连续函数，故 F ( a ) 

丄十工十 or 


■i + a 


a 


dx 

r + ^ + a : 


也是 R 的连续函数，所以 


lim 


i i +« 


dx 


\ imF ( a ) = F (0) 


Q-^0 J Ct 


' d:r 

0 1 + 工; 


arctanx 


(2) F ( a ) 

limP y 

a-*- 0 J — 1 


(3) F ( a ) 


j —i 


z 



7 也是 R 的连续函数，故 


2 


c£ z dx = \ imF ( a ) = F (0) = 2 xdx 


■0 


0 


_2 


n 

lim 

cr-*0 J 0 


x 2 cosaxdx 也是 a ^ R 的连续函数，故 

o 


x z cosaxdx = limF ( a ) = F (0) 


a—►O 


■2 


0 


Z 


dx 


例 19 求下列函数 F ( a ) 的 导数: 


( 1 ) 


(3) 


e ^ d ^; 

ln(l + ax ) 


( 2 ) 


*cosa 


sina 


a Vl-T* 


dx ； 


dx ； 


(4) /(:c 十 a^x — a)dx 
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解 可直接套用公式求解. 


(1) F f ( a ) 


d 




da 


0 2 )e 


a y 


2 


y=cr 


_d 

da 


( a)e 


a 


2 






a 


( e —叮 )； d 3； 


2 ote 


a —a 

— e 


3 


Ca 2 


e~ ay y 2 dy . 


a 


(2) F f ( a ) 




sina * e 


<3r| sina 


cosa • e 


a|cosa 


rcosa 


smo 


\/l — x 2 e a 




JC 


dx . 


(3) F f ( a ) 


v ln(1 + ° 2) 


'a 


dx 


o 1 + a：r a 

ra 


ln(l + a 2 ). 


(4) 设 w = 工 + — x — or ， 则 F ( a ) 


f ( ujv)dx . 


o 


F f 0)= /(2 a ，0) + 


[/,/ ( u ， v ) — f v f ( w ， tO]cLc 




0 


/X2a ， 0) + 2 


fj ( UyV ) 


0 


[/ „ ； ( u , v ) +//( w ， t;)]dx 

0 


f (2 a ，0) + 2 


r a 

ft ! iu , v)dx 


h/ 


0 



v ) dj ： 


/(2a ， 0) + 2 




fj { u ^ v)dx — /(x + a y x — a ) 


0 


a 


0 


f (2a ， 0) + 2 




fj ( u , v)dx — /(2 a ，0) + /( a , — a ) 




f ( a , — a ) 


o 


2 


ra 


J 


fj ( ujv ) da :. 


0 


例 20 求下列函数 F (: T ) 的二阶 导数: 


( 1 ) 


( 2 ) 




0 

rb 


(•r + y ) f ( y ) dx , f ( x ) 可微； 
f ( y ) \x — y \ dy , a 〈 b , f ( y ) 可微, 


a 


解 按公式求导，视 F 〃 u ) = DP ( x ) j . 


鲁 
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(1) F ! ( x ) = 2 xf { x ) 



x 

f(y)dy^ 

0 


F ff { x ) = 2/(工） + 2 xf (x) + / ( x ) = 3/(工） + 2 xf ( x ). 

(2) 当工 e (a,b) 时，有 


Fix ) 




(jt — y ) f ( y)dy 


rb 


a 


(y — x ) f ( y ) dy . 


x 


故 F f ( x ) 


d 


广工 






a 


dx 
r " d 


(x — y ) f ( y)dy 




dj ： 


rx 


j 


rx 


石 [(x — y)f(y)2^y 


(y 

dx 




X 


) f ( y)dy 


(y — ^) f ( y)']dy 


x 


a 


f ( y ) dy y 

b 


F tf ( x ) — /( x ) + fix ) = 2/( 工） • 


当 x $ ( a f b ) 时，有 F ( x ) 


rb 




(y — 工）/() ; )办，故 


a 


F f ( x ) 


rt 


9 


a 9X 


(y — ^) f ( y)^\dy 


rb 


f ( y ) dy . 


a 


F \ x ) 




0. 


类似地，当时， F 〃 U ) = 0. 因此 


F ff U ) 


2/(工） ， jo G ia ^ b ), 

0, x ^ { a ， b 、 ， 

例 21 利用对参数的微分法计算下列 积分: 


V 2 


(1) ln ( a 2 sin 2 j ： + b 2 cos 2 x ) dx ； 


0 




(2) ln(l — 2 acos：r + a z ) dx w 


0 


解⑴当 M = |6| 时，有 

r */2 

ln ( a 2 sin 2 x + b 2 cos 2 a:)dx 


丌 


ln < 2 2 == Trln 


\ o . \ + \ b \ 


i/ 


当 |6| 时，有 

V2 


\ n ( a 2 sm 2 x + b 2 cos 2 x)dx 


0 


Mz 


In 


0 


r a 2 


b 2 { a 2 — ^ 2 ) cos 2 x 


dx 


* 
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7t t a 

—In — 


b 2 


Ml 





ln(l — ccos2 工 ） dj ：， 


0 


其中故 0<H<1 •从而 


a z +b 2 

原式 


n . a 
— in —— 

2 2 


b z 


rn 


+ 丄 


ln(l 一 ccosu)du t 


0 


设 /a：) 


r Cc ) 


[ln(l — ccosw)dw ， 则 


0 




'7T 

0 

7 Z 

C 


cosu 


1 —— ccosu 


du 


c 


1C 


o 


1 - 


1 —— ccosu 


du 


c 


VI 


arctan 


c 


2 





1 + r tan 工 


1 - c 


2 




1C 


0 


丌 

c 


1 - 




o< k| < l 


故 


Kc) 




b/ 


rc 7T ’ 


0 V 


1 - 


V \ — V 2 


di; 


K 


In | t ; I + In 


1 


/l 




v 1 


V 


c 


0 


7T 


ln(l + vV 


Tcln 


1 



vl~ 


c 


0 


得 / 

〜 2 


从而 1 

"*/2 


b z 


+ b z 


7tln 


2 




a 


7tln 


(M + \w 

2(a 2 + b 2 ) 


ln(a 2 sin 2 :r + ^ 2 cos 2 jr)dj ： 


0 


An ~ 


^ln 逆 4 墙 其 M 


I 石 


2 ‘2— 2(a 2 + b 2 ) 

可见，不论 ui = i6i 还是 ui 关，结果都是相同的 . 
(2 ) 利用上例结论 


[ln(l — ccosx)dx = Kin 


1 





c 




0 


有原式 =Mn(l +a 2 ) + 


， 7t 

In 


1 - 


2a 、 

cosx 


1 + a 


da: 


1 


m 
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7rln(l + a 2 ) + xln 


1 + a/1 — 




(2a 

2 

U +A 

- 


7Z 


ln(l + a 2 ) + In 


1 +V + |1 -a 2 [ 


2(1 +W) 

0 ， 当 W <1, 

nlna 2 , 当 |a | > 1. 

例 22 应用积分号下微分法或积分法计算下列积分 : 


( 1 ) 


( 2 ) 




I * 


*/2 


arctan(ataru:) 


0 


tana ： 


dx ( I < 1); 


sin 


4 / 


0 


In 


1 


x 


X 


b 


X 


J1X 


a 

-d：r (6 > a > 0), 


解 （ 1) 设 /(a) 




*/2 


arctan(atan^:) 


r ( c ) 


r 


*/2 


dx 


o tan:c 

u = tartr 


心，则 




o 1 + a z t3.n 2 x 




du 


0 


(1 + a z u 2 )(l + u 2 ) 


a 2 - 1 




o 


u 


1/a 


u 


z 


du 


a 2 - 1 


[|a I arctan \a\u — arctanw 


0 


丌 


a 2 — l 


(|^| ~ 1 ) 




丌 


1 + a 


， <2 0 ， 


7 t 


2 1 - a 


,a < 0. 


当 <3 = 0 时 ， /(<2) = 0; 
当 a 〉 0 时， 1(a)= 

当 a 〈 0 时， J(a)= 
综上所述，得 


丌 




a 


dv 
o 1 v 


n 

2 


ln(l 十 a); 


7 t 




a 


dv 
0 1 _ v 


n 


ln(l — a). 




⑽ arCtan( " tan -^dx = 4(sgna)ln(l + |a|). 


0 


( 2 ) 


n 


sin 


o 


In 


tanjo 




X 


n 


X 


Jix 


dr 
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n 


o 


sin, ln - / 


dx 


rb 


x y dy 


dy 


a 


0 


n 


sin 


0 


ln 


x 


x y dx. 


当 x = 0 时 > sin 


ln ^ l〆 理解为零，则 sin 


«b 上连续，故可交换积分次序 . 


In 


2 


^o y 在域 


作代换 : r=e _1 ， 得 




sin 


0 


In 


x 


x y dx 






e 


—( 少 +i)/ 


sintdt 


0 


1 广 

「+ d + y) z ^~ (> 十 l) sin ，一 C0S，]e 


- ()+1 


o 


于是 


1 + (1 + y) 29 



/ 1 

sin 

In 丄 

J 0 



„b a 

X — x 


nx 


dj： 


rb 


dy 


a 「+ (1 + W = ^ctan(l+y) 

arctan(l + 6) — arctan(l + a) 

b — a 


b 


a 


arctan 


类似可得 


1 + (1 + ^)(1 + a)* 


cos 




0 


ln 


x 


x — x 


lm 


djr 




1 




j 


« 1 + (1 +>) 2 


dy 


in[i + (i + y)] 


b 


a 


L Xn bl+2b + Z 


〆 十 M + 2 


第三节 


重积分 


主要内容 

. 设 / 是定义在长方体 FC ： R 3 上的函数， j 是—个确定的 


■ 
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数.若 v £> o ,3 ^> o,v rev ， 只要 II 了 II <谷，属于 分割了 的所 
有积分和都有 

2 f ijk — J 〈 e ， 

则称 / 在 V 上可积， J 为/在 V 上的三重积分，记作 

TT 广 

J = f {x ^ y ^z)dxdydz ^ 或 /. 

J J 

2 . 称函数 


^ \f{x y y,z ) , 

f ix^y.z )= < 

10 , 


(x f y,z) G V , 
(x y y^z) V \V 


为 / 在上的延拓函数 . 


3_ 若 f(x 、 y ， z) 在 F = [a ， 6] X [c ， d] X [e ,/] 上的三重积 
分 /(xjyjz)dxdydz 存在，且对任何 :c 6 [^4] ，二重积分 Hx) 


f(x 9 y f z)dydz 存在⑴ = [c ， d] X |>，/])，则 


dx 


f(x y y,z)dydz 


存在，且 f (x ,z)dxdydz= dx \\f (x ,y ^z)dyd 


=dx dy\ f(x 9 y 9 z)dz. 

J a J c J f 

4 .设 V = { ( x t y t z ) \ zi ( a：j y )^ z ^ z z ( xfy ') 

_ y 2 ( x )， V 在 xoy 平面上的投影区域 D ^ Ui / ihO ) 

<3<： y 2 0),^2<： r < W 是 jt - 型区域，它对于平行 s 轴且通过 D 内 
点的直线与 F 的边界至多交于两点. 

设/在 V 上连续， 

: y 2 ( x ) 在 [ a ，6]上连续，则有 
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f (x jz)dxdydz 


/ 


5 


djody 


y) 




f(jo,y,z)dz 


ra 


dx 


r ， 2 u ) 

y x U ) 


dy 


(x,y) 


f(x,yjz)dz 


• 设 / 在有界闭区域 Y 上连续，，则 


f (x^y^z) dxdydz 




<p{u^v 3 xv) ， 0(m ， p ， w) ，尤 （ w ， t/ ， uO] \J\dudvdzvj 


其中 

d(u 9 V jZv) * 

:r = rcos0 ， O^r^ + oo , 
(1) 若 4：y = rsin0 ， 0< 沒 <2 兀， 


z 


°°O< + 00, 


J= 3i^y_ 

d(u f V t 


(x,y,z) 
rv) 


，则 


/(U ,z)d^:djyd 


z 


V 1 


f (rcosd f rsin0 f z)rdrd0dz 


称为柱坐标下的三重积分 . 


(2) 若 ^ 


x = rcos 没 sin 沒 ， + oo ， 

rsin 没 sin 炉， 0«k ， J = r 2 sinp ， 贝 lj 

z = rcosdj 



/(jc^y^z)dxdydz 


v 


J|V(rcos 沒 sitip ， rsin 沒 sinf cosp)r 2 sin 沪 drddd<p 

v* 


称为球坐标下的三重积分 . 


疑难解析 

1. 怎样理解三重积分的累次积分公式？ 

答主要内容 4 所给出的累次积分公式，只是一种积分顺序 
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的体现，实际上，三个自变量可以有六种不同的积分顺序.要根据 
具体情形（包括积分域的考虑和积分函数的考虑）和个人的习惯来 
选择.在选择时，要考虑区域少分块，因为分块越多积分次数越多 
(当平行坐标轴的直线与区域边界交点多于两个时就要分块，所以 
要选择好顺序，避免出现多于两个交点的情形）.同时，更要考虑内 
层积分限函数简化，以便使后面的积分计算较为容易. 

三重积分除了化为三次积分外，还可以化为先二重积分后一 
次积分或者先一次积分后二重积分的形式，这主要由被积函数的 
因素并结合积分区域来考虑.详见后面的例题. 

2. 怎样选择 三重积 分的坐标系？ 

答如同二重积分，选择坐标系的出发点是积分区域的形状 
与被积函数的形式.当积分区域为正方体、长方体及一般的多面 
体，或一般形式的函数时，通常选择直角坐标系，因此选择直角坐 
标系的时候最多.当 V 为柱形区域，其投影域适用极坐标表示，或 
被积函数含投影域坐标的二次式（如时 ，一般 选择柱 
坐标系.当 V 为球形区域及其部分，或被积函数含: r 2 +/ + / 因 
式时，一般选择球坐标系•有时还因某些特殊函数或特定区域选择 
特定的代换. 


方法、技巧与典型例题分析 

计算三重积分，首先要对空间解析几何概念，特别是空间的平 
面、二次曲面的特点和形状有一个正确的认识.一般要先作出空间 
立体（积分区域）的草图，确定选择哪种坐标系和什么样的积分顺 
序；然后再按照确定的坐标系与积分顺序写出积分区域的不等式 
组表示；再配置积分限，进行逐次积分.逐次积分时，可以运用定积 
分的所有技巧与方法. 

例1计算下列三重 积分： 
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( 1 ) 



1 — x 2 dxdydz 9 V 由 y = — >/l — x 2 — z 2 9 x 2 + 之 


1^=1 所围成； 



(2) xy 2 z 3 dxdydz f V 由 ;^ = 工）， 3 ； = ^ ：，工 = l，z = 0 所围成 ; 


(3) ycos(x H- z)dj：dydz jV 由 j = sTH ， 3^ = 0，之= 0，及:*: 





? t /2 所围成; 



(4) 由工 2 + y + 之 2 < 1，：r >0,：y >0，z > 


0 所围成. 


解 （1) 如图 13. 13 所示， V 用直角坐标 


系可表示为 


—1 ^ x ^ 1, 

— -/ 1 — J0 2 ^ Z ^ y^ l — X 1 、 

— /l — x z ~ z 2 < ：y < 1, 


，一 一 I —〜 

- % - L 


则 


dx 


Vi : x 2 


ri 

dz / - 

J — Vl - z 2 ^ x 2 


图 13. 13 


1 — x 2 dy 




J -l 


l r Vi-x 2 _ 

d^: / —: s /1 — x 2 {x 2 + z 2 )dz 


j Vi — 2 v 1 一 x vx ~r z jnz 

/l — X z [x 2 /T — X 2 + ~(1 — j： 2 ) 3/2 ]dr 

6 


- + —x 2 + — dx 


28 

45 


«1, 

(2) 如图13.14所示，7表示为^0<^<1，则 


_1 pr rjry 


O ^ z ^ xy , 

,i rx 

■ :r 5 d:r y 6 dy 

J o J o 
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图 13. 14 


图 13. 15 


'0< 工 < 丌 /2 ， 

(3) 如图 13. 15所示， F 表示为< 0<： y < / I ，则 

、0<之<丌/2— x , 



ij 




w/2 


dx 


0 




/T" 




0 




"ic/Z — x 


ycos(x -h z)dz 


0 


r «/2 


dx 


r /ir 


o 


3^(1 — sin 工 ） dy 


x 






0 


r * f /2 _ 

(1 — sinx) 

0 乙 


dx 


x 


- ( — xcosx + siru:) 





0^ T <1 ， 


(4) V 表示为乂 


0<： y < 71— x 2 ， 则 


lO^z^ \/l — x 1 — y 1 ， 


I 


0 dxJ 


Vi-x 2 r ^i-x 


o 


y 


o 


zdz 


广 l 


r Vi-x 2 




o^dx, 


0 


y(l _ x z _ y 2 )dy 




丨 


8 


0 x(l—x 2 ) 2 dx = ^ 


在以下例题中，除非必要，我们不再写出 V 的不等式组，请读 
者自己通过作草图得出. 
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例 2 计算下列三重 积分: 




( 1 ) 


t 

e 


z 




\/ x tJ ry 2 


dxdydz ， F 由 z = Vx 2 j ry z ，之 = 1，2 = 2 所围 


成； 


( 2 ) 




1+ 工 2 +：y 


2 


dxdyck ，!^ 由 x Zj ry 2 = z 2 ^z = \ 所围成; 


(3). 




zdxdjydaV 由： r 2 + y + z 2 = 4，： = 7(: c 2 + y ) 所围成 • 


解 （1) F 是柱形区域，适合柱坐标系，故 




广 2* 


dd 


广2 


0 


rdr 


rz e z 


0 


dz = 2 ^ 


n 




( e 2 — e)dr 


0 


= 2 k ( c 2 — e ) • 2 = 4 丌 （ e 2 — e ). 

(2) V 是柱形区域，适合柱坐标系，故 


2ir 


n 




dd \ rdr 
0 Jo , 


ri 


1 



2 


dz = 2 ^t 


0 1 


(1 — r)dr 


2 丌 


广 i 


(1 ~h r ) 



1 


i/ 


o 


1 


dr 


2 丌 


— ln(l + r 2 ) — r + arctanr 


0 


2n 


ln2 — 1 





丌 




ln2 — 2 + — 

Li 


(3) V 是柱形区域，适合柱坐标系，故 


C 2 n 


d <9 


0 




/3~ 


rdr 


o 
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2 兀 




r> 


/3 


■4 


4 - 


0 


dr 


13 






也可以用先重后单的累次积分计算，因为被 
积函数是一个变量2的函数，而投影区域又 


x /^ - 


图 13. 16 


可表示为=的函数，故 
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ri 


zdz 




0 


dxdy + 


n 


p 

zAz 




dxdy 




+ /<4 


z(3^z)dz + 


0 


J 


zlnU-z 2 )^ 


ri 


3 丌 


z 2 dz + 


0 


(4z — z 3 )dz 


=k + 9 兀 /4 = 13兀/4. 

例 3 计算下列三重 积分： 


( 1 ) 


(x 2 + y 2 ) dxdydz^V 由 z = s/a 1 — x 2 — y 和 z 






v ^: 


X 


y ， 之 


0 (b>a>0) 所围成 ; 


( 2 ) 


z 


(x 2 + y)d:rd3 ； ck，V 由 + / ， 1 < x 2 + / + 




z 2 <4 所围成 ; 


(3) 


Vx 2 + y + z z + 


x 2 + y + ^ 


dxdyd 之 ， V 由 z 2 




x z + y 2 ^z 2 = 3^o 2 + y 2 , 之 =1 所围成 • 

解 （ 1) V 是球形域，适合球坐标系，故 


r 2 K 






0 


V2 




0 


d<p 


b 


p 

r z sln 2 (p r z sln<p dr 


2 兀 


yz b s _ a s 


•/ 


sin 3 ^ d<p ( 瓦里士公式） 


0 


— ( 2 5 2 4 ^ / 5 5 、 

= 加 • —5— -y = 珏兀(6 _ a )• 

(2) V 是部分球形域，适合球坐标系，故 


r 2* 






o 


t/4 「2 

d<p r 2 sin<p rcos<p r 2 sln 2 <pdr 


0 


mf 


2 丌 


63 


# 


k K/4 


sin 3 ^? cos ^> d ^ — 21穴 


0 


c/4 


sinVd(sinp) 


u 


0 


21 




4 


丌 


[ 几 


4 
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(3) V 表示 O<0<27r ， Tr/6«7r/4,O<r<l/cosf ， 故 


r 2 dr 



「 2 * 

V/4 

*l/cos^ 

( 1 


d 沒 


| 

厂 + 5 

hi 

0 _ 

k/6 ^ 

0 

r j 


2丌 


*/4 

n/6 


4cos A <p cos V/ 


d(— coscp) 


2 丌 


— cos ~ 3 9 ~ ln(cos^) 


ff /4 


w/6 


丌 


9 ^f~2 — 4 


In 


2 


27 … 3 

例 4 用不同顺序配置下列三重积分的积分限 


( 1 ) 


( 2 ) 


0 , 

广 1 


ri--f 


0 






0 


f (x^y^z)dxdydz ； 


dx 


dy 

0 


「 y+y 


0 


f(x f y^ z)dxdydz. 


解 （1) 如图 13. 17 所示， y 由 x = 0,3；=0,2： = 0，: r :+ jy = l，：r 
十夕 == 所围成•若先对: y 积分，则 d xz ： o ^ jo ^ i 9 o ^ z^i 可用 
平面 z = r 分为 h 和 V 2 . 故 


f (xjz)dxdydz 





fix ^y^z) dj：dydz 


dj ： 


rz 


•/ 


o 


cU 


0 


0 


/(x f y 9 z)dy 


n 


dx 


Jo 


dz 


n 


f (x,y,z)dy t 






图 13_ 18 

若先对 X 积分，则用平面 ^ = 3 ； 将 V 
分为 K 与 7 2 ，故 


參 
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/= L dz L dy 


n-y 


r 

f(x y y,z)dx + 


o 




n 


dz 


0 


rz 


o 


「1 —:v 


dy f{x^yjz)dx. 


z 


(2) V 如图 13* 18 所示，则 


ri 


d ^： 




0 




dy 


0 


J 




-/(D ， z)dz + 


ri 


y 


j 


ri 


/( 尤，： vw ) d 之 


n 


dz 


n 




VC—1 


y 


f(x,y,z)dz 


0 


ri 




dx 


0 


X 


0 


dz 


f(x,y y z)dy + 


r: 2 +i 


0 


dz 


JC' 


f(x^y^z)dy 


■r. 


例 s 选择坐标系计算下列三重 积分 : 


( 1 ) 


rrr 


V 


djodydz 


Vx 2 + 3 ^ 2 H~ (z — h) 2 


,V：x 


2 \ ..2 


: y 


z 2 ^R\h> R 


( 2 ) 


厂 ■ 

v x 


y 


z 2 — 1 I dxdydz 由 z ^x 2 y 2 与 




^ = 1 所围成 ; 


(3) 



V 


1 _ — 裘一 ^ dxd y dz ^ v 是 了 2 + y + # < i 在 


第一卦限的部分 . 
解 （ 1 ) 令 


'In 

dd 

0 •/ 


cr r vV 
dz 

-r Jo 


z 


rdr 


r z -\- (z — h) 


7T 


rR r VV 
dz 

一 R ， 


z 


dr 2 


0 


%/r 2 + (z —— h) 2 


In 


rR 




R 


*/R z + A 2 — 2zh — Ch 一 z) 


2tt 




(r z -{- h 1 一 2 九之 ） 3 / 2 + ih — 之） 


3h 


R 


R 


4nR 3 

3h 




此题也可用球坐标系代换来求解 . 

(2) 如图 13. 19 所示，球面将 7 分为％和 V 2 ，故用球坐标 
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系，得 


(1 — v^r 2 + y 2 + z z )dxd^ds ： 


(y a: 2 + jy 2 + z 2 — Ddxdydz 


h/ 


r2* 

0 u 


■it/4 


dd 


0 


(1 一 r)r 2 sin0dr 


0 



4/ 


1/cos^ 


(r — 1 )r 2 sin^d^ 


2 丌 


7t 

J 


丌 


rV4 i 

sin^ • r^rd^ + 
0 iZ 

if/4 


r^/4 


0 


12 + toi^ 


(— COS 沒） 



2n 


o 


\2cos z d 6cos 2 0j 


3cos 3 ^ 

n/A 

0 


sin^d(9 


^■(V^2 -D- 


(3) 作广义球坐标代换 ：x = rasinp cos0 ， 3 ； = r6sin9? sin 沒 ， z 

rccos<pj \J \ =abcr z sm<p^ 


8 


j 


r 


k/2 




r */2 


0 


A^abc 




0 
*c/2 

0 


abcr 2 sin<p vl — r 2 dr 


o 


sin^p d<p 


r 2 \/l — r 2 dr 


o 


sin/ 


4 丌 


j 


rn/Z 


sink (1 — sin 2 /)d^ = -^-7t 2 abc m 


o 


例 6 计算三重积分 


(jo 3 y — 3xy z + ZJoy)dxdydz ， F 由球面 

Cr + l) 2 + (y — l) 2 + U — 2) 2 = 1 所围成 . 

解 V 关于平面：对称，故 


TfT 

xy 2 dxdydz 




x 2 ydxdydz , 


于是 



.jyO — I) 3 + (^ — 1) + 1 ~]dxdydz 


v 
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y{x — \) 3 da:dydz + 


rw 




( 3 ; — Ddxdyd, 


dxdydz. 




由被积函数对积分区域的奇偶性，得 

7=0 + 0 + 4 丌 /3 = 4 丌 /3. 

例7用轮换对称性计算下列三重 积分： 


( 1 ) 




(3 工 2 + 5 ： v 2 + 7z 2 )dxdydz,V 由 x 2 + y + 之 2 < 尺 2 及 


>0所围成; 


( 2 ) 


(工+ ：y + WMzdjcb; ，考虑V为正方体，0<工<1，0< 


y ^ l ， 0<z<l;SV: ： c 2 + y + ^： 2 ^ R 2 . 

解 （ 1) 被积函数是关于 F 1: x 2 +y+/<i? 2 的偶函数，具有 
轮换对称性，于是 


I 




(3x 2 + Sy 2 + 7z 2 )dxdydz 


{x z y 2 ~\~ z 2 }dxdyd t 


d9 


d^p 




J 


r 4 sin<p d ； 


2 兀 


R 5 


v 


sin^p d(p — 2^R S 


(2) 利用轮换对称性化简被积函数，于是 


(3 工 2 + Qxy^dxdyd. 




*1 ri 

dx 

Jo J 0 


(3x 2 十 Qjoy)dy 


dz 


3(x 2 + x)dx 




当 V 为: r 2 + y + y<i? 2 , 还可利用奇偶性.于是 


2 dxdydz + 6 




jydj：djyd 


24 


r*/2 


dd 


d<p r 4 sin 3 ^? cos^dr -(- 0 




5 


rV2 


24 


j 


cosddO 




r/2 


sin 3 ^ d<p 


nR s . 




402 


* 




例 8 计算下列三重积分 


( 1 ) 


z 2 dxdydz f V 是工 2 + j 


2 



2 


2Rz 与： r 2 + ： y 2 + 之 2 < 


R 2 的公共 部分 ; 


( 2 ) 


e lzi dxdydz ： x 2 ^ y 2 + 之 2 < 1_ 


JJU 

V 


解由于被积函数是一个变量的函数，而平行该变量的平面 
与 V 的截面积又是该变量的函数，故三重积分可以化为“先重后 
单 ” 的形式 . 

(1) 平面 w 

CR/2 


R/2 上、下截面积表示式不同，应分区域积分 . 

rR 


z 2 dz 


dxdy -- 


j 


z z dz 


R/2 


dxdy 




■ 2 i-y Z <R 2 


rR/2 


z 2 C2Rz — z 2 )dz 




z 2 (R 2 - z 2 )dz 




R/2 


R 4 

_ _ * 


S 


1 

R/2 

4 - 7T 

^ R 3 z 5 | 



f “ 

0 

、 3: 5 j 



R = 59 
r/2 480 


7r^ 5 . 


(2) 注意到 ^4 为 ^ 的偶函数，故 


I 


e z dz 


n 


dxdy 


jj 


X 2 + > 2 <1 — 


2 




z 




例 9 设 /Cr) 在 [― 1 ， 1] 上连续，证明 


/(j ： )dj ： d3/d 


n 


-i 


f(x)(l — x 2 )dx,V ： x 2 + y + 之 2 < 1. 


jjj 

证被积函数是个变量的函数，平行 3 ； 似平 面的截面舍为 

(1 —工 2 )，故 


f (j ： )dxd^d 


JUJ 


/(x)d, 


dydz 


+ z <1 


丌 


/( 工 ）（1 


)dx. 




-1 
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例 10 设 Fit) 


f(xyz)dxdydz,f 为可微函数， 证明 : 




F f (t ) =- 


Fit) 


xyzf f (xyz)dj：dydz 


UJ 

V 




： ^< 广， 0<5 ： <^>0 所围成 , 


证令则 ， w<l ，因此 


F ! (t) 


F(t) 


jjj 

V 1 


t 3 f (uvxvt 3 )dudvdxv ^ 


[_Zt 2 f {uvu)t z ) t z f f {uvxvt z ) • 3t z uvzv^\dudvdzv 


V T 




[_t 3 f (uvzvt 3 ) + t 3 tutvtxv f f (uvzut 3 ) ]dwdt;dw 


t 


Fit) + 


ocyzf’ (xyz)dxdydz 




例 11 设 F(0 


/(^ 2 +y +z 2 )d:cd ： yd;r ， / 连续， /' 存在 




/(0) = 0，/' (0) = l^V : x 2 + ) 2 + 之 2 < ? 2 . 求 lim 

卜 0 

解用球坐标计算 F(o , 得 


F(t) 


.5 


Fit) 


C2k 


dd 


广 K 




rt 


sin 沪 d^> r 2 f (r 2 )dr = 4^ r 2 f (r 2 )dr, 
0 Jo J o 


rt 


则 


F f (t) = 4^rtW )， F(0) = 0. 


lim lim ■ = li m 婪 • 聲 


■0 




0 


lim 

斗 0 


4 兀 f (t 2 ) —' 0 in 

- # -- —^ 

5 t z ~ 5 


尸⑻ 


n. 


例 12 设 /U) 有连续导数， y:/ + y + Z 2 < t\ 求 




JJU 


/ ( V jo 2 y z -\- z 2 ) dxdydz , 


v 


解 


/( y X z + y + z 2 )dxdydz 


y 
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则 




2« 




0 


，《 

sin^od^ 




0 


/(r)r 2 dr 


0 


2 宂 • 2 • 


/(r)r 2 dr = 4^ 




o 


r 2 /(r)dr, 




o 






/( 」 x 1 + y + z £ )dxdydz 


v 


lim 


0 


4?r 


0 




lim 


巡 if 狐 


当 /( r )#0 时，极限为 +°°. 

例 13 设 fu) 连续， v 由 和工 2 + y <’所围成， 


F ⑴ 


dF Fit) 

[/(X 2 + y) + d]dLrd ： ydz_ 求石和 linj — 




解 Fit) 




j 


rt 


rh 


d8j 0 rdrJ 0 [/(r 2 ) +z 2 ]cU ： 


rt 


2n 


0 


¥ + /(，)" 


rdr, 


则 


dF 

dt 


2 丌 


¥+/ (心 


2^ht 


h 


+/a 2 ) 


”尸⑴ l ' 2 丌 M 「 AV 3+/(/ 2 ) 

lim *9 litu ** 2 广 ~ 


nh 


0 


h 


+ /( 0 ) 


例 i4 求函数 /( 工，}，。） =/+y + 之 2 在 v :工 2 +y 
+ y-\-z 的平均值 /(r ，： y ， z). 


解 


/( 工， 3 ；，之 )/ (xjyjz)dxdydz. 


将 V 写成 U-l/2) 2 + b —l/2) 2 +U — 1/2) 2 <3/4, 故 V 


作坐标变换 : 工 =l/2+rsinpcos0 ，： y=l/2+rsinpcos<9,2 ： = l/2 

+ rcos9 ? ， t/ = r 2 si n ^ ? ， 则 Vi 为故 
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主要内容 

1. (Jdxcb 表示区域 D 的面积. 

D 

2. 表示区域 V 的 体积； 若它是底为乃、曲顶为二 = 

fe/h b 

f { x , y ) 的曲顶柱体，则 V = f ( x , y ) dxdy . 

D 

3 - 设 D 为可求面积的平面有界区域，函数/在乃上有连续偏 
导数，则曲面 S4 = /Cr，：y)，0r，：y) 6 D 的面积 

A5 = JJ Vl+/, ， 2 +/ ； 2 dxd3 / = J | C os(fer* 

D D 

当 S 由 ： c = jo ( u ^ v ) = : y («， i ) = z(u ^ v ) j (u ^ v ) G 乃确 

定，且分别在 DJ： 有连续的一阶偏导数， 

中至少有一个不等于零，则 
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A5 


EG^F^dudv. 


' 是乃 经代换后的区 域 ：£ 


u 


yt 


，F 


y ti yv + 


% ，G 


-^r yl ^ z 2 v . 


4. 密度为 P(x ， 3nz) 的空间物体 F 的重心公式 


xpixyyjz'ydV 



yp(x,y,z)dV 



zp{x jz)dV 


p(x jy f z)dV 


p(x ^z)dV 



p(x jy ,z)dV 


密度为 Plr^y) 的平面薄板 D 的重心公式 


xp{x ^yOda 


p(x,y)d<y 



yp(^,y)da 


， 孓 


p(x,y)d<J 


■^4 


5. 密度为的空间物体 F 的转动惯量公式 


(y 


2 


)p(xjy,z)dV , J y 




+ x 2 )p(x,y y z)dV, 


J, 



(j ： 2 十 y 2 )p(x,y,z)dV. 



z pU,y,z)dV, 



p(x,y,z)dV f 



y z ptz^y^z)dV 


密度为 pU.y ) 的平面薄板乃的转动惯量公式 



y 2 p(x,y)da. 


x 2 p(x 3 y)dv y 


Ji 



(Xjy)p(x y y)dv. 


设 / 为转动轴，则 r(x,y) 为转动轴 / 到 D 的距离 . 

6 ， 密度为 〆 工， y ， z) 的立体 F 到质量为 1 的质点的引力公式 
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F x = k 



x 


一冬 


j^dV, 



F x = k 




MdV. F = F\i + F y j ’十 F z k. 


V 


其中々为引力系数， （ f ，7， D 为点 Z 的 坐标. 


方法、技巧与典型例题分析 


重积分的应用包括几何应用和物理应用.求解这类问题除了 
牢记必要的公式外，更重要的是应认真分析具体情况，了解问题的 
条件和可以利用的结果，讨论怎样求得需要的结果（包括坐标系的 
选取、积分微元的选取，可利用的计算手段和方法等）. 

―、重积分的几何应用 
例1求下列曲线所围图形的 面积： 

( 1 ) scy = a 2 y= 5a/ 2 (a^>0 ); 

( 2 ) (x 2 + y 2 ) = 2a z (x 2 — y z ) ， : r 2 + y = a 2 (x 2 + 3 〆 ，“>())• 


解 （1) 如图 13, 20 所示，交点 Z 


AS 


a 


—^2ci\ 9 B\ 2a ^ 


a 

o 


故 


*2u 

*W2 — 1 | 

rza 

(r 


a 2 \ 

dx 

dy = 

1 

D 

0 a - 

-X - 

‘ u/2 <j 

a jr J 

u/z 

i 2 


jr 


dx 


15^78 - 2a 2 ln2. 


y i 



图 13. 20 图 13_ 21 

(2) 如图 13. 21 所示，所求面积为阴影部分.由对称性知，5 = 
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4心故 




r 


v4u 2 cos2^ 



d 没 


rdr 


r «/6 , j , 

= 2 (2a 2 cos20 — a z )d6 = a 2 [ — 兀 /3) 


例 2 进行适当变量代换，计算下列曲线所围成的 面积： 

(1) Jo J ry = a ^x + y = b^y=ax^y = ^J ： (0 〈 a<6,00</?) ; 

(2) xy~a z jxy=2a 2 ^y = jo^y = 2x (x 〉 0 ，） ' 〉 0). 

解 （1) 作代换 : r 十 j = w ，： y / j ： = z ;， 则 且 

IJ I =“/( l + r ) 2 * 于是 


A 5 



dv 

(1 +。) 2 


1 

2 


(/? 一 a ) ( b z — a 2 ) 
( l + a)Q + /?)* 


(2) 作代换:^ = 则 且 \ J \ = 

l /(. 2 v ). 于是 


A 5 



= ~a 2 ln2. 


例3计算下列立体 体积： 

(1) 圆柱与 x z + z 2 < R 2 的公共 部分； 

(2) 曲面 x 2 + y +^^ R 2 与 x 2 + y + z 2 <2 办的公共 部分; 


(3) 曲面文 2 +：/ =似与 z = 2a— Vx 2 -\-y 2 ( a >0) 所围成的立 

体； 

(4) 球体 a : 2 -^- y z + z 2 ^ a 2 被柱面 x 2 j ry 2 =ax 截下的 部分. 

解先作草图求出交线，确定投影区域，再配置积分限，进行 
积分.可选择二重积分，也可选择三重积分. 

( 1 ) 如图 13* 22 所 7 K ^ V = SVI <f D \ : 0 x RjQ y 


7尺 2 — x 2 , 于是 


CR 


r 






dx 

0 Jo 


\/ R 2 — Jo 2 dy 


8 


^ 1 fi 

( R 2 - x 2 )dx = 




0 
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(2) V ： R~ /F^ 2 ,0<6?<27t ， 0<r< 

•/ T /2 尺 （由： c 2 + y+P = R 2 和 x z - hy 2 + z 2 = 2 Rz 消去 之 ，得 x 2 + 
y = 3 尺 2 /4> 投影域 D. y : 0<r< /TR/2). 于是 



图 13. 22 图 13. 23 


(3) 如图 13_ 23 所示，由 x 2 -\~y 2 —az 与 ; 
2 ：，得 : r 2 + y = a 2 => 投影域 D xy ： 0^r^a. 于是 


2a— V ~h ： y 2 消去 


2 * fa C2a — r 

dO rdr dz 

0 Jo J rV “ 




2 tt : 
Jo 


2<2 _ 


dr 




2 丌 ar - — r 3 - r 4 

3 Aa 


— 7 za \ 


(4) V 关于 x 吵平面与工 oz 平面对称，故 


V= 4 



_ [*x/2 racosS 

a 2 _ r 2 rdrd6 — 4 dd 

Jo Jo 


r 2 rdr 


a 3 


V /2 

(1 - 
Jo 


sin 3 汐） d 汐 


2 i 


例 4 求下列立体 体积： 

(1) 由 2= x ： y ， x +： y + 之 =1， 之 = 0 所围成； 

(2) 由 + = f ， f ? + ^ = f + f ，之= 0所围成; 
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(3) 由 ^7 + 72" + 三"=1，2： = 0所围成 • 

^ O / C 

解用二重积分计算更简单些. 

(1) 立体如图 13. 24( a ) 所示，投影域如 13. 24( b ) 所示 . F 分 

为 V 1 : | x = 和 ^ 2 1 O ^ jc^I » 2 | 

— XjZ — 1 — x ~ y . 于是 

+ v 2 


dx 


j 


ra-^)/a+x ： 


0 


y<^y 


n 


dx 




0 


ri-x 


(1 一 : T)/( l + JT) 


(1 _ 工 _ y)dy 


(— 11/4 + 4ln2) + ( 25/6 - 6ln2) - 17/12 - 2ln2. 


(2) 立体在： roj 面上投影域边界为 


x 


2 


a 



b 2 


a 



y _ 

b 


，即 


X 

a 


b 


1 


令 


x 


a 


y + rcos 没，音 


2 


+rsin 汐 , 


则 ==c[l/2+Kcos 沒 +sin 沒） +r 2 ] ， 0<(9^27r,0<r^l/ -fl ； 

\J I =abr. 


于是 





c 


D 




dxdy 




图 13. 24 
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abc 




r 2 ff 

o 


d 没 


■1/ / T " 


o 


—+ r(cosd + sin 汐） + 


dr 


abc 


Jo 


1 


L 8 


(cos 汐 + sin^) + 


16 




abc 


6 兀 




nabc . 


16 8 

(3) 用广义极坐标工 = arcosd，b = 6 rsin 0 ， 则 z = c(l — r 2 ) ， 
^^2tc, O^r^l; IJ I =abr. 于是 


f 9 / 9 


V 


c 


1 — 


X 


a 


2 


y 

b 2 


2 


D 


dj：dy 


C 2 n 


dd 


abcr {\ — r 4 )dr 


o 


2^bc 


(r — r s )dr = — itabc . 


v 


o 


例 5 求锥面 z = / PT 7 被柱面 z 2 = 2 :r 截下部分的曲面面 


积. 



解如图 13. 25所示，因为 / (: r ,： y ) 


/ PT 7, 所以 Vi +/ V 2 + j 7 2 = / Y , D ： x 2 


/<2: r , 于是 


s 




y^Zdxdy 


/2 


D 


广 jt/2 




0 


r^cos^ 


rdr 




0 


k4 


r ^/2 


4 cos 2 0 dd = v 2 


0 


也可由 


dxdy = 7 r 直接得到 S = /2 n 4 




例 6 计算下列曲面的面积 


(1) 球面 * r 2 + y +^ = W 包含在柱面 i 

a 1 


2 


2 


y 

b z 


1 (6< a ) 内的 


部分; 


(2) 球面 z = / x 2 — y 包含在柱面（: c 2 + y ) 2 = a 2 ( x 2 — y ) 内 


的部分. 
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解 （ 1) / (xj y) 


Vl +/^+/ 


a 2 — x 2 — y 2 


， Z ) : 10 ^ 3 /^ 


. 于是，由对称性得 




m a 

Jo 


dx 




dy 


0 


Jo 


8^2 arcsin 


dx 


8 a 2 arcsin( 6 /a). 


(2) f (x,y) 


y , vi +// 2 +/; 


/ y . 


• D 为 r 2 


<, a 2 cos 20 . 于是，由对称性得 


VT . 


dj：dy 


4 -g(5os2^ 

dO /Tr - r\r 

0 J 0 r \/cos2 沒 


_ _ r «/4 

/2" 

Jo 


'3t/4 


2 a 


2 cos(? ycos 2 ^d^ 


— 2 sin 3 ^d( v^ 2 "sin^) 


/ O _ 1 _ 

= 2a 2 —-— sin(9 \/l — 2sin 2 0 + -^-arcsin( %Tz sln&) 

^ Lj C 4 0 

= " Ka z /2. 

二、重积分的物理应用 

物理应用的类型比较多，解题时要详细审题，明确条件和要求 
后再动手. 

例 7形如曲面: r 2 + y =/ 的漏斗中装了深为 // 的液体，设 

漏斗中任一点 A / O ，），^：) 处液体密度为_ 2 ， a >0. 求漏斗 
中液体的质量 m . 

解 V :, r^z<H , 0< r < H . 于是 
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m 








0 


CM 


rdr 


o 


rn 


dz 


ch 


r 


a 2 ~ 


2 丌 


Hr 


i 


2 丌 


TH 


0 


Hr - (a 2 + r 2 ) + 


o d 


dr 


2 


d /^ 


a 


2 丌 




\n(a z + r 2 ) — r + arctan 


a 


H 

o 




n\^H\n(a 2 + H 2 ) — 2H(l + \na) + 2 arctan(///t 2 )], 


例 8 设球体 x 2 + y +^ 2 <2 x 的密度等于它到坐标原点的距 
离，求球体的质量 772. 

解积分域如图 13. 26所示，则 


m 


m 


m 




pdxdydz 


(p = 


2 


y + 之 2 ) 


r 


w /2 




— ir/2 


j 




K 


d<p 

0 J 


C2cos<p 


rn 


0 


r • r 2 smcp dr — 7r • 4 cos 4 y> sin^ d<p 


J 


0 


4 ?r 


cos^f 


K 


t ) 




例 9 求下列曲 线所围 成的均匀薄板的质心 坐标： 

(1) ay = x 2 ^ x^y = 2a (a 〉 0); 

(2) r = acos 6^ r = bcos 6 (0< ia < ib )； 

(3) x = a (t—sint) ^y — a(l—cost) (0< ， <2 丌， a 〉 0)，:r 轴 




图 13, 26 

解 （1) 积分域如图 13. 27所示，设密度=…有 



m 2a-x 





dx 

2 = 

9 


- x - 

X 

— 2a j 

x 2 Ai ‘ 

-la 

\ 


a 


d.r 


pa 


ra 


y 


dj： 


-u 


v 2a—x 




0C l ! 


P^dy 


u 


a 


P 


-la 


2a — x —— 


JC 


3 


a 


dx = — —pa 


3 
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m 


x 


dx 


故 x 


Za 


m 


'2a-x 


x £ /u 


py^y 


a 


-2a 


2 L 


{2a — x) 1 — 


x 

d l 


y 


a 


m 


m 


y 


X 


m 


a 


( 王， 50= 


dx 


a 8 


36 


pa\ 


a 


(2) 由对称性知 ， 7 = 0 * 有 


r*/2 


m= 2 


dO 


0 




bco%$ 


aco^O 


prdr = p 


r*/2 


(b 2 — a 2 )cos ，l ddd 


o 


- a 2 )， 
4 


r 


m 


y 


2 


it/2 




roco^$ 


0 




pr 2 cos9dr 


P 


*it/2 


(b 3 — a 3 )cos 4 6d6 




0 


專 〆 6 3 -a 3 ) 


7 T 


攀 


4 - 2 




知 3 - a 3 ). 


故王 


m 


y 


a 


2 


ab + b 1 


m 


2 (a + b) 


( 亍 ， 30 


a z ab + b' 


2(a + b) 


，0 


(3) D 是摆线一拱与 x 轴所围成的图形 
: y. 由对称性知， 


m 




dx 


o 




广 2* 


pdy = p\ a 2 (l — cos0 2 d, = 3 丌叫 2 ， 

o Jo 


m 


X 


r 2 *a 


dx 


0 


r y 

\ py z ^y 


_p 




故 


0 


m 


'2* 


(1 — cos^) 3 a 3 d/ 


o 


npa 


3 




x 


m 


a 


( 王，歹 ) 


^ci y ~a 


注意当 0<i<27ra 时， 0<?<2k ， :t ， 3 ； 均应用参数式表示 , 


例 10 求曲面 2：= V 3a z —sc z —y 2 J X 2 -\-y 2 ~2az (a>0 ) 所 
成的均匀立体的质心坐标 . 

解 F 由上半球面与旋转抛物面所围成，由区域对称性知，王 
=o ， y=o , 于是 


m 


rzn 


do 




0 




/ Z~a 


rdr 


0 


Vza Z - 


Kla ') 


pdz 


2np 




/ 2 ~ a 


0 




r 


2 


2a 


rdr 


# 
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J^T a 


2 ^p 


- ~(3a 2 — r z ) 


2、 3/2 


8 a 


0 


2^( /Y - 5/6 卜 2 ， 


m 




riv ： 


de 


mf 


0 


rra 


rdr 


0 


n 




nta ) 


pzdz 


2 ^p 


r -TT 


Q 


0 


— 厂 2 — 


4 a 


2 


rdr 


故芝 


m 




Sa 


m 


v3 — 5 


(无， 夕，芝） 


0 , 0 , 


npa \ 


5 a 


v3 — 5 ^ 


例 11 (1) 求/与 7=1 所围成的薄片对直线 7= —1 的 

转动 惯量； 

(2) 求密度 p^=l 的由 ： c 2 + y + z 2 = 3 Cr +2： v +32) — 10所围 
成的均勻物体对直线/：2^ + 1=^,^=4的转动 惯量； 

(3) 由 3 , = lnx ，3 , — 0»-^ — e 所围成的均匀薄板绕直线 x = l 旋 
转时转动惯量最小，求 /. 

解 U ) 设想将 I 轴向上平移距离1，于是 


nn 


y- 


p(y + l ) 2 d : rd：y 


(Dy 


£L 


ri 


-\ 




Sy + l ) 2 办 


jr 


n 


[8 — ( x 2 + l) 3 ]dx 




368 

l05 


P . 


(2) 曲面方程化为 U — l ) 2 +()—2) 2 + Or — 3) 3 = 4,直线方程 


化为 


工 +1 y—i 之 +1 

■ _ ■，国 _____ ■■■ _ __ 

- • 

1 0 2 


可知 J 过点（一 1，4，一 1)，方向向量 s 


■ ■■ 


(1，0,2 X 球心为（1,2, 3)，半径为2.球心到直线的距离 d 

| (2, — 2>4) X (1,0,2) | _ n ^ ru ^ 。，、士 , 气、 

「（10 2) | = 2,其中（2, 一 2,4)表不点（ 一 1，4, 一 1) 

到球心（1，2,3)的向量. 

因为转动惯量仅与物体形状、大小、密度及物体与轴的相对位 
置有关，故设球体为 

工 2 + y + (之 一 2) 2 < 4 ， 
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I 为 j ： 轴或: y 轴，球体半径仍为2,于是 




=/ = 


ly = + ,，) 


{x 2 - y 2 2 z 2 )dxdydz 




广 2 芄 


2 


Cn/2 




0 j 


r2cosf) 


0 


d<p (1 + cosWsinpdr 


0 


n 




*/2 


(1 + cos 2 ^)sin^ 


Sf 


0 


「 4cos 炉 


r 4 dr 


0 


1024 


K 


(cos 5 9? + cos 7 9?)sin^ 


0 


15 




(3)/(/) 


JJ 

D 


Ce 


(x — l) 2 dxdy 


re 


dx 


rinx 


j 


(x _ l^) 2 dy 


(x — l) 2 \nxdx 


分部积分 1 
= 1 


x 


lno: ♦ {x — /) 3 


~x z l — 3 x 1 




lnx 


* 




l z - ~(e 2 + 1)/ 


2 




讨论极值，因为 


ru ) 




(e 2 + 1 )/ 2 , 


令， （/)=0,则 


/=(e 2 + l)/4. 


又 J〃(/)=2>0, 故/= (e 2 + l)/4 为极小值点 • 

例12求由： y=l —工，>=1，工=1所围成的、密度为 p ( xjy ) 

' 的薄板对位于坐标原点、质量为 m 的质点的引力. 


\/ x 2j ry 

解这是一个平面引力问题. 


F x 


mg 


x 


( 7 工 2 + y ) 3 x 1 + y z 


dxdy 


n 


爪 g 




n 


j 


0 


x 


卜， + y) 


dx 


m 
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mg 






dy 


nmg/Z. 


i 一 


由对称性知 F : 


nmg /2^ 


故 


F = F x i + F y j 


Tzmgii^ j). 


例 13 求密度为尸的均匀 柱体： x 2 + y < i ? 2 ,0< s ：</ i 对位于 
点 M Q (0,0， fl ) ( a >/0 的、单位质量质点的引力. 

解由柱体对称性知， F：r = A = 0, 而 


F 


z 


kp 




X 1 +十(<2 — Z ) 2 ^ 


kp 


(a 


)dz 




dd 


jj^dxdydz (々为常数) 


rdr 


[厂 2 + (a 一 ^) 2 J 


3/2 


Z^kp 


((2 — Z ) 


\/ 尺 2 + (a — z) 


dz 


2 ^kp 


j 


1 ■ ■■ 


VR 2 -f (a ~z) 2 


d ^： 


— 2 丌々户[方 + R l -j - (a — A) 2 一 %/ R} a 2 ], 

例 14 形状为 X 2 + y <2 T 2 < l 的均匀物体放在水平的桌面 
上，当物体静止时，物体的轴线与桌面的夹角 0是多大? 


解图 13. 28(a) 表示物体处于不稳平衡 状态； 图 13, 28(b) 表 
示物体处于平衡状态，此时重心线通过桌面与物体切点，切线的法 
线过物体的重心. 

先求重心坐标，由对称性知，王 = y =0, 而 





dz = 2 丌 r(l —— r 2 )dr = 






「2* 




rdr 


zdz = 2^t 

* 






* 


故芝= 2/3,重心坐标（ 0,0,2/3). 

为简单计，在平面上考虑角义设切点为（0，>,2。），物体 
边界线为 == y ， 则过点（>,心）的切线斜率为，法线斜率为 
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z 




图 13.28 

— l /(2_ yo )， 法线方程为 2： —2： o = — ( y ~ yo )/(2 y 0 ). 由于重心在法 
线上，将 （ 0,2/3) 代入，解得 ^。==1/6,3/。= 1/ 所以 


tan ^ = 


2/3 — Zp 

之 0 



6 = arctan 



蟄 


例 1 S 设一高度为 hiou 为时间）的雪堆在融化中，雪堆侧 

面满足方程 ^ (长度单位厘米，时间单位小时）. 

已知体积减小的速率与侧面积成正比（比例系数 0. 9)，问 ：高为 
130厘米的雪堆全部融化需多少小时？ 

解以 F 记雪堆体积，^记侧面积，则 



rh(o 


dz 


0 






d:rdjy 


^ y ^ 1 it) — hit) z~\ 


^ h ( t ) 

Jo 


[> 2 ⑴一 hiOz^dz - 


>)• 


5 


rr 




A 


z 


x 


z y ,2 dxdy 


rr 


Vl + 16( x 2 + y 2 ) / h 2 ( t)dxdy 




x 2 - h /< 




2 


2 兀 

Hi )} 


广 a ⑴ / rr 


0 


[A 2 ⑴ + 16r 2 y n rdr — 

Xu 
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由题设知 t 




— 0- 9*5 ，即 


Kh 2 ( t ) h ! it ) 


9 


« 


13 , 2 


10 12 


得 


h f CO 




⑴ 


说⑴， 


13,, 

T ^ + C . 


由于 A (0) = 130, 故 c =130 h ( t ) = — — t - hl 30. 

令得 （=100( 小时），即高130厘米的雪堆全部融化 
要100小时. 


第五节含参变量的非正常积分 


主要内容 


一 、含参变置的非正常积分 
1. 设函数/在无界区域 

E = {(x^y)\a ^ x b^O ^ y °°} 

上, v 固定的0,6]，非正常积分 pV ( u ) dy 都收敛，则其 

J C 

值是: r 的函数，记作 




rv 


f(x y y)dy, [_a ,b]. 


/Cr) 称为定义在 |> 4] 上的含参变量的非正常积分. 


2 . 


/ Cr ， 30d：y 与函数 J 0 r)V e >03 c<N e R ， 使得当 


M>iV 时 ， VxG [>，6]， 都有 


rM 


f(x,y)dy — I(x) 


< e ， 即 




M 


f(x,y)dy < € f 
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r+ 


则称非正常积分 nx . y)dy 一致收敛于 /( x ). 

J C 

3. —致收敛的柯西准则 含参变量的非正常积分 


产. 


f(x,y)dy 在0,6]上一致收敛的充要条 件是： \/ e > 0,3 c < 

k - 

m e r ， 使得当 a ， 小 >从时，对一切: r e [ a ， 幻，都有 


CA 




2 


f(x,y)dy 


< £， 


r+ 


4. 含参变量非正常积分 j /(^，： y ) d ： y 在 [ a ，6] 上一致收敛的 
充要条 件是： V 递增数列{凡 }— +oo ( A = c )， 函数项级数 

s 广 1 /u ， 30 d 尸 |>„( 工） 


在[心幻上一致收敛. 

5. 维尔斯特拉斯判别法 （ M 判别法）设有函数#(30,使得 

|/0，>0丨 ^ g ( y ) ^ ^ ^ byC ^ y oo , 

若 g ( y)dy 收敛，则 f ( jr , y)dy 在 [ a ，6] 上一致收敛_ 

c J C 

6. 连续性设/在[>，幻 X |>, + oo ] 上连续，若 " a = 
/ Cr ，： y 0 d _ y 在[>，6]上一致收敛，则 7( x ) 在|>，幻上连续. 

7. 可微性设/和 / r 在 [ a ， 6 ] x [ C ， + oo ] 上连续，若 /( JT ) 

, + °° r+OQ 

f ( x 9 y)dy 在 [ a ，6] 上收敛， fAx y y)dy 在上一致 

c Jr 

收敛，则 IU ) 在|>，6]上可微，且 


Fix ) 




^ 可积性设/在 0,6] X [ c ， + oo ) 上连续，若 / U ) : 
f ( x 9 y ) dy 在 [ a ，6] 上一致收敛，则 7( x ) 在 [ a ，6] 上可积，且 




dsc 


广 +. 


/( Xjy)dy 




广 + 


rb 


dy f ( x J y ) dx < 
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设 / 0 ，： y ) 在 [ a ， + °°) x [ c ， 



) 上连续 • 


⑴若 PVOrWdx 关于 y 在任何|>，以上一致收敛，则 


a 


f {x ^y)dy 关于 i 在任何 [ a ，6] 上一致收敛; 


c 


(2 ) 设 dx 1/(U) Idy 或 dy |/(:r ，： y) jdx 中有 

J a J c J c 


个收敛，则 


■ - 

dx f(x,y)dy 




I — 

dy /(D)dr_ 


C 


c 


9 . 设 / 在区域 i?= {U ， 30k< ： r<6 ， c< ： y ； <d} 上有定义， 
对 i 的某些值， >= j 是函数 / 的瑕点，则称1^/(^)幼为含参变 


€ 


量非正常积分（无界函数）. 

10. 若 V e >0,3 —C (谷 >0)，使得当0<7<5时， 


v xe 0,6 ]，都有 


f(x,y)dy < e ，则称含参变量非正常积分 


一 ” 


f(x,y)dy 在 [ a ，6] 上一致收敛. 

对 r / C ^ jOdy ， 有类似以上第3〜8条的条件与性质成立 • 


c 


二、欧拉积分 
1. r 函数 ns ) 


1 e~ x dx jS 0^ 


B 函数 B (/>, 9 ) 


x p ~ l (1 — xy^ x dx^p 0 ， g 〉 0, 


r 函数和 b 函数统称欧拉积分. 


2 * r(s) 






X dx 


- 1 — 


r dx 


I(s) + JG ). 其中 / G ) 当 0<5< 1 时是收敛的无界函数非正常积 
分， JG ) 当5 > 0时是收敛的无穷限非正常积分. 


(1) r(5) 在定义域 5> 0 内连续且可导 


(2) r(5 + 1) = sT(s) ^T(m + 1) 
422 • 


! ， r( i/ 2 ) = ； 




(3) r ( s ) 图形位于 s 轴上方，图形是凸的，在 （1，2) 间有极小 


值点. 


令 x = y ，则 res ) 


r. 




0 




y ^ l e' y2 dy (s > 0). 


令 x = />：y， 则 r(5> = p s \ y s ~ l e~" y dy O > 0，/> > ())• 




0 


3 - 


n 


hJ 


x p ~ l (l — xy ^ dx.p > 0，<? > 0 在定义域内连 

0 


续. 


(1) 具有对称性， B (户， g) = B ( q ^ p ) ； 


(2) B (/>， g ) 
B(p y q )= 




q — 1 


p 十 q 一 1 

(p — l)(q — 1) 
ip ^ q — Dip -h q — 2) 


B(/> ， g — 1) (/»>0 ， g>l); 


B (/> 一 1 ，q — 1) 


(p > l,q > 1 ); 


(3) 令 x = cos 2 史，则 B(/>，g) 


Mi 




o 


sin 2 ^ -1 ^ cos 2/v_ V d 弘 


令： r 


1 + Y 


4 - B(p y q) 


，则 B(p,q) 

r ( p ) rcq ) 
r(p + q) 


rv 


y 


p-l 


0 


(1 + 夕）户 






(多>0,9>0)，当/> + 9 =1时，有 


余元公式 


b (声， 1 - p )^ r ( H )— 二 r ( p ) ra - p ) 


TC 


Sin 7 T ^： 


疑难解析 

1. 含参变置的非正常积分与一般非正常积分有何不同？ 

答一般非正常积分收敛时是一个数量，而含参变量的非正 
常积分是参变量的 函数. 因为是函数，所以它就存在在区域上收敛 
或一致收敛、连续、求导等 问题； 因为参变量的存在，所以还存在极 
限与积分交换顺序、求导与积分交换顺序以及二重积分交换顺序 
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等问题.解题时要认真对待，仔细考察. 


方法、技巧与典型例题分析 


利用定义、充要条件和魏尔斯特拉斯判别法确定含参变量非 
正常积分收敛与一致收敛时，最重要的是认真审验条件，指出什么 
情形下不符合条件，然后再进行判断. 

例1讨论下列含参变量非正常积分在指定区间内的一致收 
敛性： 




( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


sin(xjy) 




d ： y ，[<5， + oo ) , > 0) 与（0, 


) 


sirmijr ，（ 0<jy o <jy<+ oo ) ； 


「〜(％，（— 


rv 


1 


COST 


y °°)； 


2 




x p 


djr ， （一 1,1). 


解 （ 1) 作代换 u = xy > 则 

+ °° sin(x3；) 




y 


dy 




sin 


—du CA 0 ) ， 


由上册知 


r+ 


smu 


心收敛 ，故 V e >0,3 从>0，当/1'>从时，有 


j 


sin 


-d 


< e . 


取乂 3> M ， 则当4>妨/沒时，乂 ：0,有 


rv 


sin(^) 
: V 


dy 


< e ， 


故 


广 +i 


sin(x^) 


j 


y 


办在 [5, + oo ) 上一致收敛 > 0). 


又由 


stnu 


dw 收敛， V £。>0与 M >0,3 : r >0, 使得 




sin 


^ d , 


sin 


-d 


x 


a 


< ^0 
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sinu j - 

- au —— ^ 




^ u 


sin 以」 , 

- du + 

u 


令 e 0 


_ ck ， 则由上式得 


o 


sinixy) 


d )， 


smu 


du 2^( 


^0* 


故知 Sin (巧2 办在 （0, + oo ) 内不一致收敛 • 

Jo y 

(2) 因为当 0 < )。 < J <+ w 时， |e—#sinx| < e _ 々％ 而 


o 


e "^ d ^: = _ 1/ yo 收敛，所以依 M 判别法知， 


sinjrd 工在 


0 


(0< jy 0 < y <+ °°) 内一致收敛, 

m-h cos(x )) < 1 一 

(3) 因为 i +7 < 1 + P 


，而 


dx 

1 + x 


依 M 判别法知， 


帶⑽一 < o <+ 


TT 收敛，所以 


) 内一致收 


敛. 


(4) 因为 


C0SX 


2 


x p 


在工= 0 无界，所以将积分写为 


^dx == r 字 & 

x p Jo 0C y 


COSJT 2 」 T 

- —djr = ii 

x p 




,2 


对于 A ，因 ^ 


〆 〜 X 户、 ^ 户 ] 


(0 < 工 < 1 ， A ) </> </> i ) ，而 


dx 


0 X 


收敛，故依 M 判别法知， 


C0SX 


0 x 


- dx 在上一致收敛_ 


+ °° POST 

对于了 2 ,因 


COS ? 

TpTiy/z 


士，而 


costdt 


|sin>l — sinl |<2 ， 


故一致有界，而^1771关于（单调减少，且关于 A G [/>。，九]一致趋 


向于零.依狄利克雷判别法知， 


cost 

TpTiTn 


士在 [ A )，/^] 内一致收 


敛, 
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综上所述知， 




广+为 


0 


C0SX 


2 


x p 


dr 在（一 1,1) 内闭一致收敛. 


例2 讨论下列含参变量非正常积分在指定区间上的一致收 


敛性 




( 1 ) 


(3) 


ye~ yx dx ^ 0 ^ 3^ ^ 1 ； (2) x y e~~ x djo ^ y ^b\ 


o 


r' 


y 


dxjO ^ y <+ oo. 


i {x + y) 

解 （1) 设 e 0 = l /3>0, V A >0,3 和 >=1//1。6[0, 


1]， 使得 


r. 


J 


A, 


y 0 e~ y ^dx 


e 


Vo 


e 






e 


0 


所以 


0 


ye ^ yT dx 在 [0，1] 不一致收敛 • 


(2) 当 Cr > l ) 时， 0< Ye — 而 


lim 


x * x 


= lim 


x b + 2 


e 


2, 


故 


r+ 




xfcLr 收敛.依 M 判别法知， dr 在 [ aj ] 上一致 




收敛. 


(3) 设心 =1/3 > 0 ，V A > 0,3 A 。> A 和 ％ = A 。6 
(0, + CXD )， 使得 


i% 


: yo 


\ (工 + ^ o ) 


dx 


yo = A = 丄、 

儿 + >0 i4 0 + A 0 2 e ° 


所以 


广+ 




1 (工 + yY 

例 3 计算下列积分 


d 工在（0, + CX3) 不一致收敛. 


( 1 ) 




e 


e 




( 2 ) 




0 
r+ 

0 


X 


dx (a > 0，/? > 0); 


e 


e 


— fix 


x 


dx (a > 0，/? > O). 


解此例用逐次积分法求解比较简单. 
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着 





e 


( 1 ) 设 a > /?, 


xe 一虹 O < < /?) ， 而 


e 






X 
广 +t 

0 


因为0<说^ < 


a 


广 + 


jce—n djr 收敛，故 xe _# d：c 在 3 ； 6 


J 


|>，/?] 上一致收敛，所以可以交换积分次序，即 


广+ 


dx 


CP 




0 


xe 


yjr 


d：y 


a 


<^y 

J « Jo 


xe 




dx 






a 


2? 




2 ct 


⑵设 a < /?, 


* 一 一 Pz 

e — e 


r 




e _ ”d 夕. 因为 0 < e ~^ < e 


ax 


a 


而 




r*. 


0 


e ^ dx 收敛，故 




0 


e 一在 |> ，幻上一致收敛，所以可 


以交换积分次序，即 




dx 


广卢 


0 




e 


工 y 


d：V 




a 


•b r + 

<^y 

V Cl 0 


e~ xy dx 


r 译 


a 


> =In 音 


计算含参变量非正常积分，可用对参数的积分法、微分法和公 
式法进行，具体使用时要根据具体情况选择尽可能简单的方法.但 
要注意 ，每一 过程都要合理，方能避免出错. 

例 4 证明付茄兰公式 设 / O ) 为连续函数，且积分 

+ °° fix) 


A 


JT 


dx 对任何的 0 都有意义，则 


0 


~ Hbx ) da : - /( 0)ln ^ ( a >0^>0). 

cz 


证 V Z > 0 ,有 


lim 


A —0 + ^ 


f(ax) — f(bx) 


dx 


A 


X 


=lim 

ax、bx = 




「+- fia^_ dx _ Hm 

X … + J 


A 


lim 

Aa-^0 ^ 」 


fit) 


4-*0 


dt 


广+ 


A 


f ( bx )^ 


x 


X 


Aa 


lim 


1+00 df 

/ ⑴芋 

Ab t 
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lim 

Ab^O + 


rAb 


Aa 


fit) 


t 


d ， 


lim /(6) 

0 十 


rAb 


J 


dt 


(Aa<^ < Ab) 


Aa 




lim /( 芒 ）ln 


Aa^O 

Ab^O' 


b 


a 


/(0)ln 


h 


a 


利用这个公式即可得出例 3 ( 2 ) 的结果，只需令 /(^)=e 
例 S 利用付茹兰公式，计算： 




( 1 ) 


( 2 ) 


cosax — zo^bx 


dx (a 〉 0, 6 > 0) ; 


0 


X 


arctan^jc — arctanbx 


dx (a 0. b 0). 




x 


解 （1) 设 fioc ) = COSX ， 则 fix ) 在 [0, + oo ) 连续，且 V Z 


> 0 , 


cosx 


A 


X 


dx 收敛，依付茄兰公式，有 


I = /(0)ln 


b 


a 


cosO • In 


b 


a 


In 


b 


a 


( 2 ) 设 fix ) = n /2 — arctan : r ， 则 / O ) 在 [ 0 , 


) 连续，且 


lim 


x 


fix) 


lim 


7t/2 — arctanx [’ 


X' 


X 


X- 


l/x 


1 ，故 V Z > 0 , 积分 




/(X) 




X 


dx 收敛，依付茄兰公式，有 




-，⑻ 1 n 卜> f 


注意 fiax) - f{bx) = - arctan^jc 一 arctanax 


r 


例6 计算 /( x ) 


e— ’ cos2x^d^ 




0 


解 记 /(x) = e _ f2 cos2W ， 则 /V =— 2fe— ’ sin2xZ ， 且 


IA ( 工 〆 ） 丨 < 2 te' f , 


< X <+ 00,0< 纟 < + 


而 


广+ 


0 


te ~ 2 ck 收敛，依 M 判别法知， 


rv 


x 


( x ， f ) 士 关于 : r G R — 致 


收敛.应用积分号下求导定理，得 


T 7 (x) =— 


sln2j：tdt 


0 
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=e~^sin2^ — 2x e— cosZootAt = — 2x1 {x ), 

I 0 Jo 

即 V (x)//U)=-2x. 积分得 /(X) = a _ J 2 , 由 /(o) = /V/2, 
得 c = V ^ tT /2,故 


/(x) 


2 


e 


x < [+ °°* 


例 7 确定八 cO 


ln(l + X 3 ) 


dx 的连续范围. 


解 


0 可能为瑕点，将 JO ) 改写为 


IW 


ln(l -h x 3 ) 


dx 



_ +co ln(l + 工 3 ) 


cr 


dr = 7 a ( a ) + I 2 ( a) m 


当 x — 0+ 时， 吨 t - : 3) 〜故当 a <4 时/ 〆 “） 收敛； 而当 

x x 

ot > 1时，/ 2 0)收敛.故 1( a ) 定义域为（1，4). 

V [ a ，6] C ： (1，4),当0<工 < l，a < 4时，有 

ln(l + : r 3 ) _ ln(l + x 3 ) ^ ln(l 十工 3 ) 


且 p ^ 收敛，依 M 判别法知关于 [ a ，6] — 

Jo x 

致收敛.故 / i(«) 在0，幻上连续. 

V [ a ,6] 匚（1，4)，当 1 < X <+ 时，有 

ln(l + x 3 ) = In(l + x 3 ) < ln(l + x 3 ) 

x a 工 \ ’ 

且广 1 』 (1 式 X3) d:r 收敛，依 M 判别法知， 「°° ln(1 卞 j3) cLr 关于 

V 1 ^ 1 

a e 0,6]—致收敛，故/„(«)在0,6]上连续. 

综上所述知， /(a) = P - (1 t ^ 3) dx 在 [>，6 ] 上连续 • 

J 1 x 

例 8 证 明:若 厂°7⑴山收敛，则 r^e--/(x)dx 在0 < 3； < 

« 0 ^ 0 

/5上一致收敛. 
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证 设 FOr ) 


/⑴士，则当 : r 


00 时， F ( x ) — 0 ,当 


x 


: r > X 。 时，有 \ F ( x ) \ <£，故对：^ >义>叉。及一切）>0有 


rx 1 


f (x^e^^dx 


x 


FU)e 


ocy 


y 




F(x)e^ y dx 


j 


x 


+ y£ 




' X 1 


e~ Jcy djr <C 3^. 


X 


J 


由柯西审敛准则知， e- y f(x)dx 在 0 < j < 夕上一致收敛 . 


0 


例 9 利用 r 函数、 B 函数计算下列 积分 : 


( 1 ) 


(3) 


广1 


0 


f*. 


0 


X 


x 2 dx ； 


( 2 ) 


ra 


j: 2 Va 2 — x 2 dx (< 2 〉 0); 


j 


0 


X 


2 


1 + f 


dx ； 


(4) 


rr 




X 


(1 + x) 


d:r. 


解 要找准适当的代换，将积分化为 r 函数或 b 函数 


( 1 ) I 


工 1/2 (1 — x) l/z dx = B 


1/2 


0 


[r(3/2)] 

r(3) 


2 


1 ， 

\ 

[r(i/ 2 )/ 2 ] 2 


2! 


/V/4) 
- 


丌 


8 • 


( 2 ) I 




a 


4 


0 

n 


x 


a 



1 - 


x 


a 


d 


x 

a 


(3 ) 设 x 


“，得 


叫 

u z Cl - 

0 

a 4 

Y. 

V /2 ci 

0 

a 4 

7t 

Y 

_ 

8 

* 

4 = f ，则 

- 

1 f 1 - 1 ； 


a 


4 


广 1 


u(l - u 2 ) l/2 du 2 


0 


( 1 — 0 " 2 士 


a 


4 


B 


TC<2 


4 


16 


x 


2 


0 


1 + : r 4 


dx 


r. 


0 


— 1/4 


1 + 尤 


&，再令 


1 + t 


u~ l/ Hi - uy m du 




B 


0 


3 




1 r(3/4)r(i/4) 


7t 


r(i) 
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(4) 设 


x 


1+x 


JO 


—t 


， dj ： 


dt 


( 1-0 


ri 


r 1/4 (l - tr 1/4 dt = B 


0 


卜则 

r(5/4)r(3/4) 

T (2) 


r 


r 


丌 


7 T 


4 sin(7r/4) 2 


例 10 证明瓦里士公式 

\2 m — Y )\ 


L 


j 


r 


TC/2 


sm n ddd 


丌 


(2m) I ! 
(2m) J ! 


m 


n = 2 m y 


(2 m + 1) ! 

证由主要内容二中的 3(3) 知 


n 


+ 1- 


t = r[(n + i)/ 2 ]r(i/ 2 ) _ v^T r[u + 1 )/ 2 ] 

«-i ■ ■ * "■"■― ■ 奉 ~■■■■■■■ — 

2 r(n/2 + 1 ) • 


2 T ( n /2 + 1) 
当 n = 2 m 时，由递推公式得 


h 


^ (2 m — Vll /2 m * 


n 


(2m — 1 ) M 7T 


2 m ! 

当 n = 2 ?n + l 时，由递推公式得 


(2m) I 


m 


I 


y^rT 


m l 


2 rt+l 




(2 m ) J 


L C2m + 1) n/2 m+1 - v 7T 

例 11 证明勒让德 （ Legendre ) 公式 


(2w + 1 ) !厂 


rcor 


5 


+音 


7 T 

^ rrav ). 


证由于 


B ( s ^ s ) 




x s ' l (l — xy~ l dx 







x 


2 


i — 1 


dx 


2 


m l/Z 

ri f 

0 

L4 1 


2 


2 -1J-1 

x i dx ， 


作代换 1/2 — : r = ^ fT /2,得 


BO ” v ) 


2 


2 j — 1 


(i - ty^ l r in dt 




0 


.2^ 


-iB 
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由 r 函数与 b 函数关系式得 


B ( s ^ s ) 


r(5)r(5) 

r (25) 一 


r(i/ 2 )r ⑴ 


r (5) 


+ i/27 — 2 卜 1 + 1/2) 


整理后即得所证结果. 


例12计算 


r «/2 


sm 工 cos 


xAx . 


0 


解 设，= siru :， 则 J 


f(l —( 2 ) 3/2 dr , 再作代换 



u 


0 


得 


I = 


u s/2 (l - ^) 3/2 du 


B 


0 


i r(7/2)r(5/2) 


r(6) 


5! 


7C 




n 


5 l 2 - 


例 13 求下列积分的存在域 




( 1 ) 




X 


jn 


-1 


(1 + W 1 


X 


dx ； 


( 2 ) 




V 2 


sin^^cos^xdx. 


0 


1 + X 


解 （1) 了 
存在域为 W > 0 ,n — m 

, / n 


广 ― IQ _t) 


m 


m — 1 


dt = B{?n 一 m ) , ^ 


> 0,即”〉说 > 0. 


( 2 ) / 


siru: 


r(l — r) 


(n-D/2 


dt 


4 


t l 


m 


j 


U 


— 1 ” 一 1 - 

2 (1 — u ) 2 du 


0 


B 


m 


+ 1 n 1 


故存在域为 ? n > — l,n >— 1- 
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第十四章曲线积分与曲面积分 



第一型曲线积分与 
第一型曲面积分 


主要内容 


1. 设 D 是平面或空间的一个可度量的几何体,/定义在 D 上. 
对 D 作分割称||了|| = max { d ( A ) 丨为分 割了的 细度 ，V d 


A (/ = 1，2,…_ 若极限 jjn 。工= /，且 J 与分割 r 
及点严取法无关，则称/在 D 上可积， J 为/在 D 上的积分，记作 



若 D 为平面曲线或空间曲线 L ， 则称^/为/在 L 上的第一型曲 
线积分，记作/0,3/)心或 / U ，3；，；2：) ck ， 其中 ck 为曲线 L 的弧 

J t J L 

微分. 


若13为空间曲面块则称 J 为/在 S 上的第一型曲面积分， 
记作 JJ /( x , jy ,2：) dj . 

S 

2. 第一型曲线积分与曲面积分的性质 

(1) 若/, G = 1，2,…，々 ） 在 D 上可积为常数，则 
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S = 2 h / 






(2) 若 O 可划分为相连接的小 A … 4)， 则 


j 


r 


r 


E /• 


(3) 若/，貧在 D 上可积，且 /( 尸 )< 〆 尸），则 


r 






/< 




(4) 若/和|/|都在13上可积，则 


< 


j 


m . 


(5) 若/在 D 上可积，则存在 cG [inf /( 尸）， wp /( 尸）]使得 


f* 


f = cAil . 


3.设有定义在光滑曲线 L 上的连续函数/，且 


L 


H 0, 


P ⑴， 




0，/?]， 






f ( xjy)ds = /[沪⑴，必 (0] V f t 2 { t ) + < p f 2 ( t ) dt . 


4.设有定义在光滑面曲 S 上的连续函数/，且 


S ：Z = Z ( x , y ) , ( u ) 6 D ， 


f ( x y y , z)dS 


f ( x , y , z ( x ^ y )) Vl 



f 2 da:dy. 


疑难解析 


1_ 为什么第一型曲线积分定义中的心为曲线 L 的弧微分? 
答由积分和的概念，第一型曲线积分为 

r » 

/(x，）)cU = lim »7,)A5/. 

J l «tb 
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由于 厶^= p +> / T ( o 山 a . 是分割 t 的分点所对应的 

a 、1 

参数值），由定积分中值定理 

△叉= / < p fZ ( t ) + 必 ’ 2 (0 △广，， 

故弧长&的近似值就用弧微分表示为 

ds = ^< p !2 { t ) + # 2 (/) ck ， 

从而与第一型曲线积分计算公式一致. 


方法、技巧与典型例题分析 


在计算第一型曲线积分时要注意，当曲线以不同形式方程给 
出时，心的表示形式 不同； 同时要注意利用曲线的对称性、方程形 
式的转换和定积分的方法与技巧，注意第一型曲面积分与二重积 

分的不同、曲面定义域的求取以及山的转化，注意二重积分方法 
与技巧的利用. 


一 、第一型曲线积分的计算与应用 

由于弧长一定是正值，故化为定积分后上限一定要大于下限， 
ds 的计算一定要正确. 


例1计算下列曲线 积分: 


⑴ O [Cr + 2) 2 + (y — 3) 2 Jds f L 为 x 2 + ： y 2 + ； r 2 = a 2 与 
x ^ ^ = 0 的交线 （a > 0); 


(2) O (2工 2 + 33^)(^ ，// 为: c 2 + y 2 = 2 (工 + jy ); 






(3)0 jo yds 9 L 为 x = acost.y = bsint (0 ^ < tc /2 ); 
解 （1) 由曲线的对称性，得 


O x 2 ds = O y 2 ds 










— 9 Cr 2 十 y + z z )ds 

L 




O a 2 ds 


2 




2^a 


2 
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(b o ： d5 = O yds 

L J L 


Q zds 

L 


O (j: + 3 / + z)ds 
J L 


Q ) Ods = 0 ? 

L 




故 /= o (x 2 + y 2 }ds + O (4x — 6^)d^ + 13 O ds 

J A m) L J L 

= 4 加 3 /3 + 0 + 13 • 2 ^a = ^ a ( Aa 2 /3 + 26)- 
(2) 令： r = l + y ^2" cosr ，3； = 1+ V ^2 sint (0<,<2兀），则（15 


/ Tdz ， 于是 

C2n 


I 


[10 + 2 \ //r ~2 (2 cost + 3 sinO — cos 2，] dt 


0 




10 ^Ydl = 20 v^T7t. 




0 


(3) 


M 2 


J 


abcostsint Va 2 sin 2 t + b 2 cos 2 tdt 


0 


ab 


Ck/2 


2( a 2 - b 2 ) 


\/ ( a 2 —— b 2 ) sin z t + b 2 d \_{ a 2 — b z ) sin z t 


J 


ab 


2 (<2 2 一 b 2 ) 3 


( a 2 _ V ) sm 2 , + b 2 J n 


n/Z 


0 


_ ab ( a 2 + + b 2 ) 

~ 3 (a + b ) _ 

例 2 计算下列曲线 积分: 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


e 




+y 


ds 由曲线 r = a，d = Q，d 


丌 


所围成; 


L 


J 




L 


bl 心, L 为双纽线 Or 2 + y ) 2 = a 2 0 r 2 — y ) 的弧; 


r 


L 


( x 4/3 + y 4/3 ) h，L 为内摆线 X 4/3 + y 


■4/3 


a m 的弧. 


解 （1 )L 由 L l : r = aJ . 2 ： d =0, L ,： d =7：/^ 三组组成，可以求 


得 dj 分别为£2必，心，(1『，于是 




e a dd 


0 


Vdr + 


0 


^ 1 
e 3 dr = 2(e a — 1) H —— ^nae' 




0 


舉 
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(2) L 的极坐标方程为 r 2 = a z cos 20 As 


add 


vcos2^ 


，由曲线的 


对称性，得 


W 4 


a vcos 2 B • sind 


a 


0 


vcos 20 


dd = 2 a 2 (2 — v 2 ). 


(3) d 5= V 1 十 3^ /2 dr = ( a / x ) 1/3 dx ， 由对称性，得 

。[> 4/3 + (a 2/3 — x 2/3 ) 2 ]U/r) 1/3 d^ 

o 


4 a 


1/3 


U 


0 


(2x 


“ 4/3 x 一 1/3 — 2 a zn x l/3 )dx 


4 a 7/ \ 


若令 x 


acosh 9 y = asin 3 / ， 则 d j = 3 ocos / sinzd / ，得 

r^/z 

a 4/3 ( cos A t + sin 4 t )3 aQOstsintdt 


0 


24“" 3 


rv 2 




sin 5 ， dsin，= 4a 


7/3 


例 3 


X <2 ^ (2 — X 


In 


求空间曲线、 r = aarcsin — ，z _ t 

a 4 a+x 

到 ^4(1。，_ y 。， z 。） 的弧长. 


从 o (0,0,0) 


3^ 2 — 2 x 


z 


解 dsz ^2( a 2 - x 2 ) dx ( l XQ l <a) •当 *^ o >0 时，有 




x 


^ 3 a 2 — 2 oc 


2 


o 2(a 2 - x z ) 

当 JOo ^ O 时，有 

3a 2 - 3x 2 


rdx 


a t a 
—In 一 


x 


o 


a 一 x 


x 


0 


ko 


0 




-T, 


2(V - xO 


dx 


- ln ^ 


x 


0 


Cl — X, 


X 0 


ko 


\^ o \- 


故，只要丨7。1<〜总有5= k 。 丨 + | j ： 0 

例 4 计算圆柱面 x 2 + y 2 = R 2 界于 X03 ； 平面与曲面 2 ：=/? + 
^ 2 / R 之间的一块面积 CR > o ), 

解由第一型曲线积分的几何意义知，面积$等于被积函数 
为2=尺+_3： 2 /穴，积分路线为 ^ + y 2 = R 2 的第一型曲线积分的值， 

RdO 


S = 

r 

f ( x , y)ds — 4 

^ n ( R R 2 cos z 0\ 

4 

l J 

o 1 + R 
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4 R 


V2 


1 — ' f - — cos 2 ^j * 


例 S 计算球面上的三角形 
的围线的质心坐标 （ P = l ). 


解由对称性知 x = y = z . 围线长为5=3 — • 2 na 
球面上三条曲边的球坐标方程为 

x = acosO^y = asind^z = 0^ 0 ^ 6 ^ ^/2 * f 
x — aco^(p^y — OjZ = asin<p y Q 《 ( p < n /2 •， 
x = 0 , 3 ^ = acoscp^z = a&in(p^ 0 ^ <p< tc/2. 


故 


- r^j 

* v 0 


W 2 


acosd • add + acos 9> • ad<p 


I — Tra 

\ Z 


? ra - 


2 a 


7t<2 


即，质心坐标 G ，；， Z ) 


ia 

— — , 

3兀， 

4 a 4 a 4^ 


乂， —( 3 兀，狀’钟厂 

例 6 求螺线 x = (2 CosZ，：y = asirU，z = /^/(27 T ) (0^ t ^2 n ) — 


支对于坐标轴的转动惯量. 


解 ds 




a z s\n z t -h^^cos 2 ?^-A 2 /(47r 2 )dt — a +八 

Z^r 


/ x = (: y 2 + = 2 ) d 5 

J L 


in 2 a 2 


•2 】 

Jo 


a 2 sin 2 t 


h z t 2 \ \/4 x 2 a 


9 


9 


4? r : 


8 k 


4 W + /z 


攀 


2 丌 


(2 丌） 


dt 








r J Air 1 n z h 1 t _ 

I z = ( x 2 + jv 2 ) d ^ = < 2 2 --- dt — a 2 V 4 W + h 2 • 

J L Jo 

二、第一型曲面积分的计算与应用 

第一型曲面积分又称为对面积的曲面积分，是一个标量，因此 
不 需要区分曲面 的侧. 由于 d *5 总是正值 ，所 以化为二重积分时， 
积分上限应大于下限. 

例7计算下列曲面 积分： 


( 1 ) 


(: r + y + ^) d 5,5 为平面 : y 


5被柱面 P + y = 25截得的部分； 


( 2 ) 


2 dS , S 为锥面 


rcosffcos^^y 


sinOsinf , z = rzoscp (0< r < i ? > 0<^<2 n ,0< 
?<^/ 2 ) 的 部分； 



(3) 


zdS y S 为螺旋面 ： r = ucosvjy 


图 14. 1 


usinv.z = v 的一部分， 0 < w < a ,0 < ^ 

解 （1) 如图 14, 1 建立坐标系，因为之= 5-> 所以 dS 


/1 + ( — 1 ) z dxdy = ，于是 


(工 + _y + 5 — y ) Axdy 




d 0 




(5 + rcos 夕 ) rdr 


125 /2 + 0-125 

(2) 从 x ^ y y z 中消去 r 和 0，得 z 2 tan 2 p = x 2 + y ，故 为 


2 


+y 2 <,R z sin 2 <pAS 


sin ^ 


tdxdy ，于是 




rzn 


do 


rRsin ^ 


0 




0 


r 2 cos 2 ^ r 

sin 2 9? sin〆 


dr 


2 兀 


cos z <p 

sin 3 9 ?J 


「及 sinf 


r 3 dr 


7t 


R A cos 2 <p sin ^. 


(3) 如图 14. 2 建立坐标系.因为 E = cos 2 v + sin 2 v = l,F 
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图 14, 2 


一以 sim/cost + usinvcosv = 0? G = u z s\n 2 v + 
w 2 cos 2 幻十 1 = 1 + 以 2 ，所以， dS = V EG—F^ dudv 




例 8 计算下列曲面 积分： 

(1) F(t) = f{x 9 y,z)dS y S 为： r 2 + y 十 之 2 = f; 当之 > 

S 

/ x z + y l 时 /(D ， z) = 工 2 + y ， 当 《 < ' Z x ^~+~ y i 时 / 0 ，： y ， 2 ；) 
= 0； 

(2) {ax 十 by + cz + d 2 )dS y S 为工 2 + y 2 + 之 2 = 穴 2 , 

VC 

S 

解 （1) 将 <5按2=/^7分为两部分，于是 

个 Pf 1 

F(t) = {x z + /)<!$+ 0d5 - 

5 1 5 2 

其中 & 为 j : 2 + y 4* ^ 2 V x 1 -\- y L . 此时 dS = f 2 sin 9? dddcp ^ x 2 
+： y 2 = fsin 2 9?， 于是 

*2， 「蕙/4 

F(t)= dO t 2 sm 2 f • t 2 siri(pdp 
* 0 - 0 

「*/4 1 _ 

= 2 财 4 (1 — cos z <p)d(~ cos<p) = +(8 — 5 ^Tt )^ 4 . 

Jo o 

(2) 由对称性与奇偶性并利用轮换对称性，有 

JV* 

7= d 2 dS + (a 2 + b z + c 2 ) x z dS 

# v 

=d z 、 inR 2 + -^-(a 2 + 6 2 + c 2 ) (x 2 + y 2 ~\r z 2 )dS 

o 丄 

s 
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= d 2 - AnR 2 + 4(a 2 + b 2 + c z )R z - AnR 2 


47 rR 2 [ d 2 + ~~ C ^ 2 + 办 2 + c 2 ) i ? 2 ]. 


例 9 求髙为 2/ z 、 半径为及、质量均匀的正圆柱对圆柱中心轴 
与中央横截面一条直径的转动惯量. 

解如图 14. 3建立坐标系，则 cLS = 


dyck ， 于是，对圆柱中心轴的转动惯 


VR 


y i 


即乙但也可以不用化为二重积分，得 


I z = p ( x 2 + y 2 )dS = pR z 


s 


diS = ApR $ hn t 


s 



这里 S 是圆柱的侧面，故 


dS = ^kRA, 


图 14. 3 


5 


求对中央横截面一条直径的转动惯量，即求八或 /,. 


h = 


S 


p ( y 2 + 之 2 )cLS = 2 p \ dy (y + z 2 ) • 

J _ %i 一 h 


rR 


rh 


VR 


dz 


y 


iphR 


cr 


R VR 


^ 2 ==: + IpRh 3 rR 


y 


dy 




y 


Aph 


7C 




R z **f- ^'KpRh 1 = 2^hpR 


R 2 + 4 a 2 


例 10 设球面: r 2 + y + z 2 = y 上的密度等于点到义吵平面 
的距离，求球面被 X 2 ^ y 2 = ax 截下部分曲面的重心. 

解由曲面对称性知，: y = z = 0. 球面上半部曲 面为; 2：= 


a 


^_ 2 _ y ^ d5= ___ 
影为 （ x — a / 2 ) 2 +： y 2 = a 2 /4, 故 


dxdy ; 截得曲面在面上投 


M 


\z | d 5 = 2 ^ a 2 — x 2 —— y 2 


a 


s 


jj 

D 


Ya 


2 


JO 


2 


y 


2 


djody 
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rr a 2 3 

= 2a dxdy = 2 a • tc — = 

JJ 

这里&是截得曲面中位于上半球面的部分. 

it rr 

jV/ = I z I xdS = 2 xzd.S 
“ 去 

5 5 i 



第二节 第 二型曲 线积分 


主要内容 

1.设尸， Q 为定义在光滑或按段光滑平面有向曲线’上的函 

数， V 7"， 把 L 分成”个小弧段 M - iW 卜这里 M -1 ( I — 1，）卜1)， 

. ，>.)，,‘二；!，、记各弧段长为△&，分割的细度为 \\ T \\ 

= max{A5 ( } ， A^ = x t '—:r,-i’A：^ = ：yi — = 1 ， 2 广 . 几 （$，％) 为 

，上任 一点.若极限 

lim yiP(f ,n,)A^i + lim ^]Q(6，”,)△% 

[| T ii -0^ II 厂卜 0 H 

存在且与分割了及点 （&，”,) 的取法无关，则称此极限为函数 P ， Q 
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r 


沿有向曲线 L 的第二型曲线积分，记作 

若记 FO，：y) = ( P ( x ^ y ) + QO，：y))，dS = ( dx ^ dy ) ，则有向 


量形式 f FdS . 

J L 

2 .设乙 : 工=¥?0)，夕=00)，^[0 1 ，#]为[>， / 5]上光滑或按段光 
滑的平面曲线 •尸， Q 为 L 上的连续函数，则沿 L 从 
到5(史(#)，0(沒 )） 的第二型曲线积分为 


P (x + Q(x ^y)dy 

J L 


= [尸(9⑴， 0 ⑴）〆⑴ + (0]df. 

J a 


疑难解析 


1. 第二型曲线积分与第 一型曲 线积分有什么不同？ 

答 第二型曲线积分又称为对坐标的曲线积分，它与曲线的 
方向 有关. 因此，在化为定积分计算时，应该是下限对应于起点，上 
限对应于终点，而不论其 大小； 在分段求积时，要注意分点的衔接. 

第二型曲线积分也可以化为定积分来计算，还可以利用原函 
数以及化为第一型曲线积分来计算.例如，计算 




L 


J：dy — ydx 


，兑为: r 2 + y = a 2 逆向 • 


若令: r=acosZ，3；=asim，0<^^2KdlJ 


a 


2 


L 


xdy — ydx 


a 


r2ir 


{ a 2 cos 2 t + a 2 sin 2 t)dt = 2 丌. 


o 


因为 (9—arctan —，(^ = 以巧二巧 工 ，所以 




d0 — 6 


j 


L 


2r 


0 


2 兀 , 


若令 |r 丨，则 


暑 
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< t > 


xcos ( v ^ y ) — ycos ( z ^ x ) 


y i 


dS 




o 






xcos(n f x ) — ycos(n 


十 y 


dS 


* n 


dS 


j 


r 


d5 = 一 Z'Ka = 2^. 


在验证积分与路线无关后，可选择比较简单的路径计算.在满 
足格林公式或斯托克斯公式条件时，可利用公式计算.所以，第二 
型曲线积分要比第一型曲线积分复杂. 

2. 第二型曲线积分与第一型曲线积分有什么联系？ 

答两类曲线积分来自不同的物理原型，有不同的特性，但在 
规定了曲线方向后，两类曲线积分可以相互转化. 

若厶:：1：=*2：0) ( Z ，: r ) ，分别表示切线 

方向 f 与 x 轴和>•轴正向的夹角. POcd ) 和 QOr , y ) 是曲线 L 上 
的连续函数，则 




P ( x , y)dx + Q ( x , y)dy 


r 


\^ P ( x , y ) cos < it ^ x ) + Q(x , y ) cos(t jy )2 ds . 


A/ 


方法、技巧与典型例题分析 

在计算第二型曲线积分时，要特别注意：（1)曲线的方向、起点 
与终点及分段点； （2) 曲线是否经过或绕某个不连续点； （3) 曲线是 
否 封闭； （4) 曲线是否满足格林公式 条件； （5) 曲线是否满足与路径 
无关条件•进行定积分计算时应尽量利用已有方法、技巧与结果. 
例1计算下列曲线 积分： 

(1) Ox 2 ： ycb : 十 y ^ dy y L 沿 y =工 2 和 ）= 工所围成的封闭曲 


线 正向； 
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( 2 ) 


( x 2 — 2 xy)dx + Cy z — 2 Joy ) dy,L 为抛物线 y = x 2 上 


m / 


对应 T 从 一 1 到 1 的一段; 


r 


(3) 




^cdx + ydy + ix + y — DdzjL 为由点 （1，1，1) 到点 


(1，3,4) 的直线段- 

解 本例可用定积分计算. 

(1) L = L x + L 2 ， L r 为 y =工 2 ， 工从 1 到0;1 2 为 3； = ： r ， a : 从0 
到 1. 于是 


x 2 ydx + y^dy 




H/ 


X 2 * x zn 6 .x + 






23 

44' 


x z ydx + y s dy 






x 2 • xdx + 


ydy 




故 


0 x z yAx + y^dy 


44 


( 2 )/ 


( x 2 — Zx * x 2 )dx + ( x 4 — 2 x * x 2 ) 2 xdx 


(x 2 — 4^ 4 )dx = 2 (x 2 — 4 ： Jo A }dx 


_ 1 




14 

15^ 


(3) 直线的参数方程 为：: r = l ，： y=l + 2 f ，5： = l + 3 f 
(0<£<1)， 于是 


[1 + (1 + 20 • 2 + 3(1 + 2 i)Jdi 
例 2 计算下列曲线 积分： 




(5 + lOOdt = 10. 


(1) O (y — z^dx + iz — x)dy + ( 工一 y)dz^,L 为 x 2 + ： y 2 


+ 


? = l ，： y = 从 z 轴正向看时圆周沿逆向绕行； 

⑵ £- [( -+ ㈤ ―##)，上为補 

圆 （ax + 办) 2 + (7 x + d y y = 1 的逆时针方向. 

解 选择好参数方程是解题的关键. 

(1) 将 x z + y 2 + z z = l 表示为 r = l ^ y ~ \ /r Y 表示为汐= 
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兀 /3 , 则 L 为 x = —sind,y 


3 


sin 沒， 2 ： =cos 0，0 从 2 兀 —0 ,于是 




ro 


2it 




2 


sin 汐 —— cos6 


m 


cosd 


cos/9 


sind 


cosO 


^-sind - ~^-sin(9 ( —— sin 汐 ) 

U Li ^ 




dd 




— l)dd = (1 — V^)7t_ 

J 2* ^ 


(2) L 的参数方程为 ax^(3y=cost ^yx^t-dy — sint , 0^t^2n^ 


则 


x 


ad —7^ 


(Scost — (3sint) 


ad—7(3 




广 


o ad — 7/3 


Xdcost — /?sinOd 


ad — y/3 


(asinr —7cos ?) ，于是 


(asint — 7cost) 


l 2* 


aS - 


(asin^ — 7cosf)d 


ad — 邓 


{Scost — jSsin?) 




由 （ 0,2tt) 内三角函数系的正交性，可得 


rzn 


(ad- 7/?) 2 J 


2 tc 


。⑽ - 聯 1 - a. 


例 3 证明 ：曲线 积分有估计式 


L 


Pdx + Qdy 


< LM ， 


其中 L 为积分路径长度， M=max ( 在 L 上 ）. 

证 由两类曲线积分的联系，有 


L 


Pdx + Qdy 


(Pcosa + Qsina)ds 


L 


r 


^ I Pcosa + Qsina | ds % 




L 


而 （ Pcosa? + Qsina) 2 = P 2 cos 2 a + Q 2 sin 2 a + PQ2sinacosa ^ 

0 ^ (Psina — Qcosa) 2 = P 2 sin 2 a 4 - Q 2 cos 2 a — PQ2sinacosa, 
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则（尸 cosa + Q S ina ) 2 < P 2 + Q 2 ，从而 


Pcosa + Qs'ma ^ a/ P 2 + Q 2 ^ M. 


于是 


Pdx + Qdy 


< A / 


r 


ds — LM . 


例 4 若 /( W ) 为连续函数 4 为按段光滑的封闭曲线，证明 


n 


O fix 2 + y 2 ) (xdx + ydy ) = 0, 


令 F ( x , y ) 


r 


+y 


/ OOck ， 由 f(u) 的连续性有， 


FJ (x,y) = xfix 2 - f - y) ， 7V(u) = yf(x 2 -f y 2 ). 显然 iV 和 

F ； 是连续函数，故 Fix ^ y ) 可微，且有 

dF(x^y)= xf(x 2 + y 2 )dx + yf(x z + y 2 )dy 


/(, 


.2 


y 2 )(xdx + ydy ) 


于是 ， V 由于 L 是封闭的，所以 

O f { x z + y 2 )(xdx + ydy ) = F ( x , y ) 


( T 0 *)0) 


0. 


y f 


例 s 方向为纵轴的负向、大小等于作用点的横坐标平方的 
力构成一 力场. 求质量为 w 的点沿曲线1 一: c = y 从点 （ i ， o ) 移到 
点（0，1)所做的功. 


解因为 F = 0/— xV ， 所以 


W 


J 




Odx — x 2 dy 




^ 2 dy 


(1 — : y 2 ) 2 d：y 




15^ 


即场力做负功，大小为 8/15. 


例6已知力场 + 问将质点从原点沿直线 


移到曲线 


,2 


2 


y 


的第一卦限部分上哪一点做的功最大， 


并求最大功. 


解 V Po ( jOo ^ yoy ^ o ) G 


2 


2 



y 

b 2 



1，直线方程 L 为 x 


x 0 t ^ y = y 0 t ^z = z 0 t 从 0 变到1，则 


_ 
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W = yzdx + zxdy + xydz = 3 x 0 y 0 z 0 t 2 dt = x 0 y 0 z 0 . 

J L Jo 

由 P 。 的任意性知，1^==：1：3/；2：. 

最大功为 w = ^ yz 在条件_ + # + < = 1下的极值，据第十 

a 0 c 

一章第二节例14结果知，最大值点 

a b c 

“叫 7 T ，7 T ，7 f )， 

故最大功 H ^ max = 一 ~~ abc . 

例7说明对第二型曲线积分，“积分中值定理”不再成立. 

答如果有积分中值定理，应该是这样 的：若 /( 尸）在 L 上连 
续，则存在点尸 * 61，使得 

fiDdx = f { P * ) djo . 

JL + J L + 

设 L 为圆周，由对称性知 +dx = 0, 故上式右边对一切 / 都 

*/ 人 

等于零 • 但是，当/ ( P)~f ( x ， jy ) 为 ^ c 2 j ry 2 — 2 y 时（逆时针 

向），有 

" r 

f ( P)dx — ydx — _ 7 t ^ 0. 

Jl + Jl + 

推出矛盾，故积分中值定理不成立. 

第三节格林公式曲线积分与路径的无关性 

主要内容 

1.若函数尸， Q 在闭区域 D - R 2 上连续，且有一阶连续偏导 
数，则有格林 ( Green ) 公式 
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O Pdx + Qdy 
J L 


成立，其中 L 为区域 D 的边界曲线，取正方向. 

2.设 DdR z 是单连通闭区域.若函数 P ， Q 在 D 内连续，且有 
一阶连续偏导数，则以下四个命题 等价： 


(1) V 光滑闭曲线 Le D , O Pdx -h Qdy = 0； 

J L 

(2) V 光滑曲线 Pdz + Qcb ； 与积分路线无关，只与 

J L 

L 的起点和终点有关； 

(3) Pdx + Qdy 必为 D 内某函数的全微分，且 dw = 

P dx -f- ; 


(4) 在 D 内每一点，有 


3 Q dP 

■i ■ I . 

dx dy 


疑难解析 


1. 格林公式有什么意义？它应用在哪些方面？ 

答格林公式给出了有限条按段光滑的封闭曲线上的曲线积 
分与它们所包围的区域上的二重积分的关系.当区域 D 为单连通 


域时， L 正向即逆时针 方向； 当 D 为多连通域时， Z ) 的外边界为逆 
时针方向，内边界为顺时针方向.尸， Q 要求在区域 D 内直到边界 


L 上连续，且有连续的偏导数. 


利用格林公式可以将封闭曲线上的线积分化为区域上的二重 
积分来 计算； 对开口曲线上的线积分可以补上一段曲线后变成封 
闭曲线，再应用格林公式. 


格林公式的一个简单应用就是求面积 ， BP 



2 


O xdy 




yd jo . 


格林公式在力学中还有许多应用. 
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2 . 怎样求 Pdx+Qdy^du 的函数 u(a ： jy)? 
答常用折线法、偏积分法和凑微分法. 


(1) 折线法•由 u ( x , y ) 




Xar . y ) 




V 


P ( x , y)dx + Q(u)dj ，得 


u ( x , y ) = 




P{x^y 0 )dx + Q(jo y y)dy 


y Q 


或 


ry 


Q ( x 0 y y)dy + P ( jc , y ) dx , 


少0 


f , 


(2) 偏积分法* 因为 P ( x ， y )=~， Q ( x ， y ) = ^ ，故 


(工，: V ) 




du 


或 


du 

^ dy 


石 dx + g ( y ) 
dy + h { x )= 




dy 

x 0 P{x ,y)dx + g(y) 


ry 


Q ( x , y)dy H- h { x ). 


再求出 @ 与 Q(x，3；) 比较，确定发 O；)， 得出 wCr，3；). 

(3) 将 PU iy ) dx ^ Q ( x , y ) dx 通过拆项、拼项凑出全微分 
du， 需要一定的技巧. 


方法、技巧与典型例题分析 

利用格林公式，首先要验证是否满足定理条件，满足条件才可 
化为二重积分来计算.当需要添加曲线段时，要尽量使添加的曲线 
段上的线积分简单，更不要忘了最后减去添加部分. 

例1计算下列曲线 积分： 

(1) 0 { yx z + e y )dx + (:^ 3 + xe’ 一 2 y ) dy^L 为 x 2 + y = 

V Jj 

y 正向； 

* 

(2) (e J sinjy — my)dx + (e^cos^ — m)dy，L 为 A(ajO) 

J ir 

do,o) 的上半圆周 x 2 + y =ax ； 
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(3) O (-2x 3 ： y)dr + xVd3；，L 为 x 2 + y>l 与 x 2 + y < 




L 


所围区域边界正向. 

解 本例可利用格林公式 求解. 


⑴因为爰 - C =y 


?，所以 


cr 


(y 


X 


3 


) dxd ^ 




dd 


0 




a 


0 


(r 3 cos 3 6 — r 3 sin 3 (9)dr 


D 


a 






2n 


(sin 3 汐一 cosW 汐 


0 


a 


广 2k 


(cos 2 汐 一 l)dcos 沒 


o 




2 買 


(1 — sinWsin 夕 


0 


0 . 


(2) 因为孕 一 ^ = w ， 添加直线段 0^4 (jy = 0,0< 构 


doc dy 

成封闭曲线，取正向，所以 




L J L, 


，而 




Oi4 


r 




oA 


ra 


Odx + 0 = 0. 




于是 




O — 

v 乙， 


0 


?ndxdy 


m 


dxdy 


D 


m ， — 
o 


2 


8 


nma\ 


qQ op 

(3) 如图 14. 4 建立坐标系.因为 g — _ = 2 xy + 2: r 3 , 所以 




{2xy 2 + 2x 3 )dxdy 


D 


1*20 ： cy + X 2 )djcdy, 


D 


由于被积函数是 X 的奇函数，而积分域关于 
y 轴对称.故 


2 W + y 2 )dxdy = 0. 


例 2 计算£ ? $7次 ，1为任-不 

通过原点的简单光滑闭曲线正向. 



解 因为不过原点，所以 L 上： r 2 + 4 y 


2 


图 14. 4 


矣0,且 
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9 P 


4 y 2 — x 2 _ 3 Q 

( x 2 + Ay 2 ) 2 3 r ' 


当 L 不绕原点时， D 为单连通域 ， O =0. 

J L 

当 L 绕原点时，作一小圆周 C :: r 2 + 4/ = e 2 , C 包含在 L 内，则 

xdy — ydx 1 


① 


L 


0) 


c : r 2 + 4 ：y 


2 


Cp Jody 一 ydx 


f% 


因为 i 伞 x< ^y — 

L 


o 


2 




drd ： y ， 故由 $ + - (£/2) 


r 


2 


1 得 


L 


e 2 


2 • — 


2 


7 t . 


同理 ， O 


xdy — ydx 


l : 2 + y 

例 3 计算曲线积分 


0， 1 不绕原点， 
2 tt , L 绕原点 . 


1 

o 

f y 2 

1 — ^COS 

乂 1 

dx + 

f sin ^ H 

h 37 cos 

y 

f x 2 

J L 

1 ? 

工 1 



X 

X 



dx , 


L 由 x 2 + y 2 ~2 y ^ x 2 y 2 — iy V 3 y f x 




J 所围成. 





解如图 14. 5 所示， L 很复杂，可用格林 


X 


公式求解.因为 f - g = 2 :, 所以 




Zxdxdy 


V 3 




cosddd 


JJ 

D 


k/6 


广 4sintf 


Zr 2 dr 




X 


112 


fV3 1 A 

sin 3 ^dsin0 =— 
ir /6 3 


图 14. 5 


例 4 应用格林公式计算下列曲线所围区 


域的面积 


(1) 星形线 x 2/3 + y /3 = a 2 , 3 


解 （1) 5 




dxdy 


(2) 双纽线 r 2 = a 2 cos 2^ 
中 xdy — ydjc 

L 


D 

2 *o 


a 2 (sin 2 ^cos 4 ? + sin 4 ， cos 2 ，）ck 
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2k 


a 2 sln z tcos z tdt 


a 


2 P sin 2 2Mr 




0 


16 


a 


2 


*2x 

(1 - 
Jo 


cos4/)df = —7ra 2 , 

o 


(2) x = acos ^ -/ cos 2 ^i y — asxnd -/ cos 紙 


S 


% 




r«/4 


O xdy — ydx = 2 a 2 cos2^d^ 


a 


2 




0 


例 S 求出指数 A ， 使曲线积分 


ru ^ y ) 


X 




< x o ^ o } y 


[ djr 


X 


2 


y 


r^dy (r = x z + y z ) 


在的区域内与路径无关，并求出积分值. 




故 


2xr x + Xx z r^ z = xr k + kxy 


H 2 


两边乘以 〆 —，化为 


得 


(2 + A ) x 3 + 2 xy l = x 3 + (1 — A ) xy ， 
(2 + A ) 1， (1 — A ) = 2 : =>A = — 1. 


当 A = — l 时，有 




X 


j 


u o ， V x z y 


dx 


x 


2 


2 


y vV + y 


dy 


rx 


x 


•r 


o yo 




dx 


y 


y 


X 


2 


y \/ 工 2 + 


dy 






y 


2 


舌 + W 



^ yl 

例 6 计箅下列曲线 积分： 


( 1 ) 




n 


{x z y + 3xe T )dx 4- 


x 


3 


y^riy 


d ： y ， L 为摆线 x = t 


^ nt f y = 1 — cos /， 从 £?(0,0) 到 A ( n 9 2 ) 的弧段； 

( 2 ) «L ~ 一 1]办，/在(一 

°°)上有连续导数， L 为从点（3,2/3)到 （1,2) 的直线段. 
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解先考察积分是否与路径无关，再进行计算. 


( 1 ) ^ = x 


3Q 


dy " 3tr 

Or ，2) 的折线段为积分路径，于是 


，故积分与路径无关.选从（0,0) — ( tc ，0) 


3xe x dx + 


iJ 


0 


3(jre x — e x ) 


. 2 / 丌 3 


0 


1C 


ysmy 


dy 


0 


丌 


y — sinj + ycosy 




— 1) + 3 + 2兀 3 /3 + 2 cos 2 — sin 2. 


dP 


( 2 ) ^ = f(xy)-\-xyf (joy)-- 


2 


3Q 

dx 


，故积分与路径无关.选 


择折线段（3,2/3)—( 1，2/3)—(1，2)为积分路径，于是 


2 




Q I ^ 

O I « 


1 + 二 


2 


x 



2 


獻 ’ (3 ° _ y 


dy 


n 

( 2 \ 

f 


3 

i 3 / 


djo 


*2 


2/3 


f(y)dy — 1 # 


设 / ⑴的原函数为尸 ( O , 则 


'/(}-! 

dx = F 

f 2 ) 

n 1 


i 

p 


J 3 \ 6 j 


l 3 j 


3 



「1 


2/3 


f(y)dy = F(y) 




F(2) - F 


2/3 


F(2), 


2 


故 


- 3 + F 


- F (2) + F (2) - F 


— 1 = — 4. 


例 7 当 ^>-1 时， /Gr) 连续且可微，且 /(0) = 6 /5, 对半平 
面: T >_1 上的任一闭曲线，有 


~ 5 ： ye- 2j: /Cr)](ir 十 e 


2x 


f(x)dy = 0 t 


求 /( I )，并计算 \^y — 5ye^ 2j: f(x)^dx + e~ 2jr f(j ： )dy^L 为从 

J L 

(1,0) 到 （2,3) 的弧段， 

解 因为 I =0，所以竽=笋，即 

J l oy dx 
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2e^ 2x /(x) + ^~ Zx f (x) = 1 — 5e—>/(x )， 


有微分方程 

解得 /(工) 


/’ O ) + 3/0) = e 


2x 


e 一 I 3 心 


2_r 

• e 


3djr dx 


c 


e 2T + ce 


-3x 


因 /( O ) 




音 =>< ： =1, 故 /(x) = +e 2;r +e- 3jf . 


由于积分与路径无关，选折线段 （1，0) —(2,0)—(2,3) 为积分 


路径，于是 


n 




P(x,0)dx + 




0 


Q (2 jy)dy 


广3 




e 


-4 


0 


去 e 4 + e — 6 dy 


I 


5 



e 


10 




3 


0 


上 I 

— he 


10 


例 8 / U ，>0 具有一阶连续偏导数，当它满足什么条件时， 


曲线积分 


r 


L 


f ( x , y)(ydx + xd ^) 与路径无关？ 


解因为 Pisc f y)—yf f Q(x f y ) = xf(x , y ), 


dP 

3 y 

所以 




/( U ) + yfyixyy), ^ ~ /(D) + x f ' 工， y 、 ， 


dP 

ay 


dX dy 


X 


df 

dx * 


例 9 选取 a ，6 值，使得 — 为函数 


MCr ，： y ) 的全微分，并求 uOr ， y ). 


解 

dP 


因为 = Qix . y ) 


x 2 j ry z 1 


'X-\-y 一 b 
x z —y z 


x z — 2 a xy 


y 


2 


Cr 2 +y ) 2 


3 Q 

dx 


x z — y l — 2 xy 2 bx 
(: r 2 + y z ) 2 


3P 30 

所以 ^ = 2 ^o y f 2 bx = = 1= 0. 


因为，除点 （0,0) 外，具有一阶连续偏导数，于是 


u ( x 9 y ) 






(jr>y) (: r + y)dx — (x 

(i ， o) x 2 + y 


y)dy 



c 


% 
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X 


dr 




x 


y 


X — y 


o X 


y 


dj + c 




—ln(x 2 - y z ) — arctan 


y_ 

x 


c. 


例 10 验证下列函数为某函数的全微分，并求出该函数. 

(1) (x 2 -\~2xy — jy 2 )dj： + (x 2 — Zxy — y 2 )dy^ 

(2) — y-\~2) +3 ; ]d: + e jr [e7( i r — y) *f- 

( 3 ) ycos (xy)djo-\-a:cos (xy)dy-\~sinzdz. 

解先验证盖=雲，再求 u 

( 1 ) g = 2 Cr — y ) = _ ，故存在 U 0 c ， y ) ， 


r x 


u(x f y) = x 2 dx 






(^: 2 — 2xy — y z )dy + c 


o 


X 


3 


+ x 2 y 




工 y 


y 


c. 


⑵盖，故存在 《( i ，： y )， 且 


u { x ^ y ) 


JC 


e J 0 + 2)dx 



0 




— jO + e’]d3 ； 十 c 

0 


(工 一 y + l)e x+J + y^ x + c. 


(•r ： y)—jrysin( ： o ； )= 尝，故存在 u(x,y). 

. 会 & 吐、士 6 s 但 


3 P 

KO) —=COS 

3 y 

用线积分（折线法）求解，得 


u ( x ^ y 9 z ) 


r(jc t y,z) 




CO.0,0) 


ycos(^y)dj ： + xcos(xy)dy + sinscU 


c 


「■T 

Odx + 


j 


0 


y 

xcos(xy)dy 




0 


z 

sin^d ^： + c 


~ sirK^rjO — cosz + 1 + c 】= sin ( xy ) — cosz + c . 

用偏积分法求解，得塞 =ycos {xy ) — JCCOS ( 巧 ) ，養 = sins ： 


du 


任取其中一式如 g 积分，于是 
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Cx 


u(x ， y ， z) 




o 


ycosCxy)dx + 


sin(xy) + <piy ， z). 


da 

3 y 


xcos(xy) + 9y(y^) — ^rcos(^), 


故 


(Pyiyjz) = 0=^<p{y^z) = <p(z). 


du 


因为孟 =<pj (y^z) = ip f iz) = sinz=><p{z} 


cosz + c, 


即 

所以 


沪(:V，之） 


COSZ + C , 


u(x y y = sin(xy) 一 cos ^： + c* 

用凑微分法，即利用微分公式与法则求解，得 


du{x y y ^z) = ycos(xy)dx + xcos(xy)dy + sins:dz 


故 


= cos ( xy)ydx + cos ( a : y)xdy + sin ^ d ^ 

= d [ sin ( X30 — cosz ]， 

u (工， y ，之 )= sin(x3；) 一 cosz + c. 


例 ii 利用格林公式计算 cf 差 d 5, 其中 w u ，30= x 2 + y ， 

j l on 

乙为 X 2 + / = 6 x 正向， g 为 《 沿厶的外法线方向导数 • 


解 


du du 


9 u 


^ —cos (n^x) + —cos ( 72 , 3 /) = 2: ccos /3—2： ycosa ， 其中 
« ，沒是曲线 L 上在点 （ x ， y ) 切线的方向角，故 


( t ) ^dS 

t 3 n 


r* 


d ) (2 xcosjS — 2^ cosa ) d * S . 


化为第二型曲线积分后再利用格林公式，有 


Cp ( — 2 )cosa + 2^ rcos /?) d 5 

L 




4> ( — 2 )ydx - f - 2 ^cdy 

L 


4.dxdy = 4 * 9k = 36 兀 . 


D 
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第四节第二型曲面积分 


主要内容 


1. 设尸， Q ，/? 为定义在双侧曲面 S 上的函数，在 S 上指定一 
侧作分割 T ， 分 S 为 n 个小曲面&，&，…，又，分割的细度 || 了 II 
= max {& 的直径 } .以 , A 5, ，△&分别表示&在三个坐标面 

l ^ i<n ^ ^ D 

上的投影区域的面积.当&的法线正向与^轴正向夹角小于 Tt /2 
时，取正值；当该夹角大于 7 T /2 时， AS , 取负值 . AS , ，△& 正 

J：y xy yt ： ；jt 

负值取法类似.在各小曲面积&上任取一点若极限 


n 

把。客 P( “ ，⑽V 


n 

+ |( Iim o SQ (^,„ DA ^ 


+ lim 2 脱， 1 乂)仏 

II T || -0 ^ JJ, 

存在，且与 * s 的分割: r 和点 （&，7,, P 的取法无关，则称此极限为 
函数 P ， Q , 及 在曲面 S 指定一侧上的第二型曲面积分，记作 

P(x^y^z)dydz + Q{x y y^z)dzdx + R(x y z)dxdy. 

5 

2_ 设尺是定义在光滑曲面心^=以：030，（1 > 0€1^上的连 
续函数，以 S 的上侧为正侧，则 




R(x y y y z)dxdy = 


R(jo 9 y ^z(x ^y))dxdy. 



3. 若光滑曲面由参量方程给出 ix = x ( u ^ v ) ^y = y ( u ^ v ) 


力零，则有 
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尸 djycLr 


=± 


T 

P{x(u^v) ^z(u^v)) 


3(yfz) 
d(u jv ) 


dudvj 


Qdxdz = dz 


jj 


nr* 


.Rdxdj / 


Q(x 一 ) ，幻 ) fg^dadt, , 
RCxCu ^ v ') , y ( u t v ) f z ( ujv )) ~^^~ dudv . 


当 MOT ； 平面的正方向对应曲面 *5 选定的一侧时，二重积分前取正 
号，否则取负号. 


疑难解析 

1. 为什么要将曲面分侧？ 

答第二型曲面积分又称为对坐标的曲面积分，积分是在曲 
面上进彳了的，但积分不是对 d*S 而是对 didj ( 或 djdjz ： , dzdx ) 进行 
的.这里的 dxd ^ 实际上是 AS 在 xcty 面上的投影，因此是有方向 
的.这样，就需要考虑曲面的侧，即考虑积分是对曲面的某一侧进 
行的，对不同侧进行的积分有不同的值.事实上，大多数曲面都是 

双侧的，因此，必须区分曲面的侧，在指定的侧上进行第二型曲面 
积分. 


方法、技巧与典型例题分析 

在计算第二型曲面积分时，很重要的一步是根据指定的侧确 
定二重积分前面的符号. 一 般可以依据几何知识 确定. 其实，计算 
第二型曲面积分的方法不是惟一的，读者可以多尝试新的解法. 

例1 用多种方法计算曲面积分 

(y — z)dydz + o ~ x)dzdx + (工 一 y ) dxdy , 

D 

S 为 z 2 = j ： z -\- y 2 ( OSzgA ) 的下侧. 
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解法 1 化曲面积分为二重积分. 

取 x > 0 部分前侧为 S 1 , x <0 部分后侧为 S 2 , y >0 部分右侧 
为 S 3 ，： r < 0 部分左 侧为& ，则 


(y — z)dydz 




f 


iy — z)dydz 


iy — z)dydz 


s 




(y 一 z)dydz 


D 


rv» 


( 3 ^ — z)dydz = 0 , 


D 

y£ 


类似地，有 


r '/' 


(z 一 x)dzdx 


S 


nr 


(z 一 x ) dzd^c + 


(z 一 x)dzdx — 0> 




s 




s 


(: r — y)dxdy 






{x — y)dxdy 


尤 y 


.2* 




rh 


0 


( cos 汐一 sin 沒 ） dr = 0_ 


■/ 


0 


解法 2 化为第一型曲面积分来求解.因为 




jj 

S 


Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 




Pcosa + Qcos /? + Rcos 7^\ dS , 


s 


其中 〜/?， y 分别是曲面 s 上法向量与三个坐标轴正向的夹角. 


因为 


Z 



一一 : y 2 ，之： 


X 


vx z +y 2 


z 


y 


y 




cosa 


x 


v2(^+yy 


, cos ^= 


: V 


/2( x 2 + y > 


^cos7 


^2{x Zj ry 2 ) 


，故 



( 3 ; ， z}cosa + (z — x)gos/? + (jt — jy)cos/]diS 


s 


J(- 


^ -h y 


^0 — y 

^ Jx 1 + y l 


dxdy. 


由区域的对称性与被积分函数的奇偶数知 ， J = 0. 
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(3) 用高斯公式（见下节）求解. 

添加曲面 A:z = A ，: r 2 + y < V ， 并取其上侧，则 



/V* 


(jc - y ) dj：dy 





OdV — (y 一 x ) djody . 

丄 

V c 

v ^0 

由区域的对称性与被积分函数的奇偶性知， /==0. 


(4) 因为_ + _+^ = 0,所以曲面积分与曲面形状无关，只 

与边界曲线有关.故取曲面为题 (3) 中& 的下侧，则由区域的对称 
性与函数的奇偶性知 


(x — Wdxdjy =— 


例2计算下列曲面 积分: 


(x — = 0‘ 




Of* 


( 1 ) 



X 


s 


dydz H - dzdx H - d^rd^ ,5 为椭球面 

y ^ 


X 


2 


a 


i 


y 

b z 


z 


2 


C 


1 外侧; 


(2) JJ /( j ：) d ^ d2 ： + 十 h ( z ) dxdy ， f ， g，h 为连续函 


S 


数， S 为平行六面体 0< x < a ，0<3；<6,0 0< c 的外 表面; 


(3) 


r 1 /* 


S 


xdydz + ydzdx + (x + z ) dxdy y S 是平面 Zx 2 y + 


z = 


2 在第一卦限部分的上侧. 


解 (1) I = (.) — dydz + (J — dzdx + (") — dxdy f 

i x P ^ 






A 


O — dydz 

m y 




2： 


D 


a 


a J 


rb fr Vl-y 2 /b Z 

dy 


0 


y 1 — y 2 fb 1 — z z /c 


dz 


么 nabc 


0 


Vl — y z / b z — z 2 / c 2 


a 
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其中 D xy 为 $ + 由轮换对称性，得 


4itadc 


故 


(") — dzdx 
¥ ^ 


A^tabc , A^abc , A^abc 


() — dj：dy 

JJ ^ 

s 


Ana be 


c 


a 


b z 



Azabc 


c 


a 


b 1 


c 


2 


( 2 ) 先计算 


r*f* 


s 


h(z)dxdy f 由于侧面垂直于 103 ; 面，故 


r/» 


k(z)dxdy 


h(c)dxdy — 


s 


D 

X 






h(0)dxdy 


D 


JT> 


(h(c) - hdO)) 


dxdy — abc 


h(c) - h(0) 


•>1； 

D 

工 y 


C 


由轮换对称性，得 


「 /0)d3；d 


z 


abc 


f(a) -/(O) 


a 


s 




g{y)dzdx = abc 


gib) — g(O) 

b 


s 


故 / = abc 


f(a) -/(O) , g(b) - g(O) { h(c) - h(O) 




a 


b 


c 


(3) 由于 S 取上侧，故法向量与 z 轴的夹角为锐角，方向余弦 
分别为 cosa =2 /3 ， cos /?= 2/3 ， cos /= 1/3，于是 


s 


OC + — > + —(x + z) 


/V* 


dS 


(3x + 2：v + z)dS 


s 




[(2x + 2) + 之）十 x]d5 




(2 + x)dS (因为 2x 2y ~\r z — 2)- 


s 


而 D xy 为 0<： r < l ， 0^3；^! — x ， V 1 + ^ x f 2 ^\~ Z J 2 = 3 ，故 


rv* 


(2 十 x) • 3dxd3 ； 




D 


dj ： 

0 %； 


n^-r 


(2 + a:)dx 


0 


xy 


% 
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(— x 2 — x 2 )dx = 


例 3 


计算 O 
% * 


dyd . 


~dzdx + ^ djrdj ;， 其中 


x 2 y z + z 2 jS 是球面 I 2 + y + z 2 


2 


的外侧. 


解设 / i =( cos ^， cos /3， cosy ) 为5上单位外法线向量，则 cosa 
， cos /?= j // V ， cosr = z / r ， 于是 


^ f 

O —cosa + 々 cos 卢 + ~co^7 


dS 


(1) — ( cos 2 a + cos 2 /? + cos 2 7) d 5 = (]) -^jdS 


( Q ) d 5 


4 丌 a 2 = 4 丌， 


例 4 计算 


^yx 3 d;yd 



y s dzd . 


dxd ： y ， 其中 5 是 


x 


+ y (0<^<1)的外侧. 


解由于曲面关于2轴对称，故 


yj： 3 dydz 


xy^dzdsc. 


又，曲面关于平面对称 ，且: yi 3 是关于 x 的奇函数，所以 


yx^dydx 



jy 3 dj：d 


0, 


/= 0 + 


z 2 dxdy 


( x 2 + y 2 ) 2 dxdy 




2 n 


dd 


J U J 


r 5 dr 


本例依据区域的对称性和函数的奇偶性简化了计算. 

例 S 计算 

[/( U ， 之）+ x^\dydz + [2/(丁，》，之）+ y^dzd 
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4 - \_f{x,y-,z) 4 - z~]dxdy, 

其中 /( x ,_ y ， d 为连续函数， S 是平面 x —j + = l 在第四卦限部 
分的上侧. 

解设平面法向量为 ；! = ( cosor ， cos /?， cos 7) ，贝 ! J cosa = 
1/ y / r ~ 3 ， cos /?= — 1/ , cosr = l / 于是 

I~ {[/( 工， : y ， z) + :r]cosa + [2fix^y y z) + : y]cos 卢 

s 

+ 4 - z^cos7}dS 


fixjy^z) (cosa + 2cos/? + cos7)dS 

5 


(xcosx + ycos(i + zcosy)dS 

乂 J 
5 


/( x ， jy ， z ) 

丄 

5 


■丫 

0 + 


D 



(工 一 7+1 —工 + ： y ) VSdxdy 


dxdy 


n 


D 

工 : y 


dx 


ro 


o 


dy 




: T〜1 



2, 


本例含抽象函数 /Cr ， y ， 2) ，不能直接用二重积分、但可利用第一 
型曲面积分求出解 . 


例 6 计算 ( r ) — ... : djcdy, S 为 锥面； 2 ： = %/ x 2 ^ 与平 

女 x 1 + y 

面 2T = 1 ,2 ： = 2 所围立体的外侧 . 

解记为锥面部分，！ 5 2 ， iS 3 分别为 Z=1 ,z = 2 部分，在 JTOJ / 
面上投影域分别为 A ， A ， A ， 则 A ， & 取下侧， & 取上侧.于是 



e 




+y 


D 


vV 


dxdy — 


y 



dxdy 




^ V jc z y z 


dxdy 
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r 2 n 


dd 


4 / 




_r 


rdr 






—— rdr 


t/ 


dd 


4 / 


e 


rdr 


— 2 兀 


r 


dr — 2 tt 




edr + 2?r 


e 2 dr = 2?re 2 _ 




第五节高斯公式与斯托克斯公式 


主要内容 


1. 高斯公式设空间区域 V由分片光滑的双侧封闭曲面 S 
所围成，若函数尸,上连续，且有一阶连续偏导数，则有 
髙斯公式 


rrr/ap t aQ 

其中 s 取外侧. 


+ 尝 1 d 工 djd, 

aZ 


()Pdydz + Qdzdx + Rdxdy f 


2 .斯托克斯 (Stokes ) 公式设光滑曲面 S 的边界 L 是分段光 
滑的连续曲线，函数尸，0，尺在 *5 及 L 上连续，且有一阶连续偏导 

数，则有斯托克斯公式 

T/ 3 R 


dQ 

af 


dydz + 


1 9 P 

dz 


dR 

dx 


dzdz 



3 Q dP 

3 x 3 y j 


d^rd^y 


= O Pdj ： -f- Qdy + Rdz^ 

J L 

其中 S 的侧与 L 的方向依右手法则确定. 

3. 设 DCZR 3 为空间单连通域，若上连续函数， 
且有一阶连续偏导数，则以下四个条件 等价： 

(1) 对 D 内任一光滑封闭曲线，有 

O Pdx + Qdy + Rdz = 0 ； 

J L 
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(2) 对 D 内任一分段光滑曲线，曲线积分 J/dx + Qdy 十 尺心 
与路径 无关； 

(3) O 内存在函数以工，3/，：2：)，使得 du = Pdx - j ~ Qdy^Rdz ； 


9 P 


(4) 在13内 成立; 




« 


疑难解析 


1. 高斯公式有什么意义与用途？ 

答高斯公式建立了沿空间闭曲面的曲面积分与三重积分之 
间的联系，使得对曲面积分的计算可以化为对曲面所围立体上的 
三重积分的计算.与牛顿-莱布尼茨公式和格林公式一样，高斯公 
式体现了一个重要的数学思想——区域内部问题与边界问题的互 
相转化. 

高斯公式是格林公式由平面域到空间域的推广，它不仅对封 
闭区域上的积分有效，对非封闭区域也可以用添加曲面的方法来 

使用.当 f 是空间复连通域时，^是 y 的外侧与内部小区域边界 
内侧之和. 

2. 斯托克斯公式有什么意义与用途？ 

答斯托克斯公式建立了沿空间曲面的曲面积分与沿其边界 
曲线的曲线积分之间的联系，它也是格林公式的推广. 

对在 K 内有一阶连续偏导数的函数 P ( x , y i z ), Q ( x , y , z) i 
尺 Grda )， 以下三个命题 等价： 

(1) N S CV ， Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 与曲面 S 的形状 

S 

无关，仅与 S 的边界曲线 有关； 

(2) 对 V 内任一封闭曲面5,0尸 dydz + Qd 之 dr + /? drc ^ = 

s 

0 ; 
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0 . 


(3) 在 V 内恒有盖 + ■十警= 

利用斯托克斯公式和上述命题可以大大简化积分计算并解决 


许多力学问题 • 


方法、技巧与典型例题分析 


在用高斯公式和斯托克斯公式求解时，首先要验证问题是否 
满足定理条件，然后再考虑问题的具体条件，如能否利用轮换对称 
性、区域对称性、函数奇偶性，能否通过拼、凑、拆项来简化计算. 

xdydz + ydzdx -h zdxdy 


例 


计算⑪ 


s 


{x z + jy 2 + z z Y n 


，设： 


(DS 为 jr 2 + jy 2 + 2： 2 = e 2 ; 

(2 XS 为不包含原点的光滑闭 曲面； 

(3)5 为包含原点的光滑闭曲面. 

解 （1) 因为 P + y+P = e 2 , 所以由高斯公式有 


t 


xdydz + ydzdx + zdxdy 


s 


e' 


V 


3dxdjyd 


z 


£' 


3 




Tte ， 


4丌. 


(2) 5 不包含原点，而 


3P 

dx 


r 


3 


3x 2 dQ 1 3y dR 1 

_ . _ _ ■FWH 

r 5 5 dy r 3 r 5 ’ dz 一 r l 


2 


+ f 




ai ? 






dxdjyd 


z 




Odxd^d 


z 


0, 


v 


(3)5 包含原点，需作半径充分小球面 5 1 ； o： 2 +y + z 2 - e 2 ^ ] 
CIS •则 *5 与 A 之间区域1^，根据题（2)，有 

3 P 丄幻丄狄 h 。 

+ ^^ dxdydz = 


參 
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* 





而根据题 （ 1 )， 有 


xdydz + ydzdx + zdjody = 一 


s 


故 


这里 & 是取内侧 . 








一 ( _ 4tt) = 4 兀 




5 , 


例 2 计算下列曲面积分 


( 1 ) 



S 


X 

y 


X 

y 


X 




x 

y I 


+ y dxdy 


+ [— 


z 


y 


X 

y 




jdxdjy ， 


其中 f(u) 有连续导数， S 为： r 2 + Y + / = 2 Rz 内侧 • 


( 2 ) 


rr 




x 2 dydz y 2 dzdx + z z dxdy^S 为锥面工 2 + ： y 2 = 之 


s 


2 


(0<^< A) 外侧 . 

解 （1) 盖 + 碧+營 = 3(工 2 + y 2 + z 2 )， 依高斯公式，有 




3 


(jo 2 + jy 2 + z 2 )djodydz 


3 


7 k 


dd 


0 






x/2 


0 


f*2/2cos 沪 


A<p r 4 sin9adr = — 6 穴 




0 


r ^/2 


0 


32 


R 5 cos 5 (p sin <p d<p 


» 


32 7Ci? 5 - 4 


32 




nRK 


(2) 令 S 1: 2 = M ： r 2 + ： y ； 2 </i), 取上侧，则 S+S , 构成封闭曲 
面，可用高斯公式.于是 


rr 


sirs , 


x z dydz + y z dzdx + z 2 dxdy 


2 


(x + 3/ + z)dj：dydz = 2 




rh 


r/v* 


dz 


0 


zdscdy 


x 2 + /< 


z 


鲁 
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广 A 


7t 


7^z 4 dz = —A 4 . 




0 


而 


x 2 dydz + y 2 dzdx + z 2 dxdy 


5, 


dxdy — h z m izh 2 = rch\ 


故 


^ 2 +> 2 <a 2 


7T 

~2 


h 4 — ttA 4 


tc 


h\ 


这里，在计算三重积分利用了区域的对称性和函数的奇偶性， 
例3利用高斯公式计算下列曲面 积分： 

，广 

(1) Qj： 2 dydz + y z dzdx + z 2 djody,S 为立方体：0 < x < a ，0 

外侧； 


( 2 ) 


[工 3 cos ( n ， x ) + ycos (/ i ，30 + z z cos ( n y z)^dS ,S 为球面 


s 


x 2 + y + = r 2 上半部分外侧. 


解 


⑴因为盖+ _ +營 — ( x + jy + sr )，、 为封闭曲面，故 



211 (: r + + zHV = 2 

v 




ra 

dx 

0 j 


ra 


0 


dy 


0 


(sc y -z)dz 


2 I dx \ [ax + ay + 


r a 


0 


Jo 


a z x + 


a 3 , a 


3 



dx = 3<2 4 , 


(2) 补 S 1: x 2 + y</? 2 ，z = 0, 取下侧，则 5+5 i 构成封闭曲 


面，依髙斯公式，有 


0 = 3 (x z + y + z 2 )dV 






3 


sA , 节 




0 




f* 


ic/2 


0 


CR 


d<p\ r A sin<p dr 


0 


6 丌 


R 5 


Mz 




j 


o 


sinp d<p 


k/? 5 . 
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而 




5 


故 


JJ[0 •: r 3 + 0*3 ;3 + ( — 1) • 0]diS = 0, 

: S-JH 


7 t /? 5 — 0 


例 4 计算曲面积分 




S 


(x + y — z)dydz + [2} + sin(z + x )] dzcb : 


+ (3 z + e ^) dxdy f 


S 为曲面 I 工 一 y-^rz I + [3 / _ 之+了丨 + \z — x-{^y j = 1 的外侧 * 


解因为 ■+_+ 警 =1+2+3 


6,所以 


/ = 6. 




djodydz . 


对 V": I 工 一 : y 十之 I + i：y — z^rx 丨 + |之 一 oo^\-y \ ^1 作旋转变换 : 

= x — y J rZyV = y—z J rxjTv = z — x-\-y J S 变成 |a| + |u| + I ^ | = 
.y 是对称八面体，其第一封限部分由 W+T ； +W=l 及 U = 0jV = 


0 ，w = 0 所围成，贝 ! J 


d ( x 9 y , z ) 
d(u 9 v 9 zu ) 


d{u jV jU )) 1 

_ - - - 

d ( a ： jy f z ) 4 


故 / = 6 


dudvdzv = 6 


8 


* X • 


傘 —— • 


3 2 

1«| + |vj + jw / j<l 

例 5 设空间区域 v 由曲面工 2 — y 与平面之 
成 ， a >0 .记 v 的表面外侧为心体积为 V ， 证明： 


0所围 


Q ) x z yz 2 dydz _ xy 2 z z dzdx + z(l + xyz)dxdy — V m 
s 

证因为篕+奢+爱 =1+2 ^，所以 


r*/* 


uu 

V 


(1 + 2 Joyz)dV = V J r 2 xyzdV . 

v 


因为区域关于 JOZ 平面对称，而函数是关于: r 的奇函数，所以 
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故 


rrr* 


xyzdV = 0, 




F + 0 = F . 


例 6 用斯托克斯公式计算下列曲线 积分： 

(1) O (jy — z ) d:r + (z — x ) d 3 / + (：r — 为椭圆 ： r 2 + 

J l 

y = a 2 ^x/a + y/b =1 (“>0,6>0)，从工轴正向看去，取逆时 
针方向； 


(2) (： y 2 + z 2 )dx + (z 2 + x 2 )dy + (x 2 + y 2 )dz y L 为球面 

工 1 + y + z 2 = 与柱面 x 2 + y = 的交线，从 2 ： 轴正向看去, 
取逆时针方向 （=> 0). 

解 （ 1 ) 取以 L 为边界的部分平面 *5:142 + 7/6=1 的上侧， 
则 *5 平面法线的方向佘弦为 cosa = h/ </ a lj rb z ， cos /? = 0, cos 7 = 
aj v ^+ fe 2 ，于是 



cosa 

cosyS 

cos 7 



d 

d 

d 



& 

i ^国画 ■) 

3 y 

dz 

dS —— 2 

s 




s 



Z —— X 

x — y 



CL b 


^/a 2 "+ b 2 


dS 




2 


a -\r b 




< x z ~ b 2 


s 


dS 


2(a + b) 


rv* 


a 


dxd ^； 




Ua + b) 


na 


a 


—— 2^ a(a + b ). 


(2) 球面法线方向的方向余弦为 cos^=(^-2)/2, cos/? 
: y /2， cosy =： e /2, 于是 


2 


J s J 


(y — z)cosa + (z — x)cos/? + (:c — y)cos7^]dS 






(y — z) 


x — 2 


z 


+ O — x) I + (x — y) 2 


dS 




471 


■ 




(z — y)dS. 


jj 


由于曲面关于工以平面对称，故 ydS = 0 •而 


s 


r-f* 


J 2 rd <5 


JJ 

s 


2cos7dS = 2 


dxdy = 2 丌 , 


s 


D 

丈 y 


故 I=An (Dg 为 Cr 一 l) 2 +y<l ， 面积为 1). 

例 7 利用斯托克斯公式计算下列曲线积分 


r- 


( 1 ) 


L 


y z dx + z 2 dy + x z dz^L 为曲线： x 2 + jy 2 + 之 2 = 尺 2 ， x: 



y = (及 <0, 之 >0) ，从 ^ 轴正向看去，取顺时针方向； 


( 2 ) 


(x 2 — yz)djo + (y 2 ~ xz)dy + (z 2 — xy)dz^L 是从 


>1(0,0,0 )到 B(a ， 0 ， /O 的螺旋线：工 = acosd^y = asin^.z 


h 

2x 


Q . 


解 


⑴笋一 委 = _ 22 ,筌 

try dz az 


dR 

dx 




2x ， 


3 Q 

dx 


dP 




2 y 


均为连续函数，取曲面 p + y+ / 
取顺时针方向，积分前加负号 


R 2 外侧为 L 部分为 心因为 


I 


[_ 一 2zcosa — 2^tcos/3 — 2ycos7^\dS 


s 


[ 之 cosa + jocos^ + ycosy^\dS t 


s 


由于 s 关于工此平面对称，则 


xcos/MS = 0, 


s 


又 5 在工吵平面投影 2^:—7^2< 沒 < 兀 /2,0< 厂 < 价 05 没，故 


2 


(zcosa 十 ^cos7)d5 = 2 (x + y)cos7dS 


s 


(x + y)dscdy 


D 

工 y 


JJ 


_*/2 r/^cosfl 

d 汐 r(cos0 H~ sin^)rdr 

一 it/2 Jo 


n/2 


7 t 


/? 3 cos 4 0d0 = —i? 3 . 


0 
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其中运用了关系式 zcosa=z • x / R=x • z / R = xcos 7. 

(2) 将 l 添上直线段构成封闭曲线. m 为竽一 §=罢— 

By dz dz 

—€= 0 ,所以积分与曲面无关，只与张它的曲线有关.由 


3 y 


斯托克斯公式，有 






L+BA 


Jr 






r 


BA 




AB 


直线段的方程为 x = a ， j =0,0<^< A ，所以 


r 


z 2 dz 


AB 


rh r 

z 2 dz = 


0 


例 8 计算 


u 2 ty z * z 2 } : cdx + ydy + zdz 


+ y + 之 2 

工 2 + 父 + / = a 2 上，点（: C 2 ，： y 2 ,2： 2 ) 在球面 JC 2 + ：/ + J 2： 

> 0,6>a). 


，点 （工1 ，^ i ) 在球面 


P 上 （a 


解 设 vV + y + ? 




dR 

dy 


dQ 


0, 


dp 


3R 

dx 


0, 


dQ 

dx 


dP 




0,故积分与路径无关，只与起点和终点有关，于是 




r (wv du 2 + y + z z ) 

( Wi )2 + z 2 


\/ x z y 2 -\- z 2 


* y*y + ^2 ^ 


(工 1 '3^1 ’ ： J ) 


b 


a. 


例 9 计算 / 






Pdx + Qdjy + Rdz ，其中 P = + 

J A 

6z 2 ，Q — joy az 2 + bx z ，R = yz - ax 2 + by 2 jA (0,0 f z 0 ) , 

50 r 】，： y 】，0). 确定 a ，6 值，使积分与路径无关，并求出积分值. 


解由 


^ = 3Q3P = 9RdQ = dP 

dy dz^ dz 9r ’ 3z dy 


得 a 




~2^ = 0 - 于是 


r B i i 

J^xz 4 - 了 3/ 2 )(1 工十 Crj/ + —z z )dy + Cyz + 


x 4 


) dz , 


取折线 A (0 ^0 y z 0 )~^ Ai(xi ^0^ z 0 )^ A z ( jo 1 ^ y { Cjti ， yi ，0) 为 

积分路径，有 


_ 
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ca 





A 




A, 


+ 


CB 




>1 


工1 

尸 （ x ， 0, 之 0 )d：r 


4 / 


0 


(* 




0 


Qix^y.z^Ay + R(x l ,y l ,z)dz 


ro 


«/ 


z 4 


、 pi i r 。 i 

xz 0 dx + (x x y + — 2 : 0 )^ + () 1 % + 之 




0 


0 


z t 






工 ko + + Tr z lyi 


^lyi 


x \ z 0 


而 ） 1. 


例 10 证 明：若 s 为封闭的简单曲面，而 《 为 s 的外法线方 


f*r 


向，/为任一固定方向，则 t ) cos (/ i，OcLS = 0. 


i 


证 设 = ( cosa f cos /?, cos /) ，/ 0 
其中 cosa 0 , cos /? 0 , cos / 0 为常量 • 由于 




|/| 


( cosa 0 , cos /? 0 » cos / 0 ) 


cos (/ i ，/) = n 


% 


cosa 0 cosor + cos /3 0 cos 卢 + cosy 0 cos 7 


故 


(") cos(n ,/) d 5 


■S 


(])( cosa 0 cosa + cos /3 0 cos /? + cos 7 0 cos /) d 5 


5 


OcosQ^dydz + cos/? 0 d2 ： d^: + cosyodjrdy 

v% 

5 




uu 

V 


£ cosa ° + J cos ^ + I 7 。 


dy 


OdV^ =0 


v 


例 11 设〃(: r ，3；， 幻在闭区域 F 上有二阶连续偏导数，记 At / 


3 Fu . 

巧 + 斤 + S 

丫 3. 

(:)“ — d 5 = 

i ^ 


，证 明： 




du 

dx 



\du\ l 

{ 



du 

孟 I 


2 


dV 



uAudV, 


V 


du 


其中 S 是 y 的边界曲面 ，&为 W ( X ，3 N 幻沿 S 外法线方向的方向 


导数. 
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证 n= (cosa,cos/^，cos7) ，则 


( D) W ^ d 5 

IF an 


(OM ^-cosa + 季 cos/? + ^cosX 

dx ay dz 


dS 


s 


C)u ^dydz 4 - ^ ^dzdx + u 
s 


9y 




d 
dx 


du) 

{ d 

(du\ 

3i 

f du' 


r^i 

H - 

dy 

u — 

i 

十孟 

u — 



dv 




2 

(du) 

2 + ( 尝! 

2_ 

/M 

dV + 




[ d y\ 

1 


1 1 


uAudV. 


例 12 利用斯托克斯公式化 


s 


rotF - ndS 为曲线积分 ， F = 


y /+ i 乂/十:为上半球面 y ) i /2 的上侧，/ * 为 s 的 
单位法向量. 


解 rotF 


( 9 R 3 Q 
3y dz l 


3P_dR 

dz dx 



㈣ ， 


5 的边界曲线为 y + y = i ，2== o , 则由斯托克斯公式，有 


rotF * ndS = wy 2 dx + xydy + xzdz 


s 


s 


r» 




2n 

0 

2n 


[sin 2 i(— siiU) + cos 2 £sir^]ck 


(1 — 2cos 2 t)dcost = 0, 


0 


例 13 设 5 为包围有界物体 F 的简单光滑曲面， w ( x ，： v ， z ) 

在 V +5 上连续，并有二阶连续偏导数，》为 S 的外法线向量，证 
明： 




CgraduydV 


Qugradu • ndS = 

* 专 

证令 J ^^ wgradw ， 则因为 

i 

gradu 


u 




淨 u . cFu 3^u 


dx 1 dy 


dz 


2 


ay . 


3tt dll du 
dx^ dy^ dz 


番 
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divF= div[wgradw] — div 




dll * . dll * , du, 

l + Yy J + ^ k 


d l du 

3i\ U di 


+ 


d 




du 


u 




+ 


d 




f du 
u 


dz 


u 


( 3 h . 3 h t d h 


dx 



u 


9y 2 dz 


r d h . d h . d h 


du 

dx 


du ^ 2 

3 y 



3 u 

dz 


dx 


2 



9y 2 dz 


,2 


+ (gradw) 2 , 


所以 




nr 


QugrAdu • ndS 

J* 


OF • ndS 


s 




divFdV 


(grad“） 2 dF + 




u 


9 It t d h , d h \ 




dx 


3 y 2 


dz 


dV . 


例 14 设尸(工，：^，2：)，0(：2：，3；，之），/?(:?:，），2)均为连续函数，*5 
为光滑曲面，面积为 S ， M 是在 S 上的最大值，证 


明 


S 


Pdydz -\-Qdzdx Rda:dy 


< MS . 


rv* 


Pdydz 十 Qdzdx + Rdxdy 


s 


rc 




(Pcosa + Qcos /? + Rcos 7 )dS 


< 


I Pcosa - f - Qcos /3 Rcos 7 \dS 


s 


I ( P , Q , J ?) • ( cosa , cos / S , cos 7) \dS 


rv 


\F ^ n 0 \dS 


s 


s 


< 


| F | • \ n 0 \dS 


s 


i 


|F|d5 


VP 2 + Q 2 十尺 2 dS 


5 




rv* 


dS = MS . 


s 


例 15 有密度为 " 的空间流体，流速 v = a : z 2 i + y jr z j - + z y 2 Jt ， 
求在单位时间内流过曲面 + / = 的流量 0( 流向外 
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侧）和沿曲线 L ： x 2 + y 2 z 2 = 2z,z = l 的环流量厂(从 2： 轴正向量 
看是逆时针方向）. 

解球面 S 的球面坐标方程为 r =2 cosf ， 故 

丫 

0= ([)jcz 2 dydz + yr 2 心 di + zy 2 dxdy (由高斯公式） 


(z 2 + 工 2 + y 2 )dV 




C2n 


dd 


Mz 


h/ 


rzcos^ 


d<p r 4 sin^r 




2 丌 


32 


» 


M 2 32 

cos 5 <p simp d<p = —tt, 

o 15 


曲线 i 为平面 z = i 上的圆周 x 2 + y = i ， 故 






r= Oxz 2 dx + yx 2 dy + zy 2 d. 




dydz 

dzdx 

dxdy 

a 

9 

d 

dx 

3y 

dz 

xz 2 

9 

yx l 

2 

zy l 

yzdydz + zjodzdx 一 


(由斯托克斯公式) 


'ydxdy 


= 2 xydxdy = 0 (由区域对称性和函数奇偶性）. 


_ 


477 


鲁 




















































































